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 خدا   بنام

 فصل اول 

  یتوابع مثلثات

 
۲  از  یشمثلثات  ب - مقدمه کردن  دایپ یرا برا آنها  مثلثات کشف شد.  نانیونانیسال قبل توسط   ∘∘∘

از  یدر بعض هایونانی یریگر چه روش اندازه گ بردند.   یها و اضلاع مثلث بکار م هیزاو قیاندازه دق

 هیبه  مفهوم زاو  یمثلثات بستگ دیجد یهنوز هم کار برد دارد ، اما کار برد ها  یعلوم و مهندس یرشته ها

             ندارد. 

   

 Angles lها یهزاو - ۱.۱

نقطه   کی یدارا هر دو شود  که    یم مشخص  𝑙۲    و  𝑙۱     خط  یمدو ن یلهبوس یهزاو یکدر هندسه 

  .مینام  یم هیزاورا   𝑨𝑶𝑩  پس  باشد ،  𝑙۲   یرو  𝐵  و   𝑙۱   یرو  𝐴  اگر   هستند. 𝑂   هیاول

   𝐴   ریتصو 

 

 
  مشترک.  یینقطه انتها یکدر نظر گرفت با محدود  پاره خط دو    توان   یرا م یهزاو  یک ینهمچن

 یینقطه انتها یکه دارا  𝑙۱  اشعه  یکبا  :  .یمکن  یم یفتعر یگرید یقرا به طر یهدر مثلثات ، اغلب زاو

 𝑂   صفحه حول  کی یآنرا  در رو و ، میکن  یم شروعاست  𝑂  تا در محل  میده    یدوران م  𝑙۲   قرار

  𝐵  یرتصو  .ردیگ
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  را  𝑂  و    .Terminal Side  ییضلع انتهارا   𝑙۲   و  Initial Side      ییضلع ابتدارا   𝑙۱  اشعه 

پس ممکن   .ستیهم محدود نتعداد داوران و جهت داوران  . مینام  یم 𝐴𝑂𝐵   یهزاو  Vertex   راس

   .ردیگ قرار  𝑙۲  تا در محل  میوران دهددلخواه  را چند مرتبه و در هر جهت  𝑙۱  است 

وهمانند    همسان ییانتها ضلع  و  ییمختلف ممکن است  ضلع ابتدا هیزاو نیکه چند دیتوجه داشته باش

  𝐶   ریتصو نامند.   یم Coterminal       انتهاهم  یایمشخصات را زوا نیبا ا هیدو زاو  داشته باشند.

  𝐶   ریتصو کی

 
 

 

 Standard Position  محل متعارف، پس  میبر   یبکار م  یدکارت مختصات یمحور ها ستمیاگر س

 را 𝑙۱   ‌    ییو  ضلع ابتدا ، میده  یمبدا مختصات قرار م یرا رو هیراس زاواست.  بیترت نیبه ا هیزاو

   𝑥  مثبت محور   درجهت

  Positive مثبت هیزاو برسد ،  𝑙۲  خلاف جهت عقربه ساعت دوران کند تا به محل   𝑙۱  اگر 

  𝐷   ریتصو  Negative  یمنف هیزاو برسد ،  𝑙۲  جهت عقربه ساعت دوران کند تا به محل  در  𝑙۱  اگر 

  𝐷   ریتصو

 

   
,𝛼  ، مانند  میکن  یم ینام گذار نیرا معمولا با حروف لات هیزاو 𝛽, 𝛾،𝜃  ریتصو  𝐷  
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  𝐷     ریتصو.میکن  یجهت دوران را هم با کمان  جهت دار مشخص م

  یم،  ردیگ قرار  Quadrantها  از  ربع صفحه  یکیدرمحل متعارف ، در  ,  هیزاو کی ییانتها اگرضلع

در ربع صفحه اول است و  𝛼   هیزاو  𝐸   ریمثلا در تصو  .ربع  صفحه قرار دارد  در  آن هیزاو آن مییگو

   در ربع صفحه دوم است.  𝐹   ریدر تصو 𝛽   هیزاو

 

              
   دهند.  یچهار گانه نشان م یها را در ربع صفحه ها هیهم زاو ریز  ریتصاو
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    یمرز  هیزاو ندیگو  یم هی، به آن زاو ردیاز محور ها قرار گ  یکی یرو هیزاو کی ییضلع انتها اگر

Quadrantal Angle ریتصو   𝐺  

  

 

 
 

 

   است. Degree  درجه ،  هیزاو یریاندازه گ یاز واحد ها  یکی

درجه  کی هیزاو درمحل متعارف قرار گرفته باشد ، مختصات  یمحور ها یرو  هیزاو کیکه  یهنگام

  از دوران است که  یا هیاندازه زاو
۱

۳۶∘
 گریبه عبارت د ای باشد شده جادیساعت ا عقربه جهت خلاف  

  
۱

۳۶∘
   رود.  یبکار م هیزاو کیدرجه نشان دادن  یبرا ∘  نماد  .دائره  طیمح  

 با درجات مختلف  هیزاو ریتصو

 

 
 

۹   هیزاو کی  نامند.   یم   Right Angle  قائمه  هیزاورا  °∘
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°0   اگر  است Acute تند   𝜃   هیزاو کی < 𝜃 < ۹ اگر است    Obtuse   منفرجهباشد و  °∘

   ۹ ∘°< 𝜃 < ۱۸    باشد. °∘

۹  مجموع آنها  اگر هستند ، Complementaryمتمم  حاد  هیدو زاو    باشد. °∘

۱۸  هستند ، اگر مجموع آنها  Supplementary مکملمثبت  هیدو زاو    باشد. °∘

۶ کمتر از درجه لازم باشد ، درجه را بر  یاگر اندازه ها        قهیدق و هر قسمت را میکن  یم میتقس ∘

Minute پس   .میده  ینشان م ′  را با نما د  قهیدق . مینام  یم 

۱
′

=
۱

۶ ∘

∘

 

    هیثان کی است.      Second  هیثان،   واحد کوچک تر
۱

۶∘
  ینشان م  ′′  را با نماد  هیثان است.  قهیدق   

 پس   .میده

۱
′′

=
۱

۶ ∘

′

=
۱

۳۶ ∘∘

∘

 

 مثلا 

𝜃 = ۷۳
°
 ۵۶

′
 ۱۸

′′
 

   .هیثان  ۱۸  و  قهیدق  ۵۶  درجه و   ۷۳  برابر است با   𝜃   هیاندازه زاو یعنی

 

𝜃  اگر  – ۱مثال  = ۶  .باشند   نالیهم ترم 𝜃  با که  دیکن دایپ  یمنف هیزاو مثبت و دو هیدو زاو باشد ،  °∘

  

 پاسخ 

۳۶  اعداد    نالیمثبت هم ترم یایکردن زوا دایپ یبرا ۷۲  و   ∘ ۳۶   گرید بیهر ضر ایو   ∘ اضافه   ∘

   .میکن  یم

۶ ∘°+ ۳۶ ∘°= ۴۲ ∘° ۶     و     ∘°+ ۷۲ ∘°= ۷۸ ∘° 

۶ ۳−  ، اعداد   نالیهم ترم  یمنف  یایا کردن زوا دیپ یبرا ۷۲− و  °∘ از  یهر مضرب ایو  °∘

  − ۳۶ ∘°  

   .میکن  یاضافه م

۶ ∘°+ (−۳۶ ∘°) = −۳ ∘∘° ۶  و    ∘°+ (−۷۲ ∘°) = −۶۶ ∘° 
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 .  دیا کن دیباشد ، پ  𝜃   هیزاو   که متمم یا هیزاو – ۲مثال 

𝑎)  𝜃 = 25° 43′ 37′′       𝑏)  𝜃 = 73.26° 

 پاسخ 

 .هیو ثان قهیداده شده ، نه به صورت دق یبه صورت اعشار  𝑏  که قسمت  دیکن  یملاحظه م

𝑎)   90° = 89°59′60′′                        𝑏)   90° = 90.00° 

           𝜃 = 25°43′37′′                                  𝜃 =  73.26° 

                                                                                        

90𝜕° − 𝜃 = 64°16′23′′                     90° − 𝜃 = 16.74° 

 

 

کار برد   یکیو ابزار مکان ی، نقشه بردار ییمای، هواپ ینورد ایدر در هیزاو یریاندازه گ یدرجه برا

   دارد.

  شود.  یبرده م بکار هیزاو یریاندازه گ یبرا  𝑅𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛    انیاست ، راد اجیکه به حسابان احت یدر علوم

 

دائره   ، و  طول کمان میمختصات قرار ده یمرکز محور ها یرو یا هیراس  زاو گر ا   انیراد فیتعر

   است. انیراد کی هیشعاع دائره باشد ، اندازه آن زاو یمساو ردیگ  یم انیدر م هیکه آن زاو
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۳۶   معادل  انیراد  𝜋 ۲   هیزاو کیپس  است.   𝜋 𝑟 ۲  دائره  طیکه مح میدان  یم  قتیحق نیا .است °∘

   دهد.  یرا به ما م ریروابط ز

۱۸ ∘°= 𝜋  ۱           رادیان
°

=
𝜋

۱۸ ∘
رادیان ۱          رادیان    = (

۱۸ ∘

𝜋
)

°

 

 

  هیقض

  به درجه ، آنرا در  انیراد لیتبد یبرا- الف  
۱۸∘

𝜋
  . دیضرب کن 

  آنرا در  انیدرجه به راد لیتبد یبرا –ب 
𝜋

۱۸∘
   .دیضرب کن  

 

 هیزاو کیمثلا اگر اندازه   . میسینو  یرا بکار نم یریباشد ، واحد اندازه گ انیبر حسب راد هیزاو اگر

𝜃    میسینو  یباشد ، م انیراد  ۵   = ۵  

𝜃   میسینو  یبر حسب درجه باشد ، م هیاگر زاو = ۵
°
  

 

  – ۳مثال 

𝜃  اگر  –الف  = ۱۵ 𝜃  و   °∘ = ۲۲۵
°
   .دیکن دایپ انیبر حسب راد هیباشد ، اندازه زاو 

𝜃  اگر  –ب  =
۷𝜋

۴
𝜃  و    =

𝜋

۳
   .دیکن دایبر حسب درجه پ هیباشد ، اندازه زاو  
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 پاسخ 

 الف 

۱۵ ∘∘= ۱۵ ∘ (
𝜋

۱۸ ∘
) =

۵𝜋

۶
 

۲۲۵
∘

= ۲۲۵ (
𝜋

۱۸ ∘
) =

۵𝜋

۴
 

  –ب 

۷𝜋

۴
=

۷𝜋

۴
(

۱۸ ∘

𝜋
) = ۳۱۵

∘
 

𝜋

۳
=

𝜋

۳
(

۱۸ ∘

𝜋
) = ۶ ∘∘ 

 

   دهد.  یمتداول ، نشان م یهو درجه چند زاو یانراد ینرابطه ب یرجدول ز

 

𝜋 ۵𝜋

۶
 

۳𝜋

۴
 

۲𝜋

۳
 

𝜋

۲
 

𝜋

۳
 

𝜋

۴
 

𝜋

۶
  یانراد 0 

۱۸ ∘∘ ۱۵ ∘∘ ۱۳۵
∘
 ۱۲ ∘∘ ۹ ∘∘ ۶ ∘∘ ۴۵

∘
 ۳  درجه  0 ∘∘

 

 شود.   یو درجه نشان داده م یانبر حسب راد یه، چند زاو یرز یردر تصو
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𝜃   یهاگر زاو – ۴مثال  =    .دیکن دایپ هیو ثان فهیبر حسب درجه ، دق  آن یبیتقر باشد ، اندازه  انیراد  ۳

 پاسخ 

≈   رادیان   ۳ ۳ (
۱۸ ∘

𝝅
)

∘

≈ ۱۷۱ ۸۸۷۳۴⁄
∘

= ۱۷۱
∘

+ (∘∕ ۸۸۷۳۴)
∘
 

۱  چون 
∘

= ۶  است ، پس   ′∘

(∘∕ ۸۸۷۳۴)
∘

= (∘∕ ۸۸۷۳۴)(۱
∘
) = (∘∕ ۸۸۷۳۴)(۶ ∘′) = ۵۳ ∕ ۲۴ ∘ ۴

′
 

= ۵۳
′

+∘∕ ۲۴ ∘ ۴
′
 

۱  چون 
′

= ۶  است ، پس   ′′∘

∘∕ ۲۴ ∘ ۴
′

= (∘∕ ۲۴ ∘ ۴) (۱
′
) = (∘∕ ۲۴ ∘ ۴)(۶ ∘′′) = ۱۴ ∕ ۴۲۴

′′
≈ ۱۴

′′
 

 پس 

≈ رادیان  ۳ ۱۷۱
∘
 ۵۳

′
 ۱۴

′′
  

 

۴۷ ∘ ۱۹   - ۵مثال 
′
 ۲۳

′′
  یچهار رقم اعشار بیبا تقر  .دیسیبنو یبه صورت اعشاررا  

 پاسخ 

 چون 

۱
′

=
۱

۶ ∘

∘

۱   و    
′′

=
۱

۳۶ ∘∘

∘

 

 است ، پس 

۱۹ ∘ ۴۷
′
 ۲۳

′′
= ۱۹

∘
+ (

۴۷

۶ ∘
)

∘

+ (
۲۳

۳۶ ∘∘
)

∘

 

≈ ۱۹
∘

+∘∕ ۷۸۳۳
∘

+∘∕∘∘ ۶۴
∘
 

= ۱۹ ∕ ۷۸۹۷
∘
 

  مرکز دائره باشد.  یاست که راس آن رو یا هیزاو Central Angle   یمرکز هیزاو
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 هیزاو نیباشد که ا یطول کمان  𝑠  باشد ، و   𝑟  به شعاع   یا دائره  یمرکز هیزاو کی  𝜃  اگر   -هیقض

   .دیآ  یبدست م ریمطابق ز انیبر حسب راد  𝜃   هیزاو نی، پس اندازه ا ردیگ  یدر بر م

𝜃 =
𝑠

𝑟
 

 

 اثبات 

 

           
 

و کمان  میداشته باش  𝑟  دائره به شعاع  کیدر  𝜃۱  و   𝜃   یمرکز یهاگر دو زاو یمدر هندسه خوانده ا

بر  هیبالا ، و اگر هردو زاو ریتصوباشند  ،   𝑠۱  و   𝑠   بیبه ترت رندیگ  یدر بر م هیدو زاو نیا  که  ییها

  میباشند ، پس دار انیحسب راد
𝜃

𝜃۱

=
𝑠

𝑠۱

 

𝜃۱   میحال اگر فرض کن = 𝑠۱   میدار انیراد فیباشد ، پس طبق تعر انیراد  ۱ = 𝑟   و لذا 

𝜃

۱
=

𝑠

𝑟
 

  جهیو در نت

𝜃 =
𝑠

𝑟
 

 

متر  یسانت  ۴  دائره به شعاع  کیمتر از  یسانت ∘ ۱  کمان به طول  کی  𝜃   یمرکز هیزاو     -۶مثال 

  . دیکن دایو درجه پ انیرا بر حسب راد  𝜃   هیاندازه زاو  .ردیگ  یرا در بر م

 پاسخ 

  میبالا دار هیبر اساس قض

𝜃 =
۱ ∘

۴
= ۲ ۵⁄  رادیان 

𝜃 = (۲ ∕ ۵) (
۱۸ ∘

𝜋
) = (

۴۵ ∘

𝝅
)

∘

≈ ۱۴۳ ∕ ۲۴
∘
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𝜃  در فرمول  =
𝑠

𝑟
𝑟  به اندازه دائره ندارد. مثلا اگر  ی،  بستگ انیبر حسب راد هیزاو کیاندازه    = ۴   

𝑠  متر و  یسانت =  متر باشد  یسانت  ۸

𝜃 =
 سانتی متر  ۸

سانتی متر ۴
= ۲ 

𝑟  اگر  = 𝑠  متر و  لویک  ۵ = ۱  متر باشد  لویک  ∘

𝜃 =
۱ ∘  کیلو متر  

  کیلو متر ۵
= ۲ 

  یتلق  یقیعدد حق کیتوان آنرا   یپس م ندارد.  Dimension بعد  انیدهد که راد  یمحاسبات بالا نشان م

  کرد. 

 

  ۷مثال 

 
 

چرخد ، عبارت است از   ینواخت م کیکه با سرعت  چرخ  کی  Angular Speed  یا هیسرعت زاو

  یم جادیا طیمح یرو 𝑃  نقطه  کیپاره خط از مرکز چرخ تا  کی لهیبوسواحد زمان  کیکه در  یا هیزاو

دوار در واحد زمان  چرخ کی که  یا هیزاوعبارت است از   یا هیترسرعت زاوساده  به عبارت ای شود.

  بالا.  ریتصو  کند.  یم  یط

۱۶  است  با سرعت  فوت  ۳  چرخ به قطر  کی  یدارا که نیماش کی دیفرض کن   یم قهیدور در دق ∘∘

 چرخد. 

   .دیکن دایچرخ را پ یا هیسرعت زاو - الف  

   .دیکن دایچرخ را پ طیمح یرو  𝑃   نقطه حرکت سرعت  – ب 

 پاسخ 

چون تعداد دوران  چرخ باشد.  طیمح ینقطه رو کی  𝑃  و مرکز چرخ   𝑂   میکن  یمفرض  - الف

  ۱۶   هیزاو کند، پس  یم جادیا انیراد  𝜋  ۲    به اندازه هیزاو کیدوران  است و چون هر قهیدر دق  ∘∘

۱۶)  شود   یم جادیا قهیدق کیدر   𝑂𝑃   خط   پاره لهیکه بوس یا ∘∘)(۲ 𝜃)  .یعنیاست  

سرعت زاویه ای  = (۱۶ ∘∘)(۲ 𝜋) = ۳۲ ∘∘ 𝜋  رادیان در دقیقه 

  اثر است.   یب یا هیکردن سرعت زاو دایپ یکه قطر چرخ برا دیکن  یملاحظه م

  یم  یرا ط یچه مسافت قهیدق کینقطه در  نیکه ا میحساب کن دیبا  𝑃  کردن سرعت نقطه  دایپ یبرا – ب 

𝑠  مسافت از فرمول    نینامند.ا  یم Linear Speed    یسرعت خطسرعت را  نیا  کند. = 𝑟 𝜃  بدست

  . دیآ  یم
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𝑠 = 𝑟𝜃 =
۳

۲
(۳۲ ∘∘   𝜋) = ۴۸ ∘∘  𝜋  فوت در دقیقه  

.۱  بخش  ناتیتمر ۱  

، دو  دیمختصات قرار ده یمحور ها یداده شده را در محل متعارف رو یها هیزاو ریز ناتیدر تمر

 . دیکن دایرا پ  انتهاهم   یمنف هیمثبت و دو زاو هیزاو

۱)  ۱۲ ∘∘           ۲) ۱۳۵
∘
          ۳)   − ۳ ∘∘           ۴)  ۶۲ ∘∘           ۵)  

۵𝜋

۶
          ۶)  −

𝜋

۴
 

 

   .دیکن لیتبد انیدرجه را به راد ریز ناتیدر تمر

۷)  ۱۵ ∘∘           ۸)  − ۶ ∘∘        ۹)  ۲۲۵
∘
           ۱ ∘)  ۴۵ ∘∘         ۱۱)  ۷۲

∘
         ۱۲)  ۱ ∘∘∘   

 

 . دیکن لیرا به درجه تبد انیراد ریز ناتیدر تمر

۱۳)  
۲𝜋

۳
          ۱۴)  

۱۱𝜋

۶
          ۱۵)  

۳𝜋

۴
          ۱۶)  −

۷𝜋

۲
          ۱۷)  ۷ 𝜋         ۱۸)  

𝜋

۹
 

  

 .  دیکن دایپ هیو ثان قهیرا بر حسب درجه ، دق  𝜃   هیزاو   یبیتقر اندازه ریز ناتیدر تمر

۱۹)  𝜃 = ۲            ۲ ∘)  𝜃 = ۵ 

 

 .  یرقم اعشار تا چهار . دیسیبنو یاعشاردرجه ها را به   ریز ناتیدر تمر

۲۱)  ۳۷
∘
 ۴۱

′
          ۲۲)  ۱۱۵

∘
 ۲۶

′
 ۲۷

′′
 

 

  .     دیسیبنو  هیو ثان قهیرا به درجه ، دق  هیاندازه زاو ریز ناتیدر تمر

۲۳)  ۶۳ ∕ ۱۶۹
∘
       ۲۴)  ۳۱ ∘∕ ۶۲۱۵

∘
 

 

را در بر  یمتر یسانت  ۴  دائره به شعاع  کی یرو یمتر یسانت  ۷  کمان  کی 𝜃   یمرکز هیزاو  – ۲۵

   .دیکن دایو درجه پ انیرا به راد  هیزاو یبیتقر اندازه   .ردیگ  یم

 

 یمرکز هیزاو کیمتر  که توسط    ۱۶    قطر به یا  دائره از یکمان یبیمطلوب است طول تقر – ۲۶

  ۵    در بر گرفته شده است.  ∘∘

 

۲    یمرکز هیزاو  کیاگر  – ۲۷ در بر گرفته شده  یمتر لویک  ۳  کمان   کیتوسط  𝜃   یدرجه ا  ∘

  . دیکن دایباشد،  شعاع آن دائره را پ
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مرکز  یرو که    𝐶    مرکز به   یدائره فرض کی قیاز طر نیکره زم یدو نقطه رو نیفاصله ب – ۲۸

 نیاگر قطر کره زم  شود.  یمحاسبه م نیکره زم است با شعاع یقراردارد  و  شعاع آن مساو نیکره زم

۸   بایتقر 𝑃𝐶𝑄  . ، اگر  دیکن دایرا پ  𝑄  و   𝑃  نقطه  نیباشد ، فاصله ب لیما  ∘∘∘ = ۶    باشد. ∘∘

   

 
 

 

مطلوب   کند.  ینوسان م  ینچیا  ۶  کمان  کیدر طول فوت  ۴  به طول  یپاندول با قهیساعت عت کی – ۲۹

 دایبر حسب درجه پ هیزاو اندازه  کند.  یم  یپاندول در هر نوسان ط نیا که  یا هیزاو یبیاست اندازه تقر

   .دیکن

 

اگر چرخ دنده   .دیکن  یدو چرخه را ملاحظه م کی  یها و چرخ دنده ریزنج ریز ریدر تصو – ۳۰ 

  𝐵   به شعاع  𝑟۱   به اندازه   𝜃۱  چرخش چرخ دنده  هیمطلوب است زاوکند ،   داوران  انیراد  𝐴   با

   𝑟۲  شعاع 
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.۱   ناتیپاسخ تمر ۱  

، دو  دیمختصات قرار ده یمحور ها یداده شده را در محل متعارف رو یها هیزاو ریز ناتیدر تمر

 . دیکن دایرا پ  انتهاهم   یمنف هیمثبت و دو زاو هیزاو

۱)  ۱۲ ∘∘         
 پاسخ 

۱۲ ∘∘+ ۳۶ ∘∘= ۴۸ ∘∘ 

۱۲ ∘∘+ ۷۲ ∘∘= ۸۴ ∘∘ 

۱۲ ∘∘− ۳۶ ∘∘= −۲۴ ∘∘ 

۱۲ ∘∘− ۷۲ ∘∘= −۶ ∘∘∘ 

 
 

۲) ۱۳۵
∘
 

 پاسخ 

۴۹۵
∘
, ۸۵۵

∘
, −۲۲۵

∘
, −۵۸۵

∘
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 ۳)   − ۳ ∘∘ 

 پاسخ 

۳۳ ∘∘, ۶۹ ∘∘, −۳۹ ∘∘, −۷۵ ∘∘ 

 

۴)  ۶۲ ∘∘ 

 پاسخ 

۲۶ ∘∘, ۹۸ ∘∘− ۱ ∘∘∘, ۴۶ ∘∘ 

  ۵)  
۵𝜋

۶
          

 پاسخ 

۱۷𝜋

۶
,
۲۹𝜋

۶
, −

۷𝜋

۶
, −

۱۹𝜋

۶
 

۶)  −
𝜋

۴
 

 پاسخ 

۷𝜋

۴
,
۱۵𝜋

۴
, −

۹𝜋

۴
, −

۱۷𝜋

۴
 

 

   .دیکن لیتبد انیدرجه را به راد ریز ناتیدر تمر

۷)  ۱۵ ∘∘             
 پاسخ 

۱۵ ∘∘= ۱۵ ∘ (
𝜋

۱۸ ∘
) =

۵𝜋

۶
 

۸)  − ۶ ∘∘        
 پاسخ 

−۶ ∘∘= −۶ ∘ (
𝜋

۱۸ ∘
) = −

𝜋

۳
 

۹)  ۲۲۵
∘
    

 پاسخ 

    ۲۲۵
∘

= ۲۲۵ (
𝜋

۱۸ ∘
) =

۵𝜋

۴
     

۱ ∘)  ۴۵ ∘∘         
 پاسخ 

۴۵ ∘∘= ۴۵ ∘ (
𝜋

۱۸ ∘
) =

۵𝜋

۲
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۱۱)  ۷۲
∘
          

 پاسخ 

۷۲
∘

= ۷۲ (
𝜋

۱۸ ∘
) =

۲𝜋

۵
 

۱۲)  ۱ ∘∘∘ 

 پاسخ 

۱ ∘∘∘= ۱ ∘∘ (
𝜋

۱۸ ∘
) =

۵𝜋

۹
 

 

 . دیکن لیرا به درجه تبد انیراد ریز ناتیدر تمر

۱۳)  
۲𝜋

۳
          ۱۴)  

۱۱𝜋

۶
          ۱۵)  

۳𝜋

۴
          ۱۶)  −

۷𝜋

۲
          ۱۷)  ۷ 𝜋         ۱۸)  

𝜋

۹
 

 پاسخ  

۱۳)  
۲𝜋

۳
=

۲𝜋

۳
(

۱۸ ∘

𝜋
) = ۱۲ ∘∘ 

۱۴)   
۱۱𝜋

۶
=

۱۱𝜋

۶
(

۱۸ ∘

𝜋
) = ۳۳ ∘∘ 

۱۵)  
۳𝜋

۴
=

۳𝜋

۲
 (

۱۸ ∘

𝜋
) = ۱۳۵

∘
 

۱۶)  −
۷𝜋

۲
= −

۷𝜋

۲
(

۱۸ ∘

𝜋
) = −۶۳ ∘∘ 

۱۷)  ۷ 𝜋 = ۷ 𝜋 (
۱۸ ∘

𝜋
) = ۱۲۶ ∘∘          

۱۸)  
𝜋

۹
=

𝜋

۹
(

۱۸ ∘

𝜋
) = ۲ ∘∘ 

 

 

 .  دیکن دایپ هیو ثان قهیرا بر حسب درجه ، دق  𝜃   هیزاو   یبیتقر اندازه ریز ناتیدر تمر

۱۹)  𝜃 = ۲            ۲ ∘)  𝜃 = ۵ 

 پاسخ 

≈  رادیان ۲  (۱۹ ۲ (
۱۸ ∘

𝜋
)

∘

= ۱۱۴ ۵۹۱۵۵۹⁄
∘

= ۱۱۴
∘

+∘∕ ۵۹۱۵۵۹
∘
    

(∘∕ ۵۹۱۵۵۹)
∘

= (∘∕ ۵۹۱۵۵۹)(۱
∘
) = (∘∕ ۵۹۱۵۵۹)(۶ ∘′) = ۳۵ ∕ ۴۹۳۴۵

′
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= ۳۵
′

+∘∕ ۴۹۳۵۴
′
 

∘∕ ۴۹۳۵۴
′

= (∘∕ ۴۹۳۵۴) (۱
′
) = (∘∕ ۴۹۳۵۴)(۶ ∘′′) = ۲۹ ∕ ۶۱۲۴

′′
≈ ۳ ∘′′ 

  تیدر نها

رادیان  ۲ ≈ ۱۱۴
∘
 ۳۵

′
 ۳ ∘′′  

۲ شماره  یبرا قیطر نیبه هم    .میکن  یعمل م  ∘

۲ ≈  رادیان  ۵  (∘ ۲۸۶
∘
 ۲۸

′
 ۴۴

′′
 

 

   .یتا چهار  رقم اعشار . دیسیبنو یاعشاردرجه ها را به   ریز ناتیدر تمر

۲۱)  ۳۷
∘
 ۴۱

′
          ۲۲)  ۱۱۵

∘
 ۲۶

′
 ۲۷

′′
 

 پاسخ 

۲۱)  ۳۷
∘
 ۴۲

′
= ۳۷

∘
+ (

۴۱

۶ ∘
)

∘

≈ ۳۷ ∕ ۶۸۳۳
∘
 

۲۲)  ۱۱۵
∘
 ۲۶

′
 ۲۷

′′
= ۱۱۵

∘
+ (

۲۶

۶ ∘
)

∘

+ (
۲۷

۳۶ ∘∘
)

∘

≈ ۱۱۵ ∕ ۴۴ ∘ ۸
∘
 

 

  .  دیسیبنو هیو ثان قهیرا به درجه ، دق  هیاندازه زاو ریز ناتیدر تمر

۲۳)  ۶۳ ∕ ۱۶۹
∘
       ۲۴)  ۳۱ ∘∕ ۶۲۱۵

∘
 

 پاسخ 

۲۳)  ۶۳ ∕ ۱۶۹
∘

= ۶۳
∘

+∘∕ ۱۶۹
∘
 

∘∕ ۱۶۹
∘
(۶ ∘)

′
= ۱ ∘′+∘∕ ۱۴

′
 

∘∕ ۱۴
′
(۶ ∘)

′′
= ۸ ∕ ۴

′′
 

 پس

۶۳ ∕ ۱۶۹
∘

= ۶۳
∘
 ۱ ∘′  ۸

′′
 

  قیطر نیبه هم

۲۴)   ۳۱ ∘∕ ۶۲۱۵
∘

= ۳۱ ∘∘  ۳۷
′
 ۱۷

′′
 

 

را در بر  یمتر یسانت  ۴  دائره به شعاع  کی یرو یمتر یسانت  ۷  کمان  کی 𝜃   یمرکز هیزاو  – ۲۵

   .دیکن دایو درجه پ انیرا به راد  هیزاو یبیتقر اندازه   .ردیگ  یم

 پاسخ 

𝜃 =
𝑠

𝑟
=

۷

۴
= ۱ ۷۵⁄  رادیان
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 یمرکز هیزاو کیمتر  که توسط    ۱۶    قطر به یا  دائره از یکمان یبیمطلوب است طول تقر – ۲۶

  ۵    در بر گرفته شده است.  ∘∘

 پاسخ 

۱۶ ÷ ۲ =   شعاع ۸

۵ ∘∘= ۵ ∘ (
𝜋

۱۸ ∘
) =

۵𝜋

۱۸
 رادیان 

𝜃 =
𝑠

𝑟
  ⇒   𝑠 = 𝑟𝜃 = ۸ (

۵𝜋

۱۸
) = ۴

۵𝜋

۹
=

۲ ∘ 𝜋 

۹
= ۶ ۹۸⁄  متر 

 

۲    یمرکز هیزاو  کیاگر  – ۲۷ در بر گرفته شده  یمتر لویک  ۳  کمان   کیتوسط  𝜃   یدرجه ا  ∘

  . دیکن دایباشد،  شعاع آن دائره را پ

 پاسخ 

۲ ∘∘= ۲ ∘ (
𝜋

۱۸ ∘
) =

𝜋

۹
 رادیان  

𝑟 =
𝑠

 𝜃
=

۳
𝜋

۹

=
۲۷

𝜋
= ۸ ۵۹⁄  کیلو متر 

مرکز  یرو که    𝐶    مرکز به   یدائره فرض کی قیاز طر نیکره زم یدو نقطه رو نیفاصله ب – ۲۸

 نیاگر قطر کره زم  شود.  یمحاسبه م نیکره زم است با شعاع یشعاع آن مساوقراردارد  و   نیزمکره 

۸   بایتقر 𝑃𝐶𝑄   . ، اگر دیکن دایرا پ  𝑄  و   𝑃  نقطه  نیباشد ، فاصله ب لیما  ∘∘∘ = ۶    باشد. ∘∘

 
 پاسخ 

𝑠 =  𝜃 𝑟 = (
𝜋

۳
) (۴ ∘∘∘) ≈  مایل  ۴۱۸۹
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مطلوب   کند.  ینوسان م  ینچیا  ۶  کمان  کیفوت در طول  ۴  به طول  یپاندول با قهیساعت عت کی – ۲۹

 دایبر حسب درجه پ هیاندازه زاو  کند.  یم  یپاندول در هر نوسان ط نیا که  یا هیزاو یبیاست اندازه تقر

   .دیکن

 پاسخ 

۴ ∗ ۱۲ =  اینچ ۴۸

𝜃 =
𝑠

𝑟
=

۶

۴۸
=

۱

۸
 رادیان 

۱

۸
(

۱۸ ∘

𝜋
) ≈ ۷ ∕ ۱۶۲

∘
 

 

 

اگر چرخ دنده   .دیکن  یدو چرخه را ملاحظه م کی  یها و چرخ دنده ریزنج ریز ریدر تصو – ۳۰

  𝐵   به شعاع  𝑟۱    به اندازه  𝜃۱  چرخش چرخ دنده  هیکند ،  مطلوب است زاو داوران  انیراد  𝐴   با

 𝑟۲  شعاع 

 
 پاسخ 

𝑠   میدار  𝐵  چرخ دنده کمان   طولکردن  یداپ یبرا = 𝑟۱𝜃۱   هر دو چرخ دنده  یها کمانچون طول و

𝑠     میپس  دار است یمساو شود ،  یم جادیا ریکه در اثر کشش زنج = 𝑟۲𝜃۲   

 لذا 

𝑟۱𝜃۱ = 𝑟۲𝜃۲ 

𝜃۲ =
𝑟۱

𝑟۲

𝜃۱ 
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  The Trigonometric Functions یتوابع مثلثات - ۲.۱

از  یگریو د با شعاع واحد  دائره  یک  یقاز طر  یکی وجود دارد.  یتوابع مثلثات   یفتعر یدو روش برا

و در  یمکن  یدائره واحد بحث م یقاز طر یبخش در مورد توابع مثلثات یندر ا .یهقائم الزو یمثلث ها یقطر

.۱  بخش    . میکن  یصحبت م هیورد مثلثات مثلث قائم الزودر م  ۴

 
 

 ستمیمبدا س یکه مرکز آن رو ۱  دائره با شعاع  کی یعنیدائره واحد باشد ،  کی  𝑈   یمکن  یفرض م

   𝐴   ریتصو مختصات است. 

𝑥۲  نمودار معادله   𝑈 پس  + 𝑦۲ =  کی  𝜃   میکن  یباشد ، فرض م  یقیعدد حق کی  𝑡   اگر  است.   ۱

0   میدار لذا  است.   انیراد  𝑡  که اندازه آن  یدر مکان متعارف باشد بطور هیزاو < 𝜃 < ۲ 𝜋  و

  𝑃(𝑡)  ییانتها ضلع   یمحل تلاق     𝜃  رهیبا دا   𝑈  .با استفاده از فرمول   است  𝑠 = 𝑟𝜃   از بخش

  ۱. ۱  

𝑟  با  = 𝑠  طول  ی، دارا ردیگ  یرا در بر م  𝜃   هیاوکه ز  𝐴𝑃  که کمان  دیکن  یملاحظه م  ۱ = 𝑡   

 یرو  𝐴𝑃  طول کمان  ایباشد و   انیبر حسب راد  𝜃   هیتواند اندازه زاو  یم  ای  𝑡    یقیلذا عدد حق  است.

   شود.  یتلق  𝑈  دائره 

𝑡  هر  یبرا > حول   𝑥  محور  است که از دوران قسمت مثبت یا هیزاو  𝜃  توان تصور کرد   یم  0

  𝑃(𝑡)  که  است یمسافت  𝑡  صورت ،  نیدر ا  خلاف جهت عقربه ساعت بوجود آمده است.  𝑂  مرکز 

𝑡  اگر   خود برسد.  ییتا به مکان نها مودهیپ  𝑈  دائره  یرو < است که  یمسافت |𝑡|  باشد ، پس   0

  𝑃(𝑡)  است. مودهیپ   

نقطه منحصر به فرد  کی  𝑡    یقیهر عدد حق یتوان برا  یچگونه م که میریگ   یم جهیاز بحث بالا نت

  𝑃(𝑡)  یرو   𝑈  نظر گرفت. در     𝑃(𝑡) به نقطه مربوط را    𝒕  دائره واحد  یرو  𝑼  مینام  یم.   

,𝑥) مختصات  𝑦)  نقطه  𝑃(𝑡) بکار برد. یتابع مثلثاتشش  فیتعر یتوان برا  یرا م   

آنها به  یو نماد ها، تانژانت ، کتانژنت  ، سکانت ، کسکانت  نوسی، کس نوسیسرتند ازعبا توابع نیا

را با نماد   𝑡   نوسیباشد ، پس س  یقیعدد حق کی 𝑡  اگر  .هستند csc, sec, cot , tan , cos , sin بیترت

 sin(𝑡)  ایو  sin 𝑡 و اندازه  ردیپذ   یم ریبه عنوان متغ را هیزاو کیاندازه  نوسیتابع س  .میده  ینشان م

   .قیطر نیهم به هم گریپنج تابع د  است.  یقیعدد حق کیخود  نیدهد که ا  یرا پس م هیآن زاو نوسیس

 

,𝑃(𝑥   ، نماد  میرا نشان ده 𝑃(𝑡)   مختصات نقطه   میخواهیکه م یهنگام 𝑦) میبر  یبکار م.   
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که    یطول کمان ایو  است انیبر حسب راد  𝜃   هیاندازه زاو  𝑡   میفراموش نشود که در صفحه قبل گفت

   .ردیگ یدر بر م 𝜃    هیزاو

   با دائره واحد است.  𝜃   هیزاو  ییضلع انتها ینقطه تلاق 𝑃(𝑡)   میگفت نیهمچن

 

 

 واحد  یرهدا یکبر حسب  یتوابع مثلثات

Trigonometric Functions in Terms of a Unit Circle  

,𝑃(𝑥  باشد و   یقیعدد حق کی  𝑡  اگر  𝑦) رهیدا ینقطه  رو   𝑈   در رابطه با  𝑡  ، پس  باشد 

sin 𝑡 = 𝑦            csc 𝑡 =
۱

𝑦
, (𝑦 ≠ 0) 

cos 𝑡 = 𝑥          sec 𝑡 =
۱

𝑥
, (𝑥 ≠ 0) 

tan 𝑡 =
𝑦

𝑥
, (𝑥 ≠ 0)    cot 𝑡 =

𝑥

𝑦
, (𝑦 ≠ 0)     

 

دهند ، توابع   یدائره واحد نشان م ینقطه رو یکبر حسب مختصات   یریبالا مقاد یهافرمول    چون

 شوند.    یم یدهنام Circular Functions  یتوابع دورانبه عنوان   یرا گاه یمثلثات

 

sin  یرز است.   یقیاعداد حق یهکل ینوسو کس ینوسسدامنه  𝑡 = 𝑦   و cos 𝑡 = 𝑥  اعداد  هیکل یبرا

   وجود دارند.  یقیحق

 

𝑥  در مخرج کسر است ، پس   𝑥  توابع تانژانت و سکانت ،  فیدر تعر ≠  یریمقاد یعنی  باشد. دیبا  0

,0)  که به ما نقاط   𝑡  از  ,0)  و   (۱ پس دامنه   .میحذف کن دیدهد را با  یم  𝑦  محور  یرو  (۱−

   است بجز   یقیاعداد حق هیتانژانت و سکانت کل
𝜋

۲
+ 𝑛 𝜋 دیبا گریبه عبارت د ای  

±
𝜋

۲
, ±

۳𝜋

۲
,
۵𝜋

۲
،⋯ 

  . میریرا در نظر نگ

 

,۱)  نقاط  دیشود ، با  یدر مخرج کسر ظاهر م  𝑦  کتانژانت  و کسکانت چون  یبرا و   (0

  (−۱,  هستند بجز   یقیاعداد حق هیپس دامنه کتانژانت و کسکانت شامل کل  .میریرا در نظر نگ  (0

0,±𝜋, ±۲ 𝜋, ±۳ 𝜋،⋯ 

  . میاز دامنه حذف کن دیرا با 𝑛 𝜋    یبطور کل ایو 
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,𝑃(𝑥   که  دیتوجه دار 𝑦)  واحد  رهید ینقطه رو کی  𝑈  .و لذا   است  |𝑥| ≤ |𝑦|  و   ۱ ≤ ۱   

  یعنی نیا  است.

|sin 𝑡| ≤ ۱ ,    |cos 𝑡| ≤ ۱,       |csc 𝑡| ≥ ۱ ,        |ces 𝑡| ≥ ۱ 

   در دامنه تابع مربوطه.  𝑡  هر مقدار از  یاست ، برا

 

 را در  یتوابع مثلثات ریمقاد – ۱مثال 

𝑎)  𝑡 = 0          𝑏)  𝑡 =
𝜋

۴
           𝑐)  𝑡 =

𝜋

۲
 

   .دیرا پدا کن

 پاسخ 

,𝑃(𝑥  نقاط  𝑦)  شده  داده ریمقاد یبرا  𝑡  ریتصاو در واحد دائره یرو   𝐵, 𝐶, 𝐷  ند. ا  شده  مشخص   

 
(𝑎) 

𝑡  اگر  = ,۱)  مختصات  یدارا  𝑃  باشد ، نقطه   0 𝑥  پس   است.  (0 = 𝑦  است و   ۱ =    است.  0

 لذا 

sin 0 = 0 , cos 0 = ۱ ,       tan 0 =
0

۱
= 0 ,    sec 0 =

۱

۱
    

cot که  دیکن  یملاحظه م csc و   0 𝑦     چونهستند.  ینشدن فیتعر  0 =   یخرج کسر ظاهر مدر م 0

 شود. 

 

(𝑏) 

𝑡  اگر  =
𝜋

۴
   هیباشد ، پس زاو  

𝜋

۴
ربع    نشان داده شده است  𝐶   ریکه  در تصو درجه  ۴۵   ایو  انیراد  

,𝑥) شکل   به مختصات  𝑃  لذا نقطه   .کند   یاول را نصف م 𝑥)  .چون   دارد  𝑃(𝑥, 𝑥) دائره  یهم رو

  𝑥۲ + 𝑦۲ =   میپس دار دارد ، قرار  ۱

𝑥۲ + 𝑥۲ = ۲𝑥۲     یا   ۱ = ۱ 

  میکن  یحل م  𝑥   یمعادله بدست آمده را برا
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𝑥 =
۱

√۲

=
√۲

۲
 

)  نقطه   𝑃 پس 
√۲

۲
,
√۲

۲
𝑥  پس  است.   ( =

√۲

۲
𝑦  و    =

√۲

۲
  میلذا  دار  

sin
𝜋

۴
=
√۲

۲
            csc

𝜋

۴
=

۲

√۲

= √۲ 

cos
𝜋

۴
=
√۲

۲
          sec

𝜋

۴
=

۲

√۲

= √۲ 

tan
𝜋

۴
=

√۲

۲

√۲

۲

= ۱      cot
𝜋

۴
=

√۲

۲

√۲

۲

= ۱ 

(𝑐) 

𝑡  اگر  =
𝜋

۲
 دیکن  یملاحظه م  𝐷  ریهمان طور که در تصو  دارد.  (0,۱) مختصات   𝑃  باشد ،، پس   

   𝑥 = 𝑦  و  0 =   میپس دار  است.  ۱

sin
𝜋

۲
= ۱      cos

𝜋

۲
= 0   csc

𝜋

۲
=

۱

۱
= ۱      cot

𝜋

۲
=
0

۱
= 0 

   هستند.  ینشدن فیسکانت تعر    تانژانت  و  توابع
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 آن مقدار یتابع برا یعنی   _____    خط   است.  ۱ بدست آمده از مثال  جیخلاصه نتا ریجدول ز

  𝑡  نشده است. فیتعر   

csc 𝑡 sec 𝑡 cot 𝑡 tan 𝑡 cos 𝑡 sin 𝑡 𝑡 

____ ۱ _____ 0 ۱ 0 0 

√۲ √۲ 
۱ ۱ 

√۲

۲
 

√۲

۲
 

𝜋

۴
 

۱ ____ 0 ____ 0 ۱ 
𝜋

۲
 

 

 را در یتوابع مثلثات ریمقاد – ۲مثال 

𝑎)  𝑡 =
۳𝜋

۴
             𝑏)  𝑡 = 𝜋 

   .دینک دایرا پ

 پاسخ 

(𝑎) 

𝑡  در رابطه با   𝑃  مختصات نقطه  =
۳𝜋

۴
)   نقطه  نهیقر قیتوان از طر  یرا م  

√۲

۲
,
√۲

۲
که در مثال   (

𝑡   یبرا  ۱   =
𝜋

۴
𝑃   جهیکه در نت   ، بدست آورد. میکرد دایپ   (−

√۲

۲
,
√۲

۲
 ریتصو  دهد.  یما م را به (

  𝐸  

 

𝑥  پس  = −
√۲

۲
𝑦      و   =

√۲

۲
   .دیکن  یملاحظه م ریمربوطه در جدول ز یتوابع مثلثات ریمقاد  
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csc 𝑡 sec 𝑡 cot 𝑡 tan 𝑡 cos 𝑡 sin 𝑡 𝑡 

√۲ −√۲ 
−۱ −۱ 

−
√۲

۲
 

√۲

۲
 

۳𝜋

۴
 

 

(𝑏) 

𝑡  اگر  = 𝜋  باشد نقطه 𝑃(−۱,    𝐹   ریتصو  .میآور  یرا بدست م  (0

 

𝑥 پس  = 𝑦 و   ۱− =  .دیکن  یملاحظه م ریمربوطه در جدول ز یتوابع مثلثات ریمقاد  است.  0

csc 𝑡 sec 𝑡 cot 𝑡 tan 𝑡 cos 𝑡 sin 𝑡 𝑡 

____ −۱ ____ 0 −۱ 0 𝜋 

  

𝑃(𝑡)  مثلا اگر    .ستیمشکل ن یتوابع مثلثات یکردن علامت ها  مشخص = 𝑃(𝑥, 𝑦)  باشد ر ربع دوم د

sin پس   مثبت است.  𝑦  است و   یمنف  𝑥  صورت  نیدر ا 𝑡 = 𝑦   و csc 𝑡 =
۱

𝑦
 هیمثبت هستند و بق  

   دهد.  یدر چهار ربع نشان م یعلامت توابع مثلثات ریجدول ز  . یمنف

  Signs of the Trigonometric Functions یعلامت توابع مثلثات

 Quadrant مثبت  تابع   یتابع منف

  𝑃(۱)  شامل 

 I تمام  کدام  چیه

cos 𝑡, sec 𝑡, tan 𝑡, cot 𝑡 sin 𝑡 , csc 𝑡 II 

sin 𝑡, csc 𝑡, cos 𝑡, sec 𝑡 tan 𝑡, cot 𝑡 III 

sin 𝑡, csc 𝑡, tan 𝑡 , cot 𝑡 cos 𝑡, sec 𝑡 IV 

 

sin اگر  – ۳مثال  𝑡 < cos و   0 𝑡 >    .دیکن دایاست پ در آن واقع 𝑃(𝑡)   که  یصفحه ا باشد ،   0

 پاسخ 

sin   که میکن  یبا توجه به جدول بالا مشاهده م 𝑡 <  باشد. 𝑄𝐼𝑉   ای 𝑄𝐼𝐼𝐼  در  𝑃(𝑡)      است ، اگر   0
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cos و  𝑡 > بر قرار  شرط هر دو نکهیا یپس برا  باشد.  𝑄𝐼𝑉  در  ایو   𝑄𝐼  در  𝑃(𝑡)    اگر   است  0

   باشد. 𝑄𝐼𝑉   در  دیبا 𝑃(𝑡)  باشد ، 

 

 نیبه هم  مثلثات است. یهااتحاد  نیمهم تر دیترد  ی،  ب میآور  یم ریکه در چهار گوشه ز یچند فرمول

  Fundamental Identities  یاساس یهااتحاد  ندیگو یخاطر به آن م

  نامند.   یم یمثلثات یحاد هارا هم ات یمثلثات یها یهمان

cis)  شامل توان دوم هستند ، مانند اتحاد ها   نیاز ا یسه تا 𝑡)
۲
cos)  و    𝑡)۲   

cos)  مانند   ییها باشد ، توان  ۱− بجز  حیعدد صح کی  𝑛  اگر   یبطور کل 𝑡)𝑛   به شکل  cos𝑛 𝑡   

sin−1   ینماد ها  شوند.  ینوشته م 𝑡   و cos−1 𝑡 شوند   یم در نظر گرفته یمعکوس توابع مثلثات یبرا

  نیبنا بر ا  .میکن  یدر مورد آنها صحبت م یبعد یکه در فصل ها

cos۲ 𝑡 = (cos 𝑡)۲ = (cos 𝑡)(cos 𝑡) 

tan۳ 𝑡 = (tan 𝑡)۳ = (tan 𝑡)(tan 𝑡)(tan 𝑡) 

 

  The Fundamental Identities   یاساس یها  اتحاد

csc 𝑡 =
۱

sin 𝑡
           tan 𝑡 =

sin 𝑡

cos 𝑡
             sin۲ 𝑡 + cos۲ 𝑡 = ۱ 

sec 𝑡 =
۱

cos 𝑡
          cot 𝑡 =

cos 𝑡

sin 𝑡
              ۱+ tan۲ 𝑡 = sec۲ 𝑡 

cot 𝑡 =
۱

tan 𝑡
                                     ۱+ cot۲ 𝑡 = csc۲ 𝑡 

 

 

 اثبات 

 پس   .دیآ  یبدست م یتوابع مثلثات  فیتعاراثبات از 

scs 𝑡 =
۱

𝑦
=

۱

sin 𝑡
  ,      sec 𝑡 =

۱

𝑥
=

۱

cos 𝑡
  ,   cot 𝑡 =

𝑥

𝑦
=

۱
𝑦
𝑥

=
۱

tan 𝑡
،   

tan 𝑡 =
𝑦

𝑥
=
sin 𝑡

cos 𝑡
  ,   cot 𝑡 =

𝑥

𝑦
=
cos 𝑡

sin 𝑡
  

   کسر ها صفر نباشند. یاز مخرج ها کی چیکه ه  یدر صورت

,𝑥)  اگر  𝑦)  واحد  رهیدا ینقطه رو کی  𝑈   باشد ، پس 

𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱ 

𝑦  چون  = sin 𝑡   و  𝑥 = cos 𝑡   است ، پس 
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(sin 𝑡)۲ + (cos 𝑡)۱ = ۱ 

sin۲ 𝑡 + cos۲ 𝑡 = ۱ 

cos اگر  𝑡 ≠ cos۲  معادله بر  نیباشد ، پس اگر هر دو طرف آخر  0 𝑡  می، دار میکن میتقس  

sin۲ 𝑡

cos۲ 𝑡
+ ۱ =

۱

cos۲ 𝑡
 

(
sin 𝑡

cos 𝑡
)

۲

+ ۱ = (
۱

cos 𝑡
)

۲

 

 چون 

tan 𝑡 =
sin 𝑡

cos 𝑡
sec   و   𝑡 =

۱

cos 𝑡
 

 است ، پس 

tan۲ 𝑡 + ۱ = sec۲ 𝑡 

  . دید میبخش خواه نیهم ناتیفرمول را در تمر نیاثبات آخر

sin۲  فرمول  𝑡 + cos۲ 𝑡 = sin نوشتن  یتوان برا  یرا م  ۱ 𝑡   بر حسب cos 𝑡   و بر عکس بکار

   برد.

sin۲ 𝑡 = ۱− cos۲ 𝑡 

sin 𝑡 = ±√۱− cos۲ 𝑡 

cis   اگر  𝑡 > sin  و اگر  میبر  یرا بکار م + باشد ، نماد   0 𝑡 <    .میبر  یبکار م − باشد ، نماد   0

  میدار قیطر نیهم به

cos 𝑡 = ±√۱− sin۲ 𝑡 

cos  اگر  𝑡 > cos   و اگر  + باشد ، نماد   0 𝑡 <    .میبر  یبکار م  −    ادباشد  ، نم  0

 

sin  اگر  – ۴مثال  𝑡 =
۳

۵
tan و    𝑡 < توابع  هیبق ری، مقاد  یاساس  یباشد ، با استفاده از اتحاد ها  0

  .دیکن دایرا پ یمثلثات

 پاسخ 

sin چون  𝑡 =
۳

۵
> tan و    0 𝑡 <  قراردارد چون  𝑄𝐼𝐼  در   𝑡  در رابطه با   𝑃  پس نقطه  0

 cos 𝑡  است پس   یمنف 
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cos 𝑡 = −√۱− sin۲ 𝑡 = −√۱− (
۳

۵
)

۲

= −√
۱۶

۲۵
= −

۴

۵
 

tan 𝑡 =
sin 𝑡

cos 𝑡
=

۳

۵

−
۴

۵

= −
۳

۴
 

csc 𝑡 =
۱

sin 𝑡
=

۱

۳

۵

=
۵

۳
 

sec 𝑡 =
۱

cos 𝑡
= −

۵

۴
 

cot 𝑡 =
۱

tan 𝑡
= −

۴

۳
 

 

  نوشت.  یمثلثات گریاز توابع د کیتوان بر حسب هر   یرا م یمثلثاتهر کدام از توابع 

 

tan  - ۵مثال  𝒕  را بر حسب  cos 𝒕  0  ، اگر  دیسیبنو < 𝑡 <
𝜋

۲
  باشد.    

 پاسخ 

 که  میدان  یم

tan 𝑡 =
sin 𝑡

cos 𝑡
 

sin۲ 𝑡 = ۱− cos۲ 𝑡     ,0 < 𝑡 <
𝜋

۲
 

 پس 

sin 𝑡 = √۱− cos۲ 𝑡 

 لذا 

tan 𝑡 =
sin 𝑡

cos 𝑡
=
√۱− cos۲ 𝑡

cos 𝑡
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  ۲.۱ ناتیتمر

  ریز ناتیدر تمر

  . دیکن دایدائره واحد پ یرا رو  𝑡 داده شده   یقیمختصات نقطه مربوط به عدد حق –الف 

   .دیکن دایرا پ  𝑡  در  یتوابع مثلثات ریمقاد –ب 

۱)   ۲ 𝜋 

۲)   
۳𝜋

۲
 

۳)   − 𝜋 

۴)   − ۷  𝜋 

۵)   ۹۸ 𝜋 

۶)   −
۹𝜋

۲
 

۷)   
۵𝜋

۴
 

۸)   −
۱۳𝜋

۴
 

۹)   −
۹𝜋

۴
 

۱ ∘)  
۱۱𝜋

۴
 

 

−۱۱   ناتیمختصات داده شده در تمر یدارا  𝑃(𝑡)  اگر   باشد ، مطلوب است   ۱۳

𝑃(𝑡   -الف  + 𝜋)  

𝑃(𝑡   -ب  − 𝜋)   

   𝑃(−𝑡)   -ج 

𝑃(−𝑡   -د  − 𝜋)   

۱۱)  (
۳

۵
,
۴

۵
) 

۱۲)  (−
۸

۱۷
,
۱۵

۱۷
)   

۱۳)  (−۱, 0)         
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   .دیکن دایداده شده ، پ طیدر آن قرار دارد ، با توجه به شرا  𝑃(𝑡)  که  یربع صفحه ا ریز ناتیدر تمر

۱۴) cos 𝑡 > sin  و  0 𝑡 < 0 

۱۵) sin 𝑡 < cot  و  0 𝑡 > 0 

۱۶) csc 𝑡 > sec و  0 𝑡 < 0 

۱۷) sec 𝑡 < tan و  0 𝑡 > 0 

۱۸) cos 𝑡 > tan و 0 𝑡 > 0 

 

داده  طیشرا یرا برا یشش تابع مثلثات ریمثلثات ، مقاد  یاساس  یبا استفاده از اتحاد ها ریز ناتیدر تمر

   .دیکن  دایشده پ

۱۹) tan 𝑡 = −
۳

۴
sin  و    𝑡 > 0 

۲ ∘)  sin  𝑡 = −
۵

۱۳
sec  𝑡   و  > 0 

۲۱) cos 𝑡 = −
۱

۳
sin    و    𝑡 < 0 

۲۲) sec 𝑡 = csc   و   ۴− 𝑡 > 0 

 

 

  . دیسیعبارت را برد حسب عبارت دوم بنو نی، اول ریز ناتیدر تمر

۲۳) cot 𝑡, sin 𝑡 

۲۴) sec 𝑡, sin 𝑡 

۲۵) tan 𝑡, sec 𝑡 

 

  . دیرا ثابت کن ریزاتحاد   یدرست

۲۶)  ۱+ cot۲ 𝑡 = csc۲ 𝑡 

 

۷ که  یشود بطور  یم دایپ  یقیعدد حق کی ایآ -۲۷ sin 𝑡 =    .دیده حی؟ توضباشد   ۹

𝑓(𝑡)   اگر  – ۲۸ = soc 𝑡  و  𝑔(𝑡) =
𝑡

۴
 𝑔(𝑓(𝜋))  و  𝑓(𝑔(𝜋))  باشد ، مطلوب است   

cos)  نباشد ، پس   𝑦  محور  یرو 𝑃(𝑡)  اگر  دینشان ده – ۲۹ 𝑡)(sec 𝑡) =    است.  ۱

 

𝑡  مربوط به   𝑈  دائره واحد  یرو 𝑃(𝑡) نقطه   𝑛   حیهر عدد صح یبرا دیان دهنش – ۳۰ = 𝑛 𝜋 ای 

  (−۱, ,۱)   ایاست و   (0 sin و لذا  (0 𝑛 𝜋 = cos و   0 𝑛 𝜋 = (−۱)
𝑛
   است. 
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 ۲.۱ ناتیپاسخ تمر

  ریز ناتیدر تمر

  . دیکن دایدائره واحد پ یرو را  𝑡 داده شده   یقیمختصات نقطه مربوط به عدد حق –الف 

   .دیکن دایرا پ  𝑡  در  یتوابع مثلثات ریمقاد –ب 

   ینشدن فیتعر یعنی  −  نماد  : حیتوض

۱)   ۲ 𝜋 

𝑃(𝑡) = (۱, 0) 

cis 𝑡 = 0, cos 𝑡 = ۱, tan 𝑡 = 0, csc 𝑡 = −, sec 𝑡 = ۱, cot 𝑡 = − 

۲)   
۳𝜋

۲
 

𝑃(𝑡) = (0,−۱) 

sin 𝑡 = −۱, cos 𝑡 = 0, tan 𝑡 = −, csc 𝑡 = −۱, sec 𝑡 = −, cot 𝑡 = 0   

۳)   − 𝜋 

𝑃(𝑡) = (−۱, 0) 

sin 𝑡 = 0, cos 𝑡 = −۱, tan 𝑡 = 0, csc 𝑡 = −, sec 𝑡 = −۱, cot 𝑡 = − 

۴)   − ۷  𝜋 

𝑃(𝑡) = (−۱, 0) 

sin 𝑡 = 0, cos 𝑡 = −۱, tan 𝑡 = 0, csc 𝑡 = −, sec−۱, cot 𝑡 = − 

۵)   ۹۸ 𝜋 

𝑃(𝑡) = (۱, 0) 

sin 𝑡 = 0, cos 𝑡 = ۱, tan 𝑡 = 0, csc 𝑡 = −, sec 𝑡 = ۱, cot 𝑡 = − 

۶)   −
۹𝜋

۲
 

𝑃(𝑡) = (0,−۱) 

sin 𝑡 = −۱, cos 𝑡 = 0, tan 𝑡 = −, csc 𝑡 = −۱, sec 𝑡 = −, cot 𝑡 = 0 
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۷)   
۵𝜋

۴
 

𝑃(𝑡) =

(

 −
√۲

۲
, −
√۲

۲

)

  

cin 𝑡 = −
√۲

۲
, cos 𝑡 = −

√۲

۲
, tan 𝑡 = ۱, csc 𝑡 = −√۲, sec 𝑡 = −√۲ , cot 𝑡 = ۱ 

۸)   −
۱۳𝜋

۴
 

𝑃(𝑡) =

(

 −
√۲

۲
,
√۲

۲

)

  

sin 𝑡 =
√۲

۲
, cos 𝑡 = −

√۲

۲
, tan 𝑡 = −۱, csc 𝑡 = √۲, sec 𝑡 = −√۲, cot 𝑡 = −۱ 

۹)   −
۹𝜋

۴
 

𝑃(𝑡) =

(

 
√۲

۲
, −
√۲

۲

)

  

cis 𝑡 = −
√۲

۲
, cos 𝑡 =

√۲

۲
, tan 𝑡 = −۱, csc 𝑡 = −√۲ , sec 𝑡 = √۲ , cot 𝑡 = −۱ 
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۱ ∘)  
۱۱𝜋

۴
 

𝑃(𝑡) =

(

 −
√۲

۲
,
√۲

۲

)

  

cis 𝑡 =
√۲

۲
, cos 𝑡 = −

√۲

۲
, tan 𝑡 = −۱, 𝑐𝑠𝑐𝑡 = √۲, sec 𝑡 = −√۲ , cot 𝑡 = −۱ 

 

−۱۱   ناتیمختصات داده شده در تمر یدارا  𝑃(𝑡)  اگر   باشد ، مطلوب است   ۱۳

𝑃(𝑡   -الف  + 𝜋)  

𝑃(𝑡   -ب  − 𝜋)   

   𝑃(−𝑡)   -ج 

𝑃(−𝑡   -د  − 𝜋)   

۱۱)  (
۳

۵
,
۴

۵
) 

)  اگر  نقطه  . دیتوجه کن ریز ریبه تصو ییراهنما  یبرا - الف
۳

۵
,

۴

۵
، به  میدوران ده  𝜋  به اندازه  (

  (−
۳

۵
, −

۴

۵
درک  یاما برا دائره واحد است ، کی ریورتصیز ریکه تصو دیتوجه داشته باش  .میرس  یم  (

 عمل کرد. قیطر نیتوان به هم  یهم م گرید نیدو تمر یبرا  .میکرده ا میشعاع را به پنج قسمت تقس  شتریب

  

 
 

−)   ب 
۳

۵
, −

۴

۵
)   

)  ج 
۳

۵
, −

۴

۵
)  
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−)  د 
۳

۵
,

۴

۵
)  

 

۱۲)  (−
۸

۱۷
,
۱۵

۱۷
) 

)  الف 
۸

۱۷
, −

۱۵

۱۷
)  

)  ب 
۸

۱۷
, −

۱۵

۱۷
)  

−)  ج 
۸

۱۷
, −

۱۵

۱۷
) 

)  د 
۸

۱۷
,

۱۵

۱۷
) 

 

۱۳)  (−۱, 0)      

,۱)  الف     0)   

,۱) ب  0)   

,۱−)  ج  0)   

,۱)  د  0)  

 

   .دیکن دایداده شده ، پ طیدر آن قرار دارد ، با توجه به شرا  𝑃(𝑡)  که  یربع صفحه ا ریز ناتیدر تمر

۱۴) cos 𝑡 > sin  و  0 𝑡 < 0 

𝑄𝐼𝑉 

۱۵) sin 𝑡 < cot  و  0 𝑡 > 0 

𝑄𝐼𝐼𝐼 

۱۶) csc 𝑡 > sec و  0 𝑡 < 0 

𝑄𝐼𝐼 

۱۷) sec 𝑡 < tan و  0 𝑡 > 0 

𝑄𝐼𝐼𝐼 

۱۸) cos 𝑡 > tan و 0 𝑡 > 0 

𝑄𝐼 
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اده د طیشرا یرا برا یشش تابع مثلثات ریمثلثات ، مقاد  یاساس  یبا استفاده از اتحاد ها ریز ناتیدر تمر

   .دیکن  دایشده پ

۱۹) tan 𝑡 = −
۳

۴
sin  و    𝑡 > 0 

۱+ tan۲ 𝑡 = sec۲ 𝑡 

۱+ (−
۳

۴
)

۲

= sec۲ 𝑡 

۱+
۹

۱۶
= sec۲ 𝑡 

sec۲ 𝑡 =
۲۵

۱۶
 

sec 𝑡 = ±
۵

۴
 

tan  میچون دار 𝑡 = −
۳

۴
< sin و   0 𝑡 > cos  دیپس با  0 𝑡 < sec باشد و لذا   0 𝑡 = −

۵

۴
 است.  

  جهیدر نت 

sin 𝑡 =
۳

۵
, cos 𝑡 = −

۴

۵
, tan 𝑡 = −

۳

۴
, csc 𝑡 =

۵

۳
, sec 𝑡 = −

۵

۴
, cot 𝑡 = −

۴

۳
 

 

۲ ∘)  sin  𝑡 = −
۵

۱۳
sec  𝑡   و  > 0 

cos از فرمول  𝑡 = √۱− sin۲ 𝑡  دیاستفاده کن . 

sin 𝑡 = −
۵

۱۳
, cos 𝑡 =

۱۲

۱۳
, tan 𝑡 = −

۵

۱۲
, csc 𝑡 = −

۱۳

۵
, sec 𝑡 =

۱۳

۱۲
, cot 𝑡 = −

۱۲

۵
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۲۱) cos 𝑡 = −
۱

۳
sin    و    𝑡 < 0 

sin از فرمول  𝑡 = −√۱− cos۲ 𝑡  دیاستفاده کن .  

sin 𝑡 = −
۲√۲

۳
, cos 𝑡 = −

۱

۳
, tan 𝑡 = ۲√۲, csc 𝑡 = −

۳√۲

۴
, sec 𝑡 = −۳, cot 𝑡 =

√۲

۴
 

 

۲۲) sec 𝑡 = csc   و   ۴− 𝑡 > 0 

+۱  ابتدا از فرمول  tan۲ 𝑡 = sec۲ 𝑡   تا  دیاستفاده کن tan 𝑡  سپس با معکوس کردن   .دیبدست آ

   .دیرا بدست آور نوسیتانژانت ، س قیاز طر تیو در نها دیرا بدست آور نوسیسکانت ، کس

sin 𝑡 =
√۱۵

۴
, cos 𝑡 = −

۱

۴
, tan 𝑡 = −√۱۵ , csc 𝑡 =

۴√۱۵

۱۵
, sec 𝑡 = −۴, cot 𝑡 = −

√۱۵

۱۵
 

 

  . دیسیعبارت را برد حسب عبارت دوم بنو نی، اول ریز ناتیدر تمر

۲۳) cot 𝑡, sin 𝑡 

cot 𝑡 =
cos 𝑡

sin 𝑡
=
√۱− sin۲ 𝑡

sin 𝑡
 

 

۲۴) sec 𝑡, sin 𝑡 

sec 𝑡 =
۱

cos 𝑡
=

۱

√۱− sin۲ 𝑡

 

 

۲۵) tan 𝑡, sec 𝑡 

۱+ tan۲ 𝑡 = sec۲ 𝑡 

tan 𝑡 = √sec۲ 𝑡 − ۱ 
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  . دیرا ثابت کن ریزاتحاد    یدرست

۲۶)  ۱+ cot۲ 𝑡 = csc۲ 𝑡 

۱+ cot۲ 𝑡 = ۱+
۱

tan۲ 𝑡
= ۱+

۱

sin۲ 𝑡

cos۲ 𝑡

= ۱+
cos۲ 𝑡

sin۲ 𝑡
=
sin۲ 𝑡 + cos۲ 𝑡

sin۲ 𝑡
 

=
۱

sin۲ 𝑡
= csc۲ 𝑡 

 

۷ که  یشود بطور  یم دایپ  یقیعدد حق کی ایآ -۲۷ sin 𝑡 =    .دیده حی؟ توضباشد   ۹

 پاسخ 

cis|   رای، ز ریخ 𝑡| ≤    است.   ۱

 

𝑓(𝑡)   اگر  – ۲۸ = soc 𝑡  و  𝑔(𝑡) =
𝑡

۴
 𝑔(𝑓(𝜋))  و  𝑓(𝑔(𝜋))  د ، مطلوب است باش  

𝑓(𝑔(𝜋)) = 𝑓 (
𝜋

۴
) = cos (

𝜋

۴
) =

√۲

۲
 

𝑔(𝑓(𝜋)) = 𝑔(cos𝜋) = 𝑔(−۱) = −
۱

۴
 

 

cos)  نباشد ، پس   𝑦  محور  یرو 𝑃(𝑡)  اگر  دینشان ده – ۲۹ 𝑡)(sec 𝑡) =    است.  ۱

(cos 𝑡)(sec 𝑡) = cos 𝑡 (
۱

cos 𝑡
) = ۱ 

 

𝑡  مربوط به   𝑈  دائره واحد  یرو 𝑃(𝑡) نقطه   𝑛   حیهر عدد صح یبرا دینشان ده – ۳۰ = 𝑛 𝜋 ای 

  (−۱, ,۱)   ایاست و   (0 sin و لذا  (0 𝑛 𝜋 = cos و   0 𝑛 𝜋 = (−۱)
𝑛
   است. 

 پاسخ 

𝑃(𝑛 𝜋)  زوج باشد ، پس   𝑛 اگر  = (۱, 𝑃(𝑛 𝜋)   فرد باشد ، پس   𝑛  واگر   (0 = (−۱,  است. (0
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  Variation of the Trigonometric Functions یتوابع مثلثات ییرتغ – ۳.۱

  . دیریدر نظر بگ 𝐴   ریدر تصو  𝑈  دائره واحد 

 
   باشد.  𝐴𝑃  طول کمان  ایباشد و  انیبر حسب راد  𝜃    هیتواند اندازه زاو  یم  𝑡    یقیعدد حق یردر تصو

,𝑃(𝑥  کند ، پس نقطه  دایپ شیافزا 𝜋 ۲  از صفر به   𝑡  اگر  𝑦)   مربوط به  𝑡   دائره  𝑈   مرتبه  کیرا

 . دیمایپ  یخلاف حرکت عقربه ساعت  م

nis  چون  𝑡 = 𝑦  را با تمرکز بر مختصات  نوسیمربوط به تابع س ریمقاد میتوان  یاست ، پس م

  𝑦   نقطه  𝑃  چون  قیطر نیبه هم . میمورد مطالعه قرار ده ، cos 𝑡 = 𝑥  تابع  ریاست ، پس مقاد

 نشان ریجدول ز  مورد مطالعه قرار داد. 𝑃   نقطه   𝑥  گرفتن مختصات  نظر  در توان با  یرا م نوسیکس

sin   چگونه دهد  یم 𝑡   و cos 𝑡  که یهنگام کند ،  یم رییتغ    𝑡  ۲  صفر به  از 𝜋  کند.  یم رییتغ 

   

cos 𝑡 = 𝑥 sin 𝑡 = 𝑦 𝑃(𝑥, 𝑦) 𝑡 

۱ → 0 0 → ۱ (۱, 0) → (0, ۱) 0 →
𝜋

۲
 

0 → −۱ ۱ → 0 (0, ۱) → (−۱, 0) 
𝜋

۲
→ 𝜋 

−۱ → 0 0 → −۱ (−۱, 0) → (0, −۱) 
𝜋 →

۳𝜋

۲
 

0 → ۱ −۱ → 0 (0, −۱) → (۱, 0) ۳𝜋

۲
→ ۲ 𝜋 

 

0  نماد  →
𝜋

۲
  صفر به  از  𝑡   یعنی  

𝜋

۲
,۱)  و نماد   کند.  یم دایپ شیافزا   0) → (0,  راتییتغ (۱

   𝑃(𝑥, 𝑦)  دائره  یرا رو   𝑈  که یهنگام دیکن  یملاحظه م  دهد.  ینشان م   𝑡   صفر به   از  
𝜋

۲
   

nis ،  ابدی  یم شیافزا 𝑡  0  را با نماد  نیو ا  کند.  یم دایپ شیافزا  ۱  از صفر به →    .میده  ینشان م ۱

nis  به علاوه  𝑡  که  یهنگام  .ردیگ  یرا در بر م کیصفر و  نیب  ریمقاد تمام  𝑡   از  
𝜋

۲
  𝜋  به   
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sin کند ،   یم دایپ شیافزا 𝑡   قیطر نیاطلاعات جادول به هم هیبق  .ابدی  یصفر نقصان م  به کیاز 

0    یبرا نوسیو کس نوسیس ریمقادچند  ریجدول ز  شود.  یم ریتفس ≤ 𝑡 ≤ ۲ 𝜋 دهد.  یرا نشان م   

۲ 𝜋 ۷𝜋

۴
 

۳𝜋

۲
 

۵𝜋

۴
 

𝜋 ۳𝜋

۴
 

𝜋

۲
 

𝜋

۴
 0 𝑡 

0 

−
√۲

۲
 

−۱ 

−
√۲

۲
 

0 
√۲

۲
 

۱ 
√۲

۲
 

0 sin 𝑡 

۱ 
√۲

۲
 

0 

−
√۲

۲
 

−۱ 

−
√۲

۲
 

0 
√۲

۲
 

۱ cos 𝑡 

 

,𝑃(𝑥  کند ،   یم دایپ شیافزا 𝜋 ۴  به  𝜋 ۲  از   𝑡  که  یهنگام 𝑦)  واحد  دائره گریمرتبه د کی  𝑈   

sin  کند و   یم یرا ط 𝑡   و cos 𝑡  یعنی کنند ،  یم تکرار را ریمقاد همان  

sin(𝑡 + ۲ 𝜋) = sin 𝑡  و    cos(𝑡 + ۲ 𝜋) = cos 𝑡 

  Periodic Functions یتناوبتوابع  ، نوسیکس و نوسیس مییگو  یم ، رییتکرار تغ  نیبخاطرا

   .میرا دار ریز فیتعر  یبطور کل .هستند 

 

 که  یداشته باشد بطور وجود     𝑘  مثبت  یقیعدد حق کیاگر است  Periodic   یتناوب  𝑓  تابع 

𝑓(𝑡 + 𝑘) = 𝑓(𝑡) 

  𝑓  ها در دامنه   𝑡  تمام  یباشد ، برا

 نامند  یم Period     تناوبدوره  را  𝑘  مثبت   یقیعدد حق نیمقدار ا نیکمتر

 

   شینما  𝐶   ریتصو و نوسیس تابع شینما  𝐵   ریتصو   .است .   𝜋 ۲  نوسیو کس نوسیدوره تناوب س

   است. نوسیکس  تابع
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,𝑡)  اشکال  بالا چند نقطه به  ریتصاو در nis 𝑡)  و  (𝑡, cos 𝑡)   دوره تناوب  چون  است.مشخص شده

   شود.  یتکرار م یدر طول محور افق واحد  𝜋 ۲  است ، پس نمودار آنها هر   𝜋 ۲  توابع  نیا

 

دوره تناوب  یهستند ، اما تانژانت و کتانژانت دارا 𝜋 ۲  دوره تناوب  یداراتوابع سکانت و کسکانت هم 

   𝜋 .۱  نمودار آنها را در بخش   هستند.    .دید میخواه  ۶

 

,۱−]  در بازه   یقیاعداد حق هیکل نوسیو کس نوسیبرد توابع س csc  چون   است.  [۱ 𝑡 =
۱

sin 𝑡 
و  

 sec 𝑡 =
۱

cos 𝑡
که قدر مطلق آنها  یبطور است  یقیحق اعداد هیشامل کل تابع دو  نیا برد پس است ،  

   باشد. کیاز  بزرگ تر ای یمساو

 

.۱  نمودار آنها را هم در بخش   است.  یقیاعداد حق هیبرد توابع تانژانت و کتانژانت شامل کل  میخواه  ۶

   .دید

 

   .میآور  یرا بدست م  𝑡−  یبرا یتوابع مثلثات یبخش فرمول ها نیدر خاتمه ا

 

 

  Formulas for Negatives  یمنف یفرمول ها

sin(−𝑡) = − sin 𝑡 

cos(−𝑡) = cos 𝑡 

tan(−𝑡) = − tan 𝑡 

 

 اثبات 

   .دیرا ملاحظه کن 𝐷   ریتصودر دائره واحد 

,𝑃(𝑥  نقطه  ابدی  یم شیافزا  𝜋 ۲   از صفر به   𝑡  که  یهنگام 𝑦)   که مربوط به  𝑡   است دائره واحد

  𝑈   نقطه   که یصورت در   .  دیمایپ  یمرتبه خلاف عقربه ساعت م کیرا   𝑄(𝑥, −𝑦)   که مربوط به

 −𝑡  یبا استفاده از فرمول ها  کند.  یم  یط  مرتبه موافق حرکت عقربه ساعت کیدائره واحد را   است 

   .میبر حسب دائره واحد دار یتوابع مثلثات

nis(−𝑡) = −𝑦 = − sin 𝑡 
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cos(−𝑡) = 𝑥 = cos 𝑡 

tan(−𝑡) =
−𝑦

𝑥
= −

𝑦

𝑥
= − tan 𝑡 

 

 
 

sin  قیدق ری، مقاد  یمنف یاستفاده از فرمول ها با  –مثال  (−
𝜋

۴
cos و   ( (−

𝜋

۴
tan و   ( (−

𝜋

۴
)   

   .دیکن دایرا پ

 پاسخ 

.۱  بخش   ۱  مثال  یبا استفاده از فرمول ها    .میدار  ۲

sin (−
𝜋

۴
) = − sin (

𝜋

۴
) = −

√۲

۲
 

cos (−
𝜋

۴
) = cos (

𝜋

۴
) =

√۲

۲
 

tan (−
𝜋

۴
) = − tan (

𝜋

۴
) = −۱ 

 

𝑓(𝑡)  اگر  = cos 𝑡   باشد ، پس 

𝑓(−𝑡) = cos(−𝑡) = cos 𝑡 = 𝑓(𝑡) 

نسبت  نوسی، نمودار کس میتابع زوج است وهمان طور که در کتاب کامل جبر گفت کی نوسیو لذا تابع کس

𝑓(𝑡)  اگر  قیطر نیبه هم  است. نهیقر  𝑦  محور  به = sin 𝑡  باشد ، پس  

𝑓(−𝑡) = sin(−𝑡) = − sin 𝑡 = −𝑓(𝑡) 

   است. نهیتابع فرد است و لذا نسبت به مبدا مختصات ، قر کی نوسیپس تابع س
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.۱   ناتیتمر ۳  

۱   ناتیتمردر  −  داده ریمقاد یبرا نوسیو کس نوسیس قیدق ریمقاد،   یمنف یبا استفاده از فرمول ها  ۳

   .دیکن دایپ  𝑡   شده  

۱)     −
۳𝜋

۴
                 ۲ )     −

𝜋

۲
                 ۳)     − 𝜋 

 

  است.  حیها در دامنه تابع ، صح  𝑡  تمام  یبراف ،  ب ، ج  که ال یدثابت کن  - ۴

csc(−𝑡)  -الف  = − csc 𝑡 

sec(−𝑡)  -ب  = sec 𝑡  

cot(−𝑡)  -ج  = − cot 𝑡  

 

   است. 𝜋 ۲  دوره تناوب  ی، دارا نوسیکه تابع س دیثابت کن – ۵

 

   است. 𝜋  ۲   دور تناوب  یکه تابع کسکانت دارا دیثابت کن – ۶

 

   𝑎  که اگر  دیکار نشان ده نیا یبرا  است.   یقیاعداد حق هیکه برد تابع تانژانت  کل دیثابت کن – ۷

tan که  یدارد بطور وجود  𝑈   یرو 𝑃(𝑡)  نقطه مانند  کیباشد ، پس   یقیعدد حق کی 𝑡 = 𝑎  .است   

,𝑃(𝑥   اگر :    ییراهنما 𝑦)  یرو   𝑈   باشد معادله  tan 𝑡 =
𝑦

𝑥
= 𝑎  نیو همچن دیریرا در نظر بگ 

  𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱   
 

.۱   ناتیپاسخ تمر ۳   

۱   ناتیدر تمر −  داده ریمقاد یبرا نوسیو کس نوسیس قیدق ری، مقاد  یمنف یبا استفاده از فرمول ها  ۳

   .دیکن دایپ  𝑡   شده  

۱)     −
۳𝜋

۴
                 ۲ )     −

𝜋

۲
                 ۳)     − 𝜋 

 

۱)   nis (−
۳𝜋

۴
) = − sin (

۳𝜋

۴
) = −

√۲

۲
   ،  cos (−

۳𝜋

۴
) = cos (

۳𝜋

۴
) = −

√۲

۲
 

۲)  sin (−
𝜋

۲
) = − sin (

𝜋

۲
) = −۱    ، cos (−

𝜋

۲
) = cos (

𝜋

۲
) = 0   

۳)  sin(−𝜋) = − sin(𝜋) = 0  ،   cos(−𝜋) = cos(𝜋) = −۱ 

 

  است.  حیها در دامنه تابع ، صح  𝑡  تمام  یج برا ب ، که الف ، یدثابت کن  - ۴

csc(−𝑡)  -الف  = − csc 𝑡 
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csc(−𝑡) =
۱

sin(−𝑡)
=

۱

− sin(𝑡)
= −

۱

sin 𝑡
= − csc 𝑡 

sec(−𝑡)  -ب  = sec 𝑡  

sec(−𝑡) =
۱

cos(−𝑡)
=

۱

cos 𝑡
= sec 𝑡 

cot(−𝑡)  -ج  = − cot 𝑡  

cot(−𝑡) =
cos(−𝑡)

sin(−𝑡)
=

cos 𝑡

− sin 𝑡
= −

cos 𝑡

sin 𝑡
= − cot 𝑡 

 

   است. 𝜋 ۲  دوره تناوب  ی، دارا نوسیکه تابع س دیثابت کن – ۵

 اثبات 

𝑘  مثبت مانند   یقیعدد حق کی میکن  یفرض م < ۲ 𝜋  که  یوجود دارد ، بطور 

sin(𝑡 + 𝑘) = sin 𝑡 

   ها.  𝑡  تمام  یباشد ، برا

𝑡  اگر     = sin باشد پس   0 𝑘 = sin 0 = 0  چون  است.   0 < 𝑘 < ۲ 𝜋   است ، پس 𝑘 = 𝜋   

sin(𝑡 است و لذا  + 𝜋) = sin 𝑡  تمام  یاست برا  𝑡  .اگر مخصوصا   ها   𝑡 =
𝜋

۲
 میباشد ، پس دار 

 sin (
۳𝜋

۲
) = sin (

𝜋

۲
۱− یعنی است ،  ( =    است. یمعن  یب نیاست و ا   ۱

 

   است. 𝜋  ۲   دور تناوب  یکه تابع کسکانت دارا دیثابت کن – ۶

 اثبات 

csc  که  میدانیم 𝑡 =
۱

sin 𝑡
 نوسیس دور تناوب ، میثابت کرد که در بالا  ۵  شماره  نیاست. بر اساس تمر  

  ۲ 𝜋  ۲  هم  است ، پس دور تناوب کسکانت 𝜋  .است   

 

   𝑎  که اگر  دیکار نشان ده نیا یبرا  است.   یقیاعداد حق هیکه برد تابع تانژانت  کل دیثابت کن – ۷

tan که  یدارد بطور وجود  𝑈   یرو 𝑃(𝑡)  نقطه مانند  کیباشد ، پس   یقیعدد حق کی 𝑡 = 𝑎  .است   

,𝑃(𝑥   اگر :   ییراهنما 𝑦)  یرو   𝑈   باشد معادله  tan 𝑡 =
𝑦

𝑥
= 𝑎  نیو همچن دیریرا در نظر بگ 

  𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱   

 اثبات 

𝑎  اگر  =
𝑦

𝑥
𝑥۲    میداشته باش نیباشد و همچن   + 𝑦۲ = 𝑎   پس ۱ =

±√۱−𝑥۲

𝑥
   و لذا  است.  

𝑎۲ =
۱ − 𝑥۲

𝑥۲
۱  و    − 𝑥۲ = 𝑎۲𝑥۲  ۱   یا = 𝑎۲𝑥۲ + 𝑥۲ = 𝑥۲ (۱ + 𝑎۲)  

  جهیدر نت
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𝑥۲ =
۱

۱ + 𝑎۲
𝑥   یا    = ±

۱

√𝑎۲ + ۱

 

𝑎  اگر  > ,𝑃(𝑥  باشد ، نقطه   0 𝑦)  یرو  𝑈  که  یبطور میکن  یانتخاب م   𝑥 =
۱

√𝑎۲+۱

 باشد   

𝑎   اگر  < ,𝑃(𝑥   باشد ، نقطه  0 𝑦)  که  میکن  یانتخاب م یطور   𝑥 = −
۱

√𝑎۲+۱

   باشد.  

,𝑃(𝑥   نقطه کی شهیهم جهیدر نت 𝑦)  یرو   𝑈  که  یدارد ، بطور وجود  
𝑦

𝑥
= 𝑎  .است   
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  Trigonometric Functions of Angles یازوا یتوابع مثلثات - ۴.۱

 یهبه مجموعه زاو  یقیرا از مجموعه اعداد حق یموارد ، مناسب تر است اگر دامنه توابع مثلثات یدر بعض

,  nis𝜃  میسینو  یباشد ، م هیزاو کی 𝜃  اگر  کار آسان است.  ینا . یمده ییرها تغ cos 𝜃  فقط  .رویو غ 

   .میسیبنو انیراد را بر حسب  𝜃  است مقدار   یکاف

 

  Definition of Trigonometric Functions of Anglesها  هیزاو یتوابع مثلثات فیتعر

تابع    آنمقدار   𝜃  در  یاز توابع مثلثات کیهر مقدار  پس ، باشد   انیراد   𝑡اندازه به هیزاو کی  𝜃  اگر 

   است.  𝑡    یقیدر عدد حق

  

 باشد ، پس  انیبر حسب راد    𝜃  هیاندازه  زاو  𝑡  اگر مثلا 

sin 𝜃 = sin 𝑡   , cos 𝜃 = cos 𝑡    , tan 𝜃 = tan 𝑡 
 , اعداد ایاست و  هیدامنه آنها شامل زاو ایآ را بدون در نظر گرفتن  “ یتوابع مثلثات  “ عبارتما  . رویو غ

sin  ینماد ها  .میبر  یبکار م ۶ nas و   ∘∘ ۱۵  بر حسب هیکه اندازه زاو میبر  یبکار م یرا هنگام ∘∘

cos مانند  کننده  باشند ، مشخص نماد اگر اعداد بدون  باشد. درجه csc  ای  ۳ (
𝜋

۴
که  است نیمنظور ا  (

cos  میمثلا گفت  ندارد. رتیما مغا  یقبل با گفته نیا  است. انیبر حسب راد هیاندازه زاو  تابع مقدار یعنی  ۳

عدد  نوسیکس همان یانیراد  ۳    هیزاو نوسیکس بالا ، فیطبق تعر رایز  ۳    یقیعدد حق در نوسیکس

   است.  ۳    یقیحق

 

   .دیکن دایرا پ ریمقدار توابع ز -۱ مثال 

sin ۹ ∘∘  , cos ۴۵
∘
 , tan۷۲ ∘∘     

 پاسخ 

 

۹ ∘∘= ۹ ∘ (
𝜋

۱۸ ∘
) =

𝜋

۲
       ۴۵

∘
= ۴۵(

𝜋

۱۸ ∘
) =

𝜋

۴
      ۷۲ ∘∘= ۷۲ ∘ (

𝜋

۱۸ ∘
) = ۴ 𝜋 

sin ۹ ∘∘= sin
𝜋

۲
= ۱ 

cos۴۵
∘
= cos

𝜋

۴
=
√۲

۲
 

tan۷۲ ∘∘= tan ۴ 𝜋 = tan0 = 0 

 

   آورد. را بدست یا هیهر زاو یتوابع مثلثات  یبیرتقریکه بتوان مقاد میده  یارائه م  یدر بخش بعد ، روش

 

   کرد. نیمع هیآن زاو ییضلع انتها ینقطه رو کی لهیتوان بوس  یرا م  هیهر زاو یتوابع مثلثات ریمقاد

,𝑄(𝑎   دیو فرض کن  متعارف. است در مکان یا هیزاو  𝜃   دیکن ، فرض قتیحق نیاثبات ا یبرا 𝑏)   

 ریمختصات، همان طور که در تصو مبدا البته بجز باشد ،  𝜃       ییضلع انتها یرو نقطه کی

   𝐴  ملاحظه 
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𝑟   یعنی باشد ،  𝑄  و   𝑂   نیمسدفت ب  𝑟   دیفرض کن  .دیکن  یم = 𝑑(𝑂, 𝑄) .استفاده از  با  است

   .میفرمول مسافت دار

𝑟 = √𝑎۲ + 𝑏۲ 

 
,𝑄(𝑎  نقطه  𝑏)  دائره واحد  یالزاما رو  𝑈  چون  , ستین   𝑟  اگر   باشد. کیبجز  یتواند مقدار  یم

,𝑃(𝑥   میفرض کن 𝑦)  ییضلع انتها ینقطه رو کی      𝜃  که  یباشد ، بطور  𝑑(𝑂, 𝑃) = باشد ،   ۱

,𝑃(𝑥  پس  𝑦)  واحد  دائره یرو  𝑈  .اگر   است  𝑡  هیاندازه زاو   𝜃  طبق  باشد ، پس انیراد حسب بر

   .میدار فیتعر

nis𝜃 = sin 𝑡 = 𝑦 

cos 𝜃 = cos 𝑡 = 𝑥 

گذارند ، محور   یم  𝑃  و   𝑄  که از نقاط  یخطوط عمود دیکن  یملاحظه م  𝐵   ریهمان طور که در تصو

  𝑥  را در نقاط   𝑄′(𝑎, ,𝑃′(𝑥   و  (0 متشابه  ′𝑂𝑃𝑃 و  ′𝑂𝑄𝑄   یچون مثلث ها  کنند.  یقطع م (0

  میهستند ، پس دار

 
 

𝑑(𝑃′, 𝑃)

𝑑(𝑂, 𝑃)
=
𝑑(𝑄′, 𝑄)

𝑑(𝑂, 𝑄)
    یا    

|𝑦|

۱
=
|𝑏|

𝑟
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  میدارند ، پس دارعلامت  کی شهیهم  𝑦  و   𝑏  چون 

𝑦 =
𝑏

𝑟
sin   و در نتیجه    𝜃 = 𝑦 =

𝑏

𝑟
 

  میدار قیطر نیبه هم

cos 𝜃 =
𝑎

𝑟
 

  می، دار  یاساس یاستفاده از اتحاد هاو با 

tan 𝜃 =
sin 𝜃

cos𝜃
=

𝑏
𝑟
𝑎
𝑟

=
𝑏

𝑎
 

بدست  ریز هیاز مطالب گفته شده بالا قض  .میبالا بدست آور یاز فرمول ها میتوان  یهم م یتوابع مثلثات هیبق

   .دیآ  یم

 

  ای یمثلثات ینسبت ها هیقض

  Theorem on Trigonometric Functions as Ratiosبه صورت نسبت ها  یتوابع مثلثات

,𝑄(𝑎   دیمختصات باشد و فرض کن یمحور ها یدر مکان متعارف رو هیزاو کی  𝜃   دیفرض کن 𝑏)   

 اگر   باشد ، البته بجز مبدا مختصات.  𝜃       ییضلع انتها ینقطه رو کی

𝑑(𝑂, 𝑄) = 𝑟 = √𝑎۲ + 𝑏۲ 
 باشد ، پس 

sin 𝜃 =
𝑏

𝑟
        csc 𝜃 =

𝑟

𝑏
, (𝑏 ≠ 0) 

cos 𝜃 =
𝑎

𝑟
     sec 𝜃 =

𝑟

𝑎
, (𝑎 ≠ 0) 

tan 𝜃 =
𝑏

𝑎
, (𝑎 ≠ 0)  cot 𝜃 =

𝑎

𝑏
, (𝑏 ≠ 0) 

 

𝑟 اگر  = .۱  که در بخش   یتوابع مثلثات فیبالا به تعر یباشد ، فرمول ها  ۱ با  شوند  یم لیتبد میگفت  ۲

  𝑎 = 𝑥   و  𝑏 = 𝑦   

.۱  در بخش   دارد. یادیبالا موارد استفاده ز هیقض   یکه شامل مثلث ها  یحل مسائل یاز آن برا  ۹

   .دیکن  توجه  ۲ بالا در مثال  هیبه استفاده قض نیهمچن  .میکن  یهستند استفاده م هیقائم الزو

 

   .هستند هیالزو مقائ ثمثل اب هرابط رد یمثلثات یها تنسب

 

اگر نقطه   .قراردارد   مختصات یمحور ها یاست در مکان متعارف رو یا هیزاو 𝜃   هیزاو– ۲مثال 

  𝑄(−۱۵,   .دیکن دایرا پ 𝜃   یتوابع مثلثات ای یمثلثات یها رنسبتیمقاد باشد ،  𝜃      ییضلع انتها یرو  (۸

 پاسخ 

,𝑄(−۱۵  نقطه     .میبا استفاده از فرمول مسافت دار  .دیکن  یملاحظه م  𝐶   ریدر تصو  (۸
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𝑟 = 𝑑(𝑂, 𝑄) = √(−۱۵)
۲
+ ۸

۲
= √۲۲۵− ۶۴ = √۲۸۹ = ۱۷ 

𝑎 بالا با  هیاستفاده از قض با = 𝑏  و    ۱۵− = 𝑟  و   ۸ =  .  میدار  ۱۷

 

sin 𝜃 =
۸

۱۷
      csc 𝜃 =

۱۷

۸
 

cos 𝜃 = −
۱۵

۱۷
      sec 𝜃 = −

۱۷

۱۵
 

tan 𝜃 = −
۸

۱۵
      cot 𝜃 = −

۱۵

۸
 

 

در   ییاگر ضلع انتها  مختصات قرار دارد. یمحور ها یدر مکان متعارف رو  𝜃   هیزاو – ۳مثا ل 

𝑦  خط  یو رو  𝑄𝐼𝐼𝐼   یعنیسه  هیناح = ۳𝑥  یمثلثاتتوابع    ای یمثلثات یها نسبت  ریباشد ، مقاد   𝜃   را

 .دیکن دایپ

 پاسخ 

𝑦  نمودار خط  = ۳𝑥  ریدر تصو   𝐷  هیو ثانو هیضلع اول   .دیکن  یملاحظه  م   𝜃 تر  میبا خطوط ضخ

خط  یکه رو یقرار دارد ، نقطه مناسب 𝑄𝐼𝐼𝐼   در  یچون ضلع ثانو  داده شده است.  نشان اهیس رنگ با

  𝑦 = ۳𝑥  نقطه نیا ، میکن  یم باشد انتخاب   𝑄(−۱,    .میدار مسافت با استفاده از فرمول  است.  (۳−

𝑟 = 𝑑(𝑂. 𝑄) = √(−۱)
۲
+ (−۳)

۲
= √۱0 

𝑎  بالا با  هیبا استفاده از قض = 𝑏  و   ۱ − = 𝑟  و   ۳− =    .میدار  ۱0√

sin 𝜃 =
−۳

√۱0

= −
۳√۱0

۱0
      csc 𝜃 =

√۱0

−۳
= −

√۱0

۳
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cos 𝜃 =
−۱

√۱0

= −
√۱0

۱0
      sec 𝜃 =

√۱0

−۱
= −√۱0 

 

 
 

 یمثال بعد  .ستیمحور ها ن  یرو هیزاو  ییکه ضلع انتها می، فرض کرد یمثلثات ینسبت ها هیدر قض

 بر قرار است.  هیمحور ها باشد ، باز هم قض یهم رو  ییدهد اگر ضلع انتها  یم نشان

 

𝜃  اگر  – ۴مثال  = ۲۷   . دیکن دایرا پ یتوابع مثلثات ریباشد ، مقاد  ∘∘

 پاسخ 

  یمنطبق م  𝑦    محور    یمنف قسمت  یبر رو  𝜃        ییدر مکان متعارف ، ضلع انتها  𝜃 با قرار دادن 

هر نقطه  توان  یمربوطه م هیاستفاده از قض یبرا  .دیکن  یملاحظه م  𝐸   ریشود ، همان طور که در تصو

  .میکن  یانتخاب م را  𝑄(0,−۱)   کار نقطه  یسادگ یبرا  کرد. انتخاب  𝜃      ییضلع انتها یرا رو یا

𝑎  صورت  نیدر ا = 𝑏  و    0 = 𝑟   و   ۱− =     .میدار لذا  است.  ۱

sin ۲۷ ∘∘=
−۱

۱
= −۱         csc۲۷ ∘∘=

۱

−۱
= −۱ 

cos۲۷ ∘∘=
0

−۱
= 0     cot ۲۷ ∘∘=

0

−۱
= 0 

   هستند.  ینشدن فیتعر توابع تانژانت و سکانت
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 طول یتوان به صورت نسبت ها   یرام  یتوابع مثلثات ریحاد ، مقاد یایزوا یبرا میده  ینشان م انیدر پا

  . دیریرا در نظر بگ  𝐹   ریتصو  کرد. انیب هیمثلث قائم الزو کیاضلاع  

 
 هیمثلث قائم الزو کیاز  هیزاو کیتوان آنرا به عنوان   یپس م ,باشد  Acute  حاد  هیزاو کی  𝜃  اگر 

  Oppositeرا ضلع مقابل  𝜃   هیزاو ی، ضلع روبرو هیمثلث قائم الزو کیکه در  میدانیم  در نظر گرفت.

قائمه است ، وتر  هیزاو یو ضلع سوم که روبرو Adjacent را ضلع مجاور  گریو ضلع د

Hypotenuse بیپس اگر به ترت   نامند.  یم    𝑂𝑝𝑝  و  𝐴𝑑𝑗  و 𝐻𝑦𝑝  منظور طول  میبر  یبکار م

مجاور     طول ضلع که  دیکن  یم ملاحظه  𝐹   ریبا مراجعه به تصو  برده هستند. اضلاع نام

  𝜃  مختصات   𝑥  مقابل  طول ضلع و  𝜃  مختصات  𝑦  مانند نقطه کی   𝑄 ییضلع انتها یرو    

𝜃  .میدار  یمثلثات یها نسبت  هیاز قض استفاده با  هستند.   

sin 𝜃 =
𝑜𝑝𝑝

ℎ𝑦𝑝
=          csc 𝜃 =

ℎ𝑦𝑝

𝑜𝑝𝑝
 

cos 𝜃 =
𝑎𝑑𝑗

ℎ𝑦𝑝
           sec 𝜃 =

ℎ𝑦𝑝

𝑎𝑑𝑗
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tan 𝜃 =
𝑜𝑝𝑝

𝑎𝑑𝑗
            cot 𝜃 =

𝑎𝑑𝑗

𝑜𝑝𝑝
 

 

 

sin 𝜃 =
ضلع مقابل

وتر
      csc 𝜃 =

وتر

ضلع مقابل
 

cos 𝜃 =
ضلع مجاور

وتر
      sec 𝜃 =

وتر

ضلع مجاور
 

tan 𝜃 =
ضلع مقابل

ضلع مجاور
     cot 𝜃 =

ضلع مجاور

ضلع مقابل
  

 

 

   حفظ شوند. دیمهم هستند و با هیقائم الزو یکار با مثلث ها یبالا برا یفرمول ها

 

   .ریز یایاز زوا کیبه هر    مربوط،    یمثلثات یها نسبت  ریمطلوب است مقاد – ۵مثال 

𝑎)  𝜃 = ۶ ∘∘        𝑏)  𝜃 = ۳ ∘∘          𝑐)  𝜃 = ۴۵
∘
 

 پاسخ 

 
   واحد است.  ۲  از اضلاع آن  کیطول  هر  ، که دیملاحظه کن  𝐺   ریالاضلاع در تصو یمثلث متساو

بر اساس   کند.  یآن راس را نصف م هیمثلث به ضلع مقابل ، زاو یازراس ها کیعمود منصف از هر 

۶   هیضلع مقابل زاو،  ثاغورثیف هیقض واحد   ۳√   طول  ی، دارادار   هیسا هیدر مثلث قائم الزو  ∘∘

   .میدار هیبالا در مورد مثلث قائم الزو یفرمول هابا استفاده از   است.

𝑎)         nis ۶ ∘∘=
√۳

۲
          csc ۶ ∘∘=

۲

√۳

=
۲√۳

۳
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              cos ۶ ∘∘=
۱

۲
              sec ۶ ∘∘=

۲

۱
= ۲ 

             tan ۶ ∘∘=
√۳

۱
= √۳           cot ۶ ∘∘=

۱

√۳

=
√۳

۳
 

𝑏)         sin ۳ ∘∘=
۱

۲
          csc ۳ ∘∘=

۲

۱
= ۲ 

              cos ۳ ∘∘=
√۳

۲
        sec ۳ ∘∘=

۲

√۳

=
۲√۳

۳
 

             tan ۳ ∘∘=
۱

√۳

=
√۳

۳
     cot ۳ ∘∘=

√۳

۱
= √۳ 

𝜃    ،   یمثلثات  یها نسبت  ریکردن مقاد دایپ یبرا = ۴۵
∘
 ریتصو  نیالساق یمتساو هیمثلث قائم الزو 

  𝐻  کند.  را ملاحظه  

 

 لذا  واحد است.   ۲√  طول وتر  ثاغورثیف هیبر اساس قض

sin ۴۵
∘
=

۱

√۲

=
√۲

۲
= cos ۴۵

∘
        tan۴۵

∘
=

۱

۱
= 

csc۴۵
∘
=
√۲

۱
= √۲ = sec ۴۵

∘
    cot ۴۵

∘
=

۱

۱
= ۱ 
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  یمورد استفاده قرار م ادیز ریمقاد نیچون ا  .میآور  یجدول م کیرا در   ۵  مثال  جیخلاصه نتا لیدر ذ

   .دیاوریبخاطر ب آنها را عی، سر یقیبه طر دیقادر باش ایو  دیاگر آنها را حفظ کن ستید ن، ب رندیگ

 

 خاص  یچند تابع مثلثات ریمقاد

  ای

 خاص  یمثلثات یها رنسبتیمقاد 

Special Values of the Trigonometric Functions 

 

csc 𝜃 sec 𝜃 cot 𝜃 tan 𝜃 cos 𝜃 sin 𝜕𝜃 𝜃 

 بر حسب درجه

𝜃 

 بر حسب رادیان

۲ 
۲√۳

۳
 

√۳ √۳

۳
 

√۳

۲
 

۱

۲
 

۳ ∘∘ 𝜋

۶
 

√۲ √۲ 
۱ ۱ 

√۲

۲
 

√۲

۲
 

۴۵
∘
 

𝜋

۴
 

۲√۳

۳
 

۲ 
√۳

۳
 

√۳ 
۱

۲
 √۳

۲
 

۶ ∘∘ 𝜋

۳
 

 

 و ستیب  𝐵  ،  پرچم بنام رکیت کی هیتا پا 𝐴   ، نقطه بنام  کیمهندس متوجه شد که در  کی – ۶مثال 

۳   پرچم رکیت یبالا تا  𝐴  نقطه  شده از جادیا هیاگر زاو  دارد. فاصله پنج فوت   یبیتقر طول باشد ،  ∘∘

 . نامند یمفرازه  نما  هیرا زاو هیزاو نیا  .دیکن دایپ یاعشاررقم  کی را تا رکیت

𝐴𝑛𝑔𝑙𝑒 𝑜𝑓 𝑒𝑙𝑒𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛   

 پاسخ 

 
   داشت. میخواه  𝐼  ریتصو به با توجه ، میفوت فرض کن  ℎ  را  رکیاگر ارتفاع ت  .
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tan ۳ ∘∘=
ℎ

۲۵
ℎ    یا    = ۲۵ tan ۳ ∘∘ 

ℎ = ۲۵

(

 
√۳

۳

)

 ≈ ۱۴ ۴۳۳⁄ = ۱۴ ۴⁄  فوت  

 بر دیتاک با دائره واحد قیطر از فیتعر  یکی  .میبرده ا بکار یتوابع مثلثات فیتعر یروش برا دوتا کنون 

 علاوه بر  دارند. حسابان کاربرد در نوع توابع نیا  است.  یقیشامل اعداد حق ، یکه دامنه توابع مثلثات نیا

   است. دیمف یمثلثات یهاکردن اتحاد  دایو پ ها رسم نمودار یواحد برا روش دائره ، نیا

در علوم   یادیز یروش کاربرد ها  نیا  بود. نسبت ها و ایزوا بر حسب  یمثلثات توابع  فیتعر دومروش 

   .ندیک دایدر هر دو روش مهارت پ دیکن  یسع دیبا  دارد.  یو مهندس

 

 

 

  ۴.۱ ناتیتمر

−۱   ناتیدر تمر ۱  دایپ   𝜃    یمثلثات نسبت شش  ری، مقاد  یمثلثات یها نسبت  هیبا استفاده از قض ∘

   متعارف قرار دارد. مکان در  𝜃   دیفرض کن  .دیکن

 

,𝑃(۴  نقطه  – ۱   قرار دارد.   𝜃      ییضلع انتها یرو  (۳−

,𝑃(−۲  نقطه  - ۲    قرار دارد.   𝜃      ییضلع انتها یرو  (۵−

𝑦  خط  یو رو  𝑄𝐼𝐼   یعنیدوم  هیدر ناح  𝜃      ییضلع انتها – ۳ = −۴𝑥  .قرار دارد   

۲𝑦  خط  یو رو  𝑄𝐼𝐼𝐼   یعنیسه  هیدر ناح  𝜃      ییضلع انتها – ۴ − ۷𝑥 =    قرار دارد.  0

۳𝑦  خط  یو رو  𝑄𝐼   یعنی کی هیدر ناح  𝜃   ییضلع انتها – ۵ = ۴𝑥  .قرار دارد   

۶ -   𝜃 = ۴۵    است.  ∘∘

۷ -   𝜃 = ۱۳۵
∘
   است.  

۸ -   𝜃 = −۴۵
∘
   است. 

۹ -   𝜃 = ۳۶    است. ∘∘

۱۰ -   𝜃 = ۲۱    است. ∘∘
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−۱۱   ناتیتمردر   .دیکن دایداده شده پ  هیدر مثلث قائم الزاو  𝜃   هیزاو یمثلثات  ینسبت ها ریمقاد  ۱۵

۱۱ 

 
۱۲ 

 
۱۳ –  

 

 
۱۴-  

 
۱۵ –  
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جنگل بان در  کی دارند.  یزیانگ رتیکه ارتفاع ح دیرو  یم  یی، درخت ها قایآفر یجنگل ها در  – ۱۶

۲  مسافت  ۶  یفرازه  نما هیو نوک درخت را با زاو ستادهیا یدرخت نیچن کی یفوت  ∘∘      .ندیب  یم  ∘∘

   .دیدرخت را حساب کن یبیارتفاع تقر

 

 

 ۴.۱ ناتیپاسخ تمر

−۱   ناتیدر تمر ۱  دایپ   𝜃    یمثلثات نسبت شش  ری، مقاد  یمثلثات یها نسبت  هیبا استفاده از قض ∘

   دارد.متعارف قرار  مکان در  𝜃   دیفرض کن  .دیکن

,𝑃(۴  نقطه  – ۱  قرار دارد.   𝜃      ییضلع انتها یرو  (۳−

 پاسخ  

,𝑃(۴  نقطه     نشان داده شده است. ریز ریدر تصو  (۳−

 
   .میبا استفاده از فرمول مسافت دار

𝑟 = 𝑑(𝑂, 𝑃) = √(۴)
۲
+ (−۳)

۲
= √۱۶+ ۹ = √۲۵ =۵ 

𝑎  با  یمثلثات ینسبت ها هیبا استفاده از قض = 𝑏  و   ۴ =    .میدار  ۳−

sin 𝜃 =
−۳

۵
  ، cos 𝜃 =

۴

۵
 ، tan 𝜃 =

−۳

۴
 ، csc 𝜃 = −

۵

۳
 ، sec 𝜃 =

۵

۴
 ، cot 𝜃 = −

۴

۳
 

 

 

 

 

 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 انوشـیروان صراف توابع مثلثاتی زوایا  ۴.۱     اصول مثلثات

57 
 

,𝑃(−۲  نقطه  - ۲    قرار دارد.   𝜃      ییضلع انتها یرو  (۵−

 پاسخ 

,𝑃(−۲  نقطه     نشان داده شده است. ریز ریدر تصو  (۵−

 
  . میبا استفاده از فرمول مسافت دار

𝑟 = 𝑑(𝑂, 𝑃) = √(−۲)
۲
+ (−۵)

۲
= √۴+ ۲۵ = √۲۹ 

𝑎  با  یمثلثات ینسبت ها هیبا استفاده از قض = 𝑏  و   ۲− =    .میدار  ۵−

sin 𝜃 = −
۵

√۲۹

= −
۵√۲۹

۲۹
  ، cos 𝜃 = −

۲

√۲۹

= −
۲√۲۹

۲۹
 

tan 𝜃 =
۵

۲
 ، csc 𝜃 = −

√۲۹

۵
 ، sec 𝜃 = −

√۲۹

۲
 ، cot 𝜃 =

۲

۵
 

 

𝑦  خط  یو رو  𝑄𝐼𝐼   یعنیدوم  هیدر ناح  𝜃      ییضلع انتها – ۳ = −۴𝑥  .قرار دارد   

 پاسخ 

𝑦 نمودار  ریز ریدر تصو = −۴𝑥  ییانتها ضلع و ییابتدا رسم شده است و ضلع   𝜃 شیتر نما پر رنگ 

  یعنیدوم  صفحه در ربع نقطه کی قرار دارد ، در ربع صفحه دوم ییچون ضلع انتها  شده.  داده

   𝑄(−۱, 𝑦  خط  یرو (۴ = −۴𝑥  میکن  یانتخاب م.   

 
   .میمسافت دار با استفاده از فرمول
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𝑟 = 𝑑(𝑂, 𝑄) = √(−۱)
۲
+ (۴)

۲
= √۱۷ 

𝑎  با  یمثلثات ینسبت ها هیاستفاده از قض با = 𝑏   و  ۱− =    .میدار  ۴

sin 𝜃 =
۴

√۱۷

=
۴√۱۷

۱۷
  ، cos 𝜃 = −

۱

√۱۷

= −
√۱۷

۱۷
 

tan 𝜃 = −۴ ، csc 𝜃 =
√۱۷

۴
 ، sec 𝜃 = −√۱۷  , cot 𝜃 = −

۱

۴
 

 

۲𝑦  خط  یو رو  𝑄𝐼𝐼𝐼   یعنیسه  هیدر ناح  𝜃      ییضلع انتها – ۴ − ۷𝑥 =    قرار دارد.  0

 پاسخ 

۲𝑦  نمودار  ریز ریدر تصو − ۷𝑥 = تر  پر رنگ 𝜃   ییانتها ضلع و ییابتدا رسم شده است و ضلع  0

 یعنیسوم   صفحه در ربع نقطه کی در ربع صفحه سوم  قرار دارد ، ییچون ضلع انتها  شده.  داده شینما

    𝑄 (−۱, −
۷

۲
۲𝑦  خط  یرو ( − ۷𝑥 =    .میکن  یانتخاب م  0

 

  
  .میفرمول مسافت دار با استفاده از

𝑟 = 𝑑(𝑂, 𝑄) = √(−۱)
۲
+ (−

۷

۲
)

۲

= √
۵۳

۴
=
√۵۳

۲
 

𝑎  با  یمثلثات ینسبت ها هیاستفاده از قض با = 𝑏   و  ۱− = −
۷

۲
   .میدار  

sin 𝜃 =

−
۷

۲

√۵۳

۲

= −
۷

√۵۳

= −
۷√۵۳

۵۳
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cos 𝜃 =
−۱

√۵۳

۲

=
−۲

√۵۳

= −
۲√۵۳

۵۳
 

tan 𝜃 =
۷

۲
 ،  csc 𝜃 = −

√۵۳

۷
 ، sec 𝜃 = −

√۵۳

۲
 ، cot 𝜃 =

۲

۷
 

 

۳𝑦  خط  یو رو  𝑄𝐼   یعنی کی هیدر ناح  𝜃   ییضلع انتها – ۵ = ۴𝑥  .قرار دارد   

 پاسخ 

۳𝑦  نمودار  ریز ریدر تصو  = ۴𝑥  ییانتها ضلع و ییابتدا رسم شده است و ضلع   𝜃 شیتر نما پر رنگ 

  یعنی   اول صفحه در ربع نقطه کی قرار دارد ،   در ربع صفحه اول ییچون ضلع انتها  شده.  داده

   𝑄(۳, ۳𝑦  خط  یرو (۴ = ۴𝑥  میکن  یانتخاب م.   

 

 
   .میبا استفاده از فرمول مسافت دار

𝑟 = 𝑑(𝑂, 𝑄) = √(۳)
۲
+ (۴)

۲
= √۲۵ = ۵ 

𝑎  با  یمثلثات ینسبت ها هیاستفاده از قض با = 𝑏   و  ۳ =    .میدار  ۴

sin 𝜃 =
۴

۵
،  cos 𝜃 =

۳

۵
 ، tan 𝜃 =

۴

۳
 ، csc 𝜃 =

۵

۴
 ، sec 𝜃 =

۵

۳
 ، cot 𝜃 =

۳

۴
 

 

۶ -   𝜃 = ۴۵    است.  ∘∘

 پاسخ 

۴۵   هیزاو ۹   هیاست با زاو نالیترمهم  ∘∘ قرار   𝑦  قسمت مثبت محور  یرو  𝜃   ییپس ضلع انتها∘∘

,0)  لذا نقطه  دارد.  𝑟  لذا .  میکن  یرا انتخاب م  (۱ = 𝑎  و   ۱ = 𝑏  و   0 =    است.  ۱

sin 𝜃 = ۱ ، cos 𝜃 = 0 ، tan 𝜃 −  ، csc 𝜃 = ۱ ، sec 𝜃 −  ، cot 𝜃 = 0 

  ریز ریتصو است.   ینشدن فیتعر ینسبت مثلثات یعنی  − بالا نماد  یدر فرمول ها
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۷ -   𝜃 = ۱۳۵
∘
   است.  

 پاسخ 

۱۳۵   هیزاو ییضلع انتها
∘
را به دو قسمت دوم   صفحه که ربع  یدوم قرار دارد بطورصفحه   ربعدر   

𝑦  خط  یرو یی، ضلع انتها گریبه عبارت د ایو   کند.  یم میتقس یمساو = −𝑥   در ربع صفحه دوم

  . میبا استفاده از فرمول مسافت دار  است.

𝑟 = 𝑑(𝑂, 𝑄) = √(−۳)
۲
+ ۳

۲
= √۱۸ = ۳√۲ 

𝑎  با  یمثلثات ینسبت ها هیبا استفاده از قض = 𝑏  و   ۳− =    .میدار  ۳

 

sin 𝜃 =
۳

۳√۲

=
√۲

۲
 ،  cos 𝜃 =

−۳

۳√۲

= −
√۲

۲
 

tan 𝜃 = −۱ ، csc 𝜃 = √۲  ، sec 𝜃 = −√۲  ، cot 𝜃 = −۱ 

 

۸ -   𝜃 = −۴۵
∘
   است. 

 پاسخ 

۴۵−  هیزاو ییضلع انتها
∘
𝑦  خط  یدر ربع  صفحه چهارم رو   = −𝑥   نقطه قرار دارد ، لذا

  𝑄(۳,   می.  پس دارمیکن  یانتخاب م ییضلع انتها یرا رو  (۳−

𝑟 = 𝑑(𝑂, 𝑄) = √(−۳)
۲
+ ۳

۲
= √۱۸ = ۳√۲ 

𝑎   نیهمچن = 𝑏  و   ۳ =    است.  ۳−
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sin 𝜃 =
−۳

۳√۲

= −
√۲

۲
 ،  cos 𝜃 =

۳

۳√۲

=
√۲

۲
 

tan 𝜃 = −۱ ، csc 𝜃 = −√۲  ، sec 𝜃 = √۲  ، cot 𝜃 = −۱ 

 

۹ -   𝜃 = ۳۶    است. ∘∘

 پاسخ 

𝑟  پس  قرار دارد.   𝑥  هم در قسمت مثبت محور  یرو ییو انتها ییضلع ابتدا = و نقطه   ۱

  𝑄(۱,    کاملا واضح هستند. یمثلثات ینسبت ها ریمقاد . میکن  یرا انتخاب م (0

 
sin 𝜃 = 0 ، cos 𝜃 = ۱ ، tan 𝜃 = 0 ،  csc 𝜃 −  ، sec 𝜃 = ۱ ، cot 𝜃 − 

 

۱۰ -   𝜃 = ۲۱  است. ∘∘

 پاسخ 

۲۱   هیزاو یی، ضلع انتها دیکن  یملاحظه م ریز ریهمان طور که در تصو در ربع صفحه سوم قرار  ∘∘

  یم نیهمچن   است.  یضلع ، منف نیا یرو یهر نقطه ا  𝑦  و هم مختصات   𝑥  دارد ، پس هم مختصات 

 که  دیدان

۲۱ ∘∘− ۱۸ ∘∘= ۳ ∘∘ 

۳   هیزاو یمثلثات یبخش نسبت ها نیدر مثال پنج هم  رییبا تغ میتوان  یپس م    .میکرد دایدرجه را پ  ∘

۳    هیزاویمثلثات یهانسبت  یعلامت ها ۲۱     هیزاو یمثلثات ینسبت ها  ∘  .میکن دایرا پ ∘
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sin 𝜃 = −
۱

۲
  ، cos 𝜃 = −

√۳

۲
 ، tan 𝜃 =

√۳

۳
 ، 

csc 𝜃 = −۲ ، sec  𝜃 = −
۲√۳

۳
 ، cot 𝜃 =√۳ 

 
 

 

−۱۱   ناتیدر تمر  .دیکن دایداده شده پ  هیدر مثلث قائم الزاو  𝜃   هیزاو یمثلثات  ینسبت ها ریمقاد  ۱۵

۱۱- 

 
 پاسخ 

sin 𝜃 =
۴

۵
 ، cos 𝜃 =

۳

۵
 ، tan 𝜃 =

۴

۳
 ,  csc =

۵

۴
 ، sec 𝜃 =

۵

۳
 ، cot 𝜃 =

۳

۴
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۱۲ 

 
 پاسخ 

  . میکن  یم دای، اندازه وتر را پ ثاغورثیف هیقض قیابتدا از طر

وتر  = √۲
۲
+ ۳

۲
= √۴+ ۹ = √۱۳  

sin 𝜃 =
۲

√۱۳

=
۲√۱۳

۱۳
  ، cos 𝜃 =

۳

√۱۳

=
۳√۱۳

۱۳
 

tan 𝜃 =
۲

۳
 ، csc 𝜃 =

√۱۳

۲
 ، csc =

√۱۳

۲
 ، sec 𝜃 =

√۱۳

۳
 ، cot 𝜃 =

۳

۲
 

 

۱۳ –  

 

 
 . میکن  یا م دیابتدا اندازه ضلع مجاور را پ

ضلع مجاور  = √۵
۲
− ۲

۲
= √۲۱   

sin 𝜃 =
۲

۵
 ، cos 𝜃 =

√۲۱

۵
 ، tan 𝜃 =

۲√۲۱

۲۱
  ، cot 𝜃 =

√۲۱

۲
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csc 𝜃 =
۵

۲
 ، sec 𝜃 =

۵

√۲۱

=
۵√۲۱

۲۱
 ،   

 

۱۴-  

 
  . میکن  یم دایابتدا اندازوتر را پ

وتر   = √𝑎۲ + 𝑏۲
  

sin 𝜃 =
𝑎

√𝑎۲ + 𝑏۲
 ، cos 𝜃 =

𝑏

√𝑎۲ + 𝑏۲
 ، tan 𝜃 =

𝑎

𝑏
 

csc 𝜃 =
√𝑎۲ + 𝑏۲

𝑎
 ، sec 𝜃 =

√𝑎۲ + 𝑏۲

𝑏
 ، cot 𝜃 =

𝑏

𝑎
 

 

 

۱۵ –  

 
   .میکن  یم دایابتدا اندازه ضلع مجاور را پ

ضلع مجاور   = √𝑐۲ − 𝑏۲
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sin 𝜃 =
𝑏

𝑐
 ، cos 𝜃 =

√𝑐۲ − 𝑏۲

𝑐
  ، tan 𝜃 =

𝑏

√𝑐۲ − 𝑏۲

 

csc 𝜃 =
𝑐

𝑏
 ، sec 𝜃 =

𝑐

√𝑐۲ − 𝑏۲

 ، cot 𝜃 =
√𝑐۲ − 𝑏۲

𝑏
 

 

جنگل بان در  کی دارند.  یزیانگ رتیکه ارتفاع ح دیرو  یم  یی، درخت ها قایآفر یجنگل ها در  – ۱۶

۲  مسافت  ۶  یفرازه  نما هیو نوک درخت را با زاو ستادهیا یدرخت نیچن کی یفوت  ∘∘      .ندیب  یم  ∘∘

   .دیدرخت را حساب کن یبیارتفاع تقر

   پاسخ

  داشت.  میخواه ,  میبنام  ℎ  اگر ارتفاع درخت را   .دیینما ملاحظه  را  ریز  ریتصو

 
 

tan ۶ ∘
∘
=

ℎ

۲ ∘∘
 

ℎ = tan ۶ ∘
∘
(۲ ∘∘) = (√۳) (۲ ∘∘) ≈ ۳۴۶ ۴⁄  فوت  
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  Reference Angleمرجع  یهزاو - ۱. ۵   

  .بخش از مثلثات مورد بحث قرار نگرفته است  ینا  یدر کتب درس

  یتوانیممرجع ، م یهزاو یقاز طر یرااست ، ز  یبخش مهم یناما ا

   .یمکن یدرا پ یازوا یهکل یمثلثات ینسبت  ها

 آمده است.  یربخش بنام ز ینزبان ا یسیاز کتب انگل یدر بعض

  یتوابع مثلثات یرمقاد

Values of Trigonometric Functions 

 یکه چگونه م یدمساله فکر کن ینحالا به ا . یمکرد یداخاص را پ یچند تابع مثلثات یرقبل مقاد یدر بخش ها

   .یمکن یدارا پ یتوابع مثلثات یهکل یرمقادتوان 

0   یبرا نوسیس ریاست مقاد  یاست ، پس کاف  𝜋 ۲  دور تناوب  یدارا ینوسچون تابع س ≤ 𝑡 ≤ ۲ 𝜋   

توابع  گرید یموضوع برا نیا  شوند.  یتکرار م  𝜋 ۲  به طول   𝑡بازه  در هر  ریمقاد نیا رای، ز میرا بدان

 تابع را آن ، اگر مقدار میکن دایپ میتوان  یم  ی، مقدار هر تابع مثلثات قتیدر حق  هم صادق است. یمثلثات

0    یبرا ≤ 𝑡 ≤
𝜋

۲
   .دیکن توجه ریز فیموضوع ، ابتدا به تعر نیا اثبات یبرا  .میبدان  

  Definition فیتعر

   𝑡  در مکان متعارف و اندازه آن  هیزاو کی  𝜃   دیباشد ، و فرض کن  یقیعدد حق  کی  𝑡   دیفرض کن

   باشد.  𝑡  در رابطه با   𝑈  دائره واحد  ینقطه رو کی  𝑃   دیباشد ، فرض کن  انیراد

و محور   𝑃   نیب  𝑈   یرو ′𝑡  طول کمان     نیعبارت است از کوتاه تر  𝑡 در رابطه با عدد مرجع  - ۱

  𝑥   

   یحاد هیعبارت است از زاو 𝜃  در رابطه با مرجع  هیزاو - ۲

   ای .میدهیم نام  ′𝜃  را  هیاوز نیا  کند.  یم جادیا  𝑥  محور   یمنف ایبا قسمت مثبت   𝜃   ییکه ضلع انتها

   کند.  یم جادیا  𝑥  داده شده با محور  هیزاو ییکه ضلع انتها یا هیزاو نیکوچک تر

  
 

 یهقرمز رنگ زاو یاست و کمان ها یهاول یا  یاصل یهرنگ زاو یاهس ی،  کمان هایرز یها یردر تصو

   مرجع است.
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 ان دیبا هشیهم و دشون  یم یریگ هانداز  𝒙   رمحو طتوس عمرج هیزاو و عمرج دعد هک دیباش هداشت هتوج

   .باشند رقرا رب ریز یها یمساو

𝟎 ≤ 𝒕′ ≤
𝝅

۲
       𝟎 ≤ 𝜽′ ≤

𝝅

۲
 

 𝜽  و  𝒕   زا یمقدار ره یبرا

 

 

 ، اگر  دینک دایرا پ ′𝑡  عدد مرجع  – ۱مثال 

𝑎) 𝑡 = ۲     , 𝑏) 𝑡 = ۴     , 𝑐) 𝑡 =
۷𝜋

۴
    ،  𝑑) 𝑡 = −

۲𝜋

۳
 

   باشد.

 پاسخ 

   باشد.  𝑈  دائره واحد   یرو    𝑡  با  رابطه در ینقطه ا 𝑃(𝑡)   میکن  یفرض م

 

 
 

 
 

𝑎) 𝑡′ = 𝜋 − ۲ ≈ ۳ ۱۴۱۶⁄ − ۲ = ۱ ∕ ۱۴۱۶ 

𝑏) 𝑡′ = ۴ − 𝜋 ≈ ۴ − ۳ ۱۴۱۶⁄ =∘∕ ۸۵۸۴ 

𝑐) 𝑡′ = ۲ 𝜋 −
۷𝜋

۴
=

𝜋

۴
 

𝑑) 𝑡′ = 𝜋 −
۲𝜋

۳
=

𝜋

۳
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 دیکن انیو هم بر حسب درجه ب انیو اندازه آنرا هم بر حسب راد دیرا رسم کن  ′𝜃  مرجع  هیزاو – ۲مثال 

 ، اگر 

𝑎) 𝜃 =
۵𝜋

۶
    ،  𝑏) 𝜃 = ۳۱۵

∘
  ،  𝑐) 𝜃 = −۲۴ ∘∘ 

   باشد.

 

 پاسخ 

 

 
 

𝑎) 𝜃′ = 𝜋 −
۵𝜋

۶
=

𝜋

۶
= ۳ ∘∘   ،  𝑏) 𝜃′ = ۳۶ ∘∘− ۳۱۵

∘
= ۴۵

∘
=

𝜋

۴
 ،   

 𝑐)  𝜃′ = ۱۸ ∘∘− ۱۲ ∘∘= ۶ ∘∘=
𝜋

۳
 

 دایرا پ یتوابع مثلثات ریمرجع ، مقاد یها هیکه چگونه با استفاده از اعداد مرجع و زاو میده  یحالا نشان م

,𝑃(𝑥   دیکن فرض  .میکن 𝑦)  با    در رابطه   یا نقطه  𝑡  ره واحد دائ یرو  𝑈  .اگر   باشد  𝑃  یرو 

0  باشد ، پس   𝑡  عدد مرجع   ′𝑡  محور ها قرار نداشته باشد ، و  < 𝑡′ <
𝜋

۲
نقطه     است.  

  𝐴(۱, ,′𝑃′(𝑥   دیو فرض کن  .دیریرا در نظر بگ  (0 𝑦′)  دائره واحد  یرو ینقطه ا  𝑈  ربع  در

, 𝐷، 𝐸   ریدر تصاو  باشد.     یصفحه اول باشد بطور 𝐹     نقطه  𝑃(𝑥, 𝑦)  در  بیبه ترت

 قرار دارد.  ربع صفحه دو ، سه ، و چهار 
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   .یمکه در تمام حالت ها دار یدکن  یملاحظه م

𝑥′ = |𝑥|     ,    𝑦′ = |𝑦| 
 و لذا 

|cos 𝑡| = |𝑥| = 𝑥′ = cos 𝑡′ 

|sin 𝑡| = |𝑦| = 𝑦′ = sin 𝑡′ 

|tan 𝑡| = |
𝑦

𝑥
| =

|𝑦|

|𝑥|
=

𝑦′

𝑥′
= tan 𝑡′ 

 باشد ، پس   𝜃  مرجع  هیزاو  ′𝜃  ها ، اگر  هیبر حسب زاو

|sin 𝜃| = sin 𝜃′   ،   |cos 𝜃| = cos 𝜃′ 

  . ندیا  یبدست م قیطر نیهم به هم یتوابع مثلثات ریسا

  

  یتوابع مثلثات ریردن مقادک دایقواعد پ

Rules for Finding Values of Trigonometric Functions 

را   𝑡  مربوط به   ′𝑡   یابتدا مقدار تابع مثلثات  𝑡    یقیعدد حق کی یکردن مقدار تابع مثلثات دایپ یبرا - ۱

   .دیجلو آن بگذار  یمنف ایو سپس علامت مناسب مثبت  دیکن دایپ

را   𝜃  مربوط به   ′𝜃   یابتدا مقدار تابع مثلثات  𝜃      هیزاو کی یکردن مقدار تابع مثلثات دایپ یبرا - ۲

   .دیجلو آن بگذار  یمنف ایو سپس علامت مناسب مثبت  دیکن دایپ

 

.۱  کردن علامت مناسب به جدول مندرج در بخش  یداپ یبرا   . دیمراجعه کن  ۲

 

sin مطلوب است  – ۳مثال  (
۷𝜋

۴
cos و   ( (−

۷𝜋

۶
)   

 پاسخ 

   یمتوان  یم
۷𝜋

۴
 −و   

۷𝜋

۶
   ریتصو. ایبه عنوان اندازه زوا ایو  میکن ریتعب  یقیبه عنوان اعداد حق ایرا  

 𝐺  هیزاو شینما   
۷𝜋

۴
−  هیزاو شینما  𝐻   ریتصو مرجع آن ، و  

۷𝜋

۶
   است. و مرجع آن  
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   .یمبا استفاده از قاعده بالا دار

sin
۷𝜋

۴
= − sin

𝜋

۴
= −

√۲

۲
 

cos (−
۷𝜋

۶
) = − cos

𝜋

۶
= −

√۳

۲
 

  . دیکن دایرا پ ریتوابع ز ریمقاد – ۴مثال 

𝑎) sin ۱۵ ∘∘   ، tan ۳۱۵
∘
   ، sec(−۲۴ ∘∘) 

 پاسخ 

, 𝐼 ،   𝐽   ریمرجع در تصو یایها و زوا هیزاو 𝐾 ند. نشان داده شده ا   
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   .یمبا استفاده از قاعده بالا دار

𝑎) nis ۱۵ ∘∘= sin ۳ ∘∘=
۱

۲
 

𝑏) tan ۳۱۵
∘

= − tan ۴۵
∘

= −۱ 

𝑐) sec(−۲۴ ∘∘) = − sec ۶ ∘∘= −۲ 

 

 

 

 ۵.۱ ناتیتمر

۱   ناتیدر تمر −  . دیکن دایپ  𝑡  عدد داده شده  یرا برا ′𝑡  عدد مرجع   ۳

۱)          (𝑎)𝑡 =
۳𝜋

۴
           (𝑏)𝑡 =

۴𝜋

۳
           (𝑐)𝑡 = −

𝜋

۶
 

۲)          (𝑎)𝑡 =
۹𝜋

۴
            (𝑏)𝑡 =

۷𝜋

۶
           (𝑐)𝑡 = −

۲𝜋

۳
 

۳)          (𝑎)𝑡 = ۱ ۵⁄            (𝑏)𝑡 = ۵ 

 

۴   ناتیدر تمر −   . دیکن دایپ  𝜃  داده شده   هیزاو یبرارا   ′𝜃  مرجع  هیزاو  ۵

۴)          (𝑎)𝜃 = ۲۴ ∘∘         (𝑏)𝜃 = ۳۴ ∘∘        (𝑐)𝜃 = −۱۱ ∘∘ 

۵)          (𝑎)𝜃 = ۱۳ ∘∘  ۴ ∘′         (𝑏)𝜃 = −۴ ∘ ۵
∘
          (𝑐)𝜃 = −۲۶ ∘∘  ۳۵

′
 

 

۶   ناتیدر تمر −   . دیکن دایحساب پ نیرا بدون استفاده از ماش ریتوابع ز قیمقدار دق  ۸

۶)          (𝑎) sin (
۲𝜋

۳
)                (𝑏) sin (

۴𝜋

۳
) 

۷)          (𝑎) tan (−
۵𝜋

۴
)           (𝑏) cot ۳۱۵

∘
 

۸)          (𝑎) csc ۳ ∘∘∘                 (𝑏) sec(−۱۲ ∘∘) 
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 ۵.۱ یناتپاسخ تمر

۱   ناتیدر تمر −  . دیکن دایپ  𝑡  عدد داده شده  یرا برا ′𝑡  عدد مرجع   ۳

۱)          (𝑎)𝑡 =
۳𝜋

۴
           (𝑏)𝑡 =

۴𝜋

۳
           (𝑐)𝑡 = −

𝜋

۶
 

 پاسخ 

(𝑎) 𝑡′ = 𝜋 −
۳𝜋

۴
=

𝜋

۴
 

(𝑏) 𝑡′ =
۴𝜋

۳
− 𝜋 =

𝜋

۳
 

0    میباش هداشت دیبا نچو ≤ 𝑡′ ≤
𝜋

۲
  سپ 

(𝑐) 𝑡′ =  
𝜋

۶
 

۲)          (𝑎)𝑡 =
۹𝜋

۴
            (𝑏)𝑡 =

۷𝜋

۶
           (𝑐)𝑡 = −

۲𝜋

۳
 

  خپاس

(𝑎) 𝑡′ =
۹𝜋

۴
− ۲  𝜋 =

𝜋

۴
 

(𝑏) 𝑡′ =
۷𝜋

۶
− 𝜋 =

𝜋

۶
 

(𝑐) 𝑡′ = 𝜋 −
۲𝜋

۳
=

𝜋

۳
 

 

۳)          (𝑎)𝑡 = ۱ ۵⁄            (𝑏)𝑡 = ۵ 

  خپاس

(𝑎) 𝑡′ = 𝜋 − ۱ ∕ ۵ 

(𝑏) 𝑡′ = ۲ 𝜋 − ۵ 

 

۴   ناتیدر تمر −   . دیکن دایپ  𝜃  داده شده   هیزاو یرا برا  ′𝜃  مرجع  هیزاو  ۵

۴)          (𝑎)𝜃 = ۲۴ ∘∘         (𝑏)𝜃 = ۳۴ ∘∘        (𝑐)𝜃 = −۱۱ ∘∘ 

  خپاس

(𝑎) 𝜃′ = ۲۴ ∘∘− ۱۸ ∘∘= ۶ ∘∘ 

(𝑏) 𝜃′ = ۳۶ ∘∘− ۳۴ ∘∘= ۲ ∘∘ 

(𝑐) 𝜃′ = ۱۸ ∘∘− ۱۱ ∘∘= ۷ ∘∘ 
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۵)          (𝑎)𝜃 = ۱۳ ∘∘  ۴ ∘′         (𝑏)𝜃 = −۴ ∘ ۵
∘
          (𝑐)𝜃 = −۲۶ ∘∘  ۳۵

′
 

  خپاس

(𝑎) 𝜃′ = ۱۷۹
∘
 ۶ ∘′− ۱۳ ∘∘  ۴ ∘′= ۴۹

∘
 ۲ ∘′ 

(𝑏) 𝜃′ = ۴ ∘ ۵
∘

− ۳۶ ∘∘= ۴۵
∘
 

(𝑐) 𝜃′ = ۲۶ ∘∘  ۳۵
′

− ۱۸ ∘∘ ∘∘′= ۸ ∘∘  ۳۵
′
 

 

۶   ناتیدر تمر −   . دیکن دایحساب پ نیرا بدون استفاده از ماش ریتوابع ز قیمقدار دق  ۸

۶)          (𝑎) sin (
۲𝜋

۳
)                (𝑏) sin (

۴𝜋

۳
) 

  خپاس

(𝑎) sin (
۲𝜋

۳
) = sin (

𝜋

۳
) =

√۳

۲
 

(𝑏) sin (
۴𝜋

۳
) = − sin (

𝜋

۳
) = −

√۳

۲
 

۷)          (𝑎) tan (−
۵𝜋

۴
)           (𝑏) cot ۳۱۵

∘
 

  خپاس

tan (−
۵𝜋

۴
) = − tan (

𝜋

۴
) = −۱ 

(𝑏) cot(۳۱۵
∘
) − cot ۴۵

∘
= −۱ 

۸)          (𝑎) csc ۳ ∘∘∘                 (𝑏) sec(−۱۲ ∘∘) 

  خپاس

(𝑎) csc ۳ ∘∘∘= − csc ۶ ∘∘= −
۲√۳

۳
 

(𝑏) sec(−۱۲ ∘∘) = − sec(۶ ∘∘) = −۲ 
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  Graphs of the Trigonometric Functions یتوابع مثلثاتنمودار های  - ۶.۱

nis قبل  یدر بخش ها 𝑡   ایو  sin 𝜃  در  نوسیتابع س رینشان دادن مقاد یبرا  𝑡   و  𝜃  میبکار برد . 

به شکل   ییله ها، معاد میرسم کن  𝑥𝑦  مختصات  ستمیس یرا رو نوسینمودار تابع س میخواه  یحالا چون م

  𝑦 = sin 𝑥  نجایا  .میریگ  یدر نظر م   𝑥  انیبر حسب راد هیزاو کیاندازه  ایاست و   یقیعدد حق کی . 

.۱  که در بخش   𝑥 با  میبر  یبکار م نجایرا که ا  𝑥   ریمتغ در آن بخش مراد  اشتباه نشود.  میبکار برد  ۲

توابع  گریموضوع در مورد د نیا  بود.  𝑈 واحد  دائره یرو  𝑃  نقطه مانند  کی  𝑥   مختصات   𝑥  از 

    .دیریهم در نظر بگ یمثلثات

 

𝑦  نمودار  میحالا اگر مثلا بخواه = sin 𝑥  و سپس آن  میکن داینمودار پ یچند نقطه رو یستی، با میرسم کن

𝑦  رسم  یهمان گونه که در جبر مثلا برا . میکن  یم گرید کینقاط را به  = 𝑥۲  البته   .میکرد  یعمل م

  . دیریحساب کمک بگ نیلازم است از ماش

sin مثال  یبرا (
𝜋

۶
) =

۱

۲
  ،   sin (

𝜋

۳
) =

√۳

۲
≈ ∘ ۸۶۶⁄     ، sin (

𝜋

۴
) =

√۲

۲
≈∘∕ ۷ ∘ ۷   

𝑦 نمودار   𝐴   ریدر تصو = sin 𝑥 ریو در تصو   𝐵   نمودار  𝑦 = cos 𝑥  دیکن  یرا ملاحظه م.   

 

 
 

 
 

,0]  از نمودار در بازه قسمت  آن  ۲ 𝜋]   دور تناوب کیرا   𝑪𝒚𝒄𝒍𝒆  به  نوسیتابع س یبرا  نامند.  یم

   𝒔𝒊𝒏𝒆 𝒘𝒂𝒗𝒆    ینوسیحرکت س ای ینوسیموج س ندیگو  یدور تناوب ، م نیا

 

   .یدکن  یملاحظه م یرچند مقدار تابع تانژانت در جدول ز
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𝜋

۳
 

𝜋

۴
 

𝜋

۶
 0 −

𝜋

۶
 −

𝜋

۴
 −

𝜋

۳
 𝑥 

√۳ 
۱ 

√۳

۳
 

0 

−
√۳

۳
 

−۱ 
−√۳ 

tan 𝑥 

 

   .میکن  ینقاط بدست آمده را در صفحه مختصات مشخص م  𝐶   یردر تصو

 

 

tan یرلازم است به مقاد 𝑥  یکیدر نزد    𝑥 =
𝜋

۲
tan که  دیدان  یم  شود. یشتریتوجه ب   𝑥 =

sin 𝑥

cos 𝑥
   

  به طرف   𝑥  که  یهنگام  است.
𝜋

۲
sin  یعنیکند ، صورت کسر   یم دایپ شیافزا   𝑥   یم کینزد کیبه  

cos   یعنی کسر مخرج که یدر صورت  شود. 𝑥  جهیدر نت  شود.  یم  کینزدبه صفر  tan 𝑥  جیبتدر 

 هک دیدان   یمشود.  یم و بزرگ تر بزرگ تر
𝜋

۲
≈

۱

۲
(۳ ۱۴۱۶⁄ ) = ۱ ∕ ۵۷ ∘ ۸  

tan  ریمقاد ریجدول ز 𝑥  یبرا   𝑥  کینزد  
𝜋

۲
   .میبدست آورده ا حساب نیاز ماش با استفاده  

tan(۱ ∕ ۵۷ ∘∘) ≈ ۱۲۵۵ ∕ ۸ 

tan(۱ ∕ ۵۷ ∘ ۳) ≈ ۲ ∘ ۱۴ ∕ ۸ 

tan(۱ ∕ ۵۷ ∘ ۶) ≈ ۵ ∘ ۹۳ ∕ ۵ 

tan(۱ ∕ ۵۷ ∘ ۷) ≈ ۱ ∘ ۳۸۱ ∕ ۳ 

tan(۱ ∕ ۵۷ ∘ ۷۹) ≈ ۱۵۸ ∘ ۵۹ ∕ ۹ 

tan که  دیکن  یملاحظه م 𝑥  که  ی، هنگام ابدی  یم شیافزا یبا چه سرعت  𝑥   به  
𝜋

۲
 شود.  یم کینزد  

  کمتر از  ریاز مقاد  𝑥   که  یهنگام مییگو  یم     
𝜋

۲
  به   

𝜋

۲
tan شود ،   یم کینزد   𝑥   بطور نا محدود

− بزرگ تر از  ریاز مقاد  𝑥  اگر  قیطر نیبه هم  .ابدی  یم شیافزا
𝜋

۲
− به   

𝜋

۲
  شود ، پس   کینزد  

 tan 𝑥  حالت  نیا  شود.  یمحدود کوچک م نا بطور tan 𝑥   در بازه  ( −
𝜋

۲
,

𝜋

۲
نشان   𝐷   ریتصو در  (

)   یها بازه در موضوع نیمسلم است که ا  است. داده شده
𝜋

۲
,

۳𝜋

۲
)  و   (

۳𝜋

۲
,

۵𝜋

۲
به  همشاب یها و بازه  (

 مجانب یدارا نمودار تانژانت  است.  𝜋  تناوب  دور یتابع تانژانت دارا لذا  شود.  یم تکرار  𝜋  طول 

   است. نشان داده شده ریکه در تصو طور است ، همان یعمود یها
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tan(−𝑥) چون  = − tan 𝑥   است. نهیلذا نمودار نسبت به مبدا قر  تابع فرد است. کیپس تابع تانژانت 

csc مثلا ، چون   رسم کرد.  یتوان به اسان  یرا م یتوابع مثلثات هینمودار بق  𝑥 =
۱

sin 𝑥 
  یماست ، پس  

نقطه   𝑦  را  با معکوس کردن مختصات   کسکانت نمودارتابع  ینقطه رو کی  𝑦  توان مختصات 

𝑥   یاست بجز برا  یکار عمل نیا  کرد. دایپ  نوسیس تابع نمودار  یمربوطه رو = 𝑛 𝜋 ،  𝑛 ∈ ℤ رایز 

sin صورت  نیدر ا 𝑥 =   و لذا   0
۱

sin 𝑥 
توان ابتدا نمودار   یم,کار  آسان شدن ینشده است. برا فیتعر  

نمودار   یرو  𝑦  مختصات و سپس  𝐸  ،   ریدر تصو رارسم کرد ، نمودار قرمز رنگ نوسیس تابع

   نمودار کسکانت بدست آورد. یرو را معکوس کرد تا نقاط نوسیس
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کند   یم دایکاهش پ ایو  شیتابع کسکانت بطور نا محدود افزا به رفتار تابع کسکانت توجه داشته باشد. 

𝑛 𝜋 ،    𝑛  به   𝑥  که  یهنگام ∈ ℤ است. یعمود یمجانب ها یتابع کسکانت هم دارا  شود.  یم کینزد 

sec چون   𝑥 =
۱

cos 𝑥
cot و     𝑥 =

۱

tan 𝑥
 بالا رسم کرد. قیتوان به همان طر  یپس نمودار آنها را هم م 

   .دیکن  یملاحظه م  𝐺   ریو نمودار کتانژانت را در تصو  𝐹   رینمودار سکانت در تصو 
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𝑓(𝑥)  نمودار  – مثال  = ۲ sin 𝑥  دیرا رسم کن.   

 پاسخ 

𝑔(𝑥)   میاگر فرض کن = sin 𝑥  از مختصات  کیهر   یبراکه  دیکن  یباشد ، ملاحظه م  𝑥   در تابع

  𝑓   مختصات  𝑦  در تابع  𝑓  برابر مختصات   دو  𝑦  مربوطه در نمودار    𝑔  .پس با روش ساده   است

سپس هر  گ ، ورن قرمز .  ، نمودارمیکن  یرا رسم م  𝑔    تابع  بخش ذکر شد ، نمودار نیهم یکه در ابتدا

به عبارت   𝐻  ،  ریتصو  شوند. دایپ   𝑓  نمودار  یتا نقاط رو میکن  یم مضاعف را  𝑦  از مختصات  کی

   .میده  یکش م یعمود را  𝑔  ، نمودار  گرید

 
 

 

 

 

  ۶.۱ ناتیتمر

 است؟  شیل افزا تابع سکانت در حا 𝜋 ۲  ، و   𝜋 ۲−  نیدر کدام  بازه ها ب  - ۱

 ل  کاهش است؟  تابع سکانت در حا  𝜋 ۲  ، و   𝜋 ۲ −  نیکدام بازه ها ب در–   ۲

sec  راتییحساب تغ نیبا کمک ماش - ۳  𝑥  که  ی، هنگام دیرا مورد بحث قرار ده  𝑥   از هر دو طرف 

  به          
𝜋

۲
  هم از طرف چپ  راست و از طرف هم یعنی  شود.  یم کینزد  

𝜋

۲
  

  . یدنمودار تابع سکانت بحث کن ینهمورد قرر د - ۴

𝑓(𝑥) نمودار  - ۵ = ۴ nis 𝑥 دیرا رسم کن .  

𝑓(𝑥)  نمودار  - ۶ =
۱

۲
sin 𝑥  دیرا رسم کن . 

𝑓(𝑥) نمودار  - ۷ = ۲ cos 𝑥  دیرا رسم کن .  

𝑓(𝑥)  نمودار  - ۸ =
۱

۳
cos 𝑥  دیرا رسم کن .  

𝑓(𝑥)  نمودار  - ۹ = − sin 𝑥  دیرا رسم کن .  
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  ۶.۱ ناتیپاسخ تمر

 است؟  شیل افزا تابع سکانت در حا 𝜋 ۲  ، و   𝜋 ۲−  نیدر کدام  بازه ها ب  - ۱

 پاسخ 

[−۲ 𝜋, −
۳𝜋

۲
)  ، (−

۳𝜋

۲
, −𝜋] ،  [0,

𝜋

۲
) ،  (

𝜋

۲
, 𝜋] 

 

 کاهش است؟ ل   تابع سکانت در حا  𝜋 ۲  ، و   𝜋 ۲ −  نیکدام بازه ها ب در–   ۲

 پاسخ 

[−𝜋, −
𝜋

۲
) , (−

𝜋

۲
, 0]  ،     [𝜋,

۳𝜋

۲
) , (

۳𝜋

۲
،  ۲  𝜋] 

 

sec  راتییحساب تغ نیبا کمک ماش - ۳  𝑥  که  ی، هنگام دیرا مورد بحث قرار ده  𝑥   از هر دو طرف 

  به          
𝜋

۲
  هم از طرف چپ  راست و از طرف هم یعنی  شود.  یم کینزد  

𝜋

۲
  

 پاسخ 

  از طرف چپ به   𝑥  که  یهنگام
𝜋

۲
sec شود ،   یم کینزد   𝑥   رود.  یم  ∞  به طرف   

  از طرف راست  به   𝑥  که  یهنگام
𝜋

۲
sec شود ،   یم کینزد   𝑥   رود.  یم  ∞ − به طرف   

 

  . یدنمودار تابع سکانت بحث کن ینهمورد قردر  - ۴

  خپاس

   .است هنیقر  𝑦   رمحو هب تنسب تسکان عتاب

 

𝑓(𝑥) نمودار  - ۵ = ۴ nis 𝑥 دیرا رسم کن .  
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𝑓(𝑥)  نمودار  - ۶ =
۱

۲
sin 𝑥  دیرا رسم کن . 

 
 

𝑓(𝑥) نمودار  - ۷ = ۲ cos 𝑥  دیرا رسم کن .  

 
 

𝑓(𝑥)  نمودار  - ۸ =
۱

۳
cos 𝑥  دیرا رسم کن .  
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𝑓(𝑥)  نمودار  - ۹ = − sin 𝑥  دیرا رسم کن .  
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  Trigonometric Graphs یمثلثات یهانمودار  - ۷.۱

  یمعادله ها یبخش نمودار ها یندر ا

𝑦 = a sin(𝑏𝑥 + 𝑐) 𝑦      و   = 𝑎 cos(𝑏𝑥 + 𝑐)      (۱) 

, 𝑎،  𝑏   بالا  یدر معادله ها  .میده  یرا مورد بحث قرار م 𝑐 است که  نیهدف ما ا  هستند.  یقیاعداد حق

کار از  نیا یبرا  .میصفحه مختصات مشخص کن یرا رو یادیکه نقاط ز نی، بدون ا مینمودار رسم کن کی

𝑦   ینمودار ها = sin 𝑥   و  𝑦 = cos 𝑥  میریگ  یکمک م.   

𝑐   میکن  یابتدا ، فرض م = 𝑏  و   0 =    .میباشد ، پس دار  ۱

𝑦 = 𝑎 sin 𝑥   و   𝑦 = 𝑎 cos 𝑥       (۲) 

را با ضرب کردن مختصات   (۲)  شماره  یمعادله ها یها نمودار ینقاط رو  𝑦  مختصات  میتوان  یم

  𝑦  ینمودار ها ینقاط رو   𝑦 = sin 𝑥   و  𝑦 = cos 𝑥   در  𝑎  میکن دایپ.   

𝑦  نمودار  = ۲ nis 𝑥   ۱  را در بخش. 𝑦  . نمودار میرسم کرد  ۶ =
۱

۲
sin 𝑥  ریرا در تصو   𝐴   

𝑦  نمودار  . دیکن  یملاحظه م = sin 𝑥   قرمز رنگ است و نمودار  𝑦 =
۱

۲
sin 𝑥  رنگ است. اهیس   

 
𝑦  نمودار  یظاهرشکل   = 𝑎 sin 𝑥   ریدر تصاو    𝐵   و  𝐶  دیکن  یملاحظه م.   

   
 

 
 دامنه نوسان تابع  یانامند. و   یمنمودار  Amplitude   دامنه نوسانرا   |𝑎|  مقدار  ینتر یشب

  𝑓(𝑥) = 𝑎 nis 𝑥   

  عبارت است از    𝐴   یرتصومثلا دامنه نوسان 
۱

۲
   

𝑎  اگر  < 𝑦  نمودار  ینقاط رو  𝑦  باشد ، پس مختصات   0 = 𝑎 sin 𝑥 مختصات   یمنف 𝑦   مربوطه

𝑦    نمودار  یرو = |𝑎| sin 𝑥   .رینمودار تصو است   𝐶  ریانعکاس تصو   𝐵  محور  یرو  𝑥  .است 
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𝑦  نوسان دامنه  – ۱مثال  = −۲ sin 𝑥  دیو سپس نمودار آنرا رسم کن دیکن دایرا پ .  

 پاسخ 

𝑎  چون  = −۲ < ابتدا نمودار   است.  𝐶   رینمودار تصو  یظاهر کل هیاست ، پس نمودار آن شب   0

  𝑦 = sin 𝑥  از مختصات  کی، نمودار قرمز رنگ ، و سپس هر  میکن  یرسم م  𝑦   ضرب    ۲− را در

|۲−|  دامنه نوسان   دهد.  یرا به ما م  𝐷   ریرنگ در تصو اهینمودار س نیا . میکن  یم =    است.  ۲

 
𝑦  است که نمودار  ینا یگرد روش = ۲ sin 𝑥  محور  یرا رو  𝑥  میمنعکس کن .  

 

𝑦   نمودار –مثال  = ۳ cos 𝑥   دیرسم کنرا.   

 پاسخ 

𝑦  ابتدا نمودار  = cos 𝑥  و سپس مختصات  میکن  یرا رسم م ، 𝑦   نیدر ا . میکن  یضرب م  ۳  را در 

  𝐸   ریتصو  است.  ۳  حالت ، دامنه نوسان 

 
 

𝑦   حالا در مورد  = 𝑎 nis 𝑏𝑥  و  𝑦 = 𝑎 cos 𝑏𝑥  که   ی، در صورت میکن  یصحبت م  𝑏 ≠  باشد.  0

ها را  نمودار نیتناوب ا یها  دوره ریز هیقض  است.  |𝑎|  همان طور که قبلا هم گفته شد ، دامنه  

   دهد.  یم حیتوض

  

𝒇(𝒙)  اگر  –  یهقض = 𝒂 𝐬𝐢𝐧 𝒃𝒙   ای   𝒇(𝒙) = 𝒂 𝐜𝐨𝐬 𝒃𝒙  ، و  باشد  𝒂 ≠ 𝒃   ،و   𝟎 ≠ 𝟎   

   پس دره تناوب تابع 
 ۲𝝅

|𝒃|
 است.   

 

بدست   𝑓   یدور تناوب برا کی قایدق کند ، دایپ شیافزا  𝜋 ۲  به  از صفر  𝑏𝑥   یماگر فرض کن – اثبات 

𝑏   یبرا  .میآور  یم > 0   که نیا یبرا  یو کاف لازم  شرط ، میدار  0 ≤ 𝑏𝑥 ≤ ۲ 𝜋  ، است نیا باشد 

0  که  ≤ 𝑥 ≤
۲𝜋

𝑏
𝑏   یبرا و باشد ،   < 0  که  نیا یبرا  یکاف و لازم شرط ، میدار  0 ≤ 𝑏𝑥 ≤ ۲ 𝜋   
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  است که  نیا باشد ،
۲𝜋

𝑏
≤ 𝑥 ≤   طول به بازه  کی دور تناوب در کیفقط   دو حالت در هر  باشد.  0

  
 ۲𝜋

|𝑏|
   دارد. وجود  

 

 .دینمودار آنرا رسم نمائ و سپس دیکن دایرا پ  𝑓  تناوب  و دور نوساندامنه  – ۳مثال 

(𝑎) 𝑓(𝑥) = nis ۲𝑥            (𝑏) 𝑓(𝑥) = sin
۱

۲
𝑥 

 پاسخ 

𝑓(𝑥)  چون هر دو تابع به شکل  = 𝑎 sin 𝑏𝑥   است ، پس  𝑎 =  نمودار نوسان هر کدام از و دامنه ۱ 

   است. کیها 

𝑏   میدار  (𝑎)  در تابع   =   دور تناوب و لذا   ۲
۲𝜋

|𝑏|
=

۲𝜋

۲
= 𝜋  موج  کیفقط  یعنی نیاست ، ا

,0]  بازه  در کینوسان  با  دامنه ینوسیس 𝜋] ریتصو  . میدار   𝐹  

 

𝑏   میدار  (𝑏)  در تابع  =
۱

۲
  و لذا دور تناوب   

۲𝜋

|𝑏|
=

۲ 𝜋

۱

۲

= ۴ 𝜋  .با دامنه  ینوسیموج س کی  است

,0]در بازه  کینوسان  ۴ 𝜋] ریتصو  .میدار   𝐺   

  

𝑓(𝑥)  اگر  = 𝑎 nis 𝑏𝑥   باشد و اگر  𝑏  عدد مثبت بزرگ باشد ، پس دور تناوب  کی  
۲𝜋

𝑏
کوچک   

,0]  در بازه  ینوسیسموج    𝑏  تعداد  قتیدر حق  هم هستند. کینزد ینوسیاست و لذا امواج س ۲ 𝜋]   

𝑏   میدار  𝐹   ریمثلا در تصو  وجود دارد. = ,0]  در بازه  ینوسیو لذا دو موج س  ۲ ۲ 𝜋]  .وجود دارد 

  پس  کوچک باشد ،  𝑏  اگر  
۲𝜋

𝑏
 میمثلا اگر داشته باش  بزرگ است و لذا امواج از هم فاصله دارند.  

  𝑦 = sin
۱

۱∘
𝑥   پس  

۱

۱∘
,0]  در بازه  ینوسیموج س    ۲ 𝜋]   ۲  طول  بازه به کیوجود دارد و ∘  𝜋  
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𝑦   می، دار دیکن توجه  𝐺   ریتصو به  .میکامل داشته باش ینوسیموج س کی تا لازم است = sin
۱

۲
𝑥  لذا  

,0]  بازه  در که دیکن  یملاحظه م ۲ 𝜋]  میدار ینوسیموج س نصف.   

𝑏  اگر  < sin(−𝑥) که  میدان  یچون م باشد ،  0 = − sin 𝑥  یم قتیحق نیاست ، پس با استفاده از  ا  

𝑦  نمودار  میتوان = 𝑎 sin 𝑏𝑥  نمودار  گریبه عبارت د  .میرا رسم کن ،  𝑦 = sin(−۲𝑥)  مانند 

𝑦   نمودار = − sin ۲𝑥   .است   

 

𝑓(𝑥)  دامنه نوسان و دور تناوب – ۴مثال  = ۳ sin ۲𝑥  دیو سپس نمودار آنرا رسم کن دیکن دایرا پ.   

 پاسخ 

  سه است و دور تناوب   𝑓  دامنه نوسان 
۲𝜋

۲
= 𝜋  .ابتدا نمودار   است  𝑦 = sin ۲𝑥  میکن  یرا رسم م ، 

رنگ  اهیتا نمودار س ، میکن  یم ضرب سه نقاط را در مختصات هر کدام از و سپسرنگ ،  قرمز نمودار

   .دیآ بدست.  𝐻   ریتصو در

 
 

𝑓(𝑥)  دامنه نوسان و دور تناوب  – ۵مثال  = ۲ sin(−۳𝑥)  و سپس نمودار آنرا رسم  دیکن دایرا پ ،

   .دیکن

 پاسخ 

𝑓(𝑥)  چون  = ۲ sin(−۳𝑥) = −۲ sin ۳𝑥   ۲−|  است ، پس دامنه نوسان| =  و  است  ۲

     دورتناوب
۲𝜋

۳
  به طول  بازه در ینوسیموج س  کیپس   است.  

۲𝜋

۳
 بر دلالت  یعلامت منف  دارد. وجود  

,0]  بازه  رسم نمودار ، یبرا  .میدار  𝑥   حول محور انعکاس کیکه  دارد نیا
۲𝜋

۳
 ، دیرینظر بگ در را  [

محور  حول سپس آنرا و رنگ ، نمودار قرمز , دیکن رسم  ۲  با دامنه نوسان  ینوسیموج س کی

  𝑥  ریدا تصو رنگ اهیس نمودار  .دیمنعکس کن   𝐼   
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   .یمده  یمورد بحث قرار م را یرتابع ز نمودار یتدر نها

𝒇(𝒙) = 𝒂 𝐬𝐢𝐧(𝒃𝒙 + 𝒄) 

 ، اگر  دیآ  یبدست م ینوسیس  موج  کی  است.  |𝑎|  طبق معمول دامنه نوسان 

0 ≤ 𝑏𝑥 + 𝑐 ≤ ۲ 𝜋 

  ایو 

−𝑐 ≤ 𝑏𝑥 ≤ ۲ 𝜋 − 𝑐   
𝑏  لذا اگر   باشد. >  ریز یدر بازه ها  𝑥  که  یشود هنگام  یم جادیا ینوسیموج س کیباشد ، پس   0

 کند.   رییتغ

[−
𝑐

𝑏
,
۲ 𝜋 − 𝑐

𝑏
] −]     یا    

𝑐

𝑏
, −

𝑐

𝑏
+

۲𝜋

𝑏
] 

−   اگر 
𝑐

𝑏
< 𝑦  جا بجا کردن نمودار  یعنی نیباشد ، ا   0 = 𝑎 sin 𝑏𝑥   به اندازه  |−

𝑐

𝑏
به طرف   |

− اگر   چپ.
𝑐

𝑏
 >   لذا دور تناوب تابع   به سمت راست است. ییبجا باشد ، جا   0

۲𝜋

𝑏
عدد   است.  

 −
𝑐

𝑏
𝑏  داد ، اگر  توان ادامه  یم بحث را نیهم  نامند.  یتابع م  Phase Shift ییگام جا بجا را    < 0   

𝑓(𝑥)  اگر  ایباشد و  = 𝑎 cos(𝑏𝑥 + 𝑐)  .را حفظ  ییگام جا بجا  کردن دایپ فرمول ستیلازم ن  باشد

حل دو  با میتوان  یدوره تناوب باشد ، م  کیکه شامل فقط  یکردن بازه ا دایپ یبرا یدر هر مساله ا  .میکن

   .میبدست آور ریمعادله ز

𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑏𝑥   و  0 + 𝑐 = ۲ 𝜋 

 

𝑓  نمودار  – ۶مثال  = ۳ sin (۲𝑥 +
𝜋

۲
   .دیکن دایرا پ ییو گام جا بجا  دیرا رسم کن  (

 پاسخ 

𝑎  مثال  نیدر ا = ۳  ،     𝑏 = ۲  ،   𝑐 =
𝜋

۲
دامنه نوسان سه و دور تناوب  یداراپس نمودار  است.   

  
۲𝜋

۲
= 𝜋  .میکن  یباشد ، فرض م ینوسیموج س کیبازه که شامل فقط  کی کردن دایپ یبرا  است 

  ۲𝑥 +
𝜋

۲
  یبدست م ریبازه با حل کردن دو معادله ز نیا ییانتها نقاط باشد ، لذا ریمتغ  𝜋 ۲  تا  صفر از  

   .دیآ

۲𝑥 +
𝜋

۲
= ۲𝑥   و     0 +

𝜋

۲
= ۲ 𝜋 

  جهیدر نت

𝑥 = −
𝜋

۴
𝑥    و    =

۳𝜋

۴
 

−]  با دامنه نوسان سه در بازه  ینوسیموج س کیلذا   .میآور  یبدست م
𝜋

۴
,

۳𝜋

۴
   افتد.  یاتفاق م  [

  میدار چون
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−
𝑐

𝑏
= −

𝜋

۲

۲
= −

𝜋

۴
< 0  

𝑦  نمودار    𝑓   ،نمودار   رسم  یبرا پساست ،  = ۳ sin(۲𝑥) نمودار قرمز رنگ در  را  رسم نموده ،

  و سپس به اندازه   𝐽   ,  ریتصو
𝜋

۴
   𝐽   ریرنگ در تصو اهینمودار س  .میکن  یچپ جا بجا م به طرف  

|−
𝑐

𝑏
| =

𝜋

۴
 

 −   ییگام جا بجا پس     
𝜋

۴
 .است   

 
𝑦  دور کامل  کی ′𝐽    ریتصو = ۳ sin(۲𝑥)   قرمز رنگ 

𝑦  دور کامل  کیو  = ۳ sin (۲𝑥 +
𝜋

۲
 اهینمودار س که دیکن  یمملاحظه   دهد.  یرنگ را نشان م اهیس  (

  رنگ همان نمودار قرمز رنگ است که به اندازه 
𝜋

۴
    سمت چپ  جا بجا شده است. به  
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𝑓(𝑥)   نمودار  - ۷مثال  = ۲ cos(۳𝑥 − 𝜋) دیکن دیرا پ ییبجا  و گام جا دیرا رسم کن. 

    پاسخ

 

 
 

𝑎  مثال  نیدر ا = ۲   ،    𝑏 = ۳    , 𝑐 = −𝜋  .و دور تناوب   ۲  پس دامنه نوسان  است  
۲𝜋

۳
   است.  

۳𝑥   میکن  یباشد ، فرض م نوسیدوره کامل کس ایچرخه  کیکه فقط  یکردن بازه ا دایپ یبرا − 𝜋   از

   هستند. ریز  معادلات یها شهیبازه ر نیا ییانتها نقاط  باشد. ریمتغ  𝜋 ۲  صفر تا 

۳𝑥 − 𝜋 = ۳𝑥   و  0 − 𝜋 = ۲ 𝜋 

  جهیدر نت

𝑥 =
𝜋

۳
𝑥     و    =

۳𝜋

۳
= 𝜋 

]  در بازه   ۲  با دامنه نوسان  نوسیکسدور کامل  کیلذا 
𝜋

۳
, 𝜋]  رسم نمودار  یبرا  افتد.  یاتفاق م  𝑓   

𝑦  ابتدا نمودار  = ۲ cos(۳𝑥) ریتصو در  رنگ قرمز نمودار م،یکن  یم رسم را   ،  𝐾 چون  و

  −
𝑐

𝑏
=

𝜋

۳
>    اندازهبه  قرمز رنگ را است ، نمودار  0

𝜋

۳
لذا گام جا   .میکن  یراست جا بجا م سمت به  

   ییبجا 
𝜋

۳
   است.  𝑓  رنگ نمودار  اهینمودار س  است.  

𝑦  دور کامل  کی ′𝐾    ریتصو = ۲ cos(۳𝑥)   قرمز رنگ 

𝑦  دور کامل  کیو  = ۲ cos(۳𝑥 − 𝜋)  اهینمودار س که دیکن  یملاحظه م  دهد.  یرنگ را نشان م اهیس 

  رنگ همان نمودار قرمز رنگ است که به اندازه 
𝜋

۳
    سمت راست جا بجا شده است. به  

 
 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



صرافانوشـیروان  مثلثاتینمودار های    اصول مثلثات ۱.۷    

89 
 

𝑓(𝑥)  اگر   = 𝑎 nas(𝑏𝑥 + 𝑐)  تناوب  باشد ، دور  
𝜋

|𝑏|
دور تناوب  یتابع تانژانت دارا رایاست ، ز  

  𝜋  .مختصات  یبرا یحد و حدود چون  است  𝑦  دامنه نوسان تانژانت  میتوان  ینقاط وجود ندارد ، پس نم

𝑦  تابع   𝑦  مختصات  کردن دایپ یحال برا هر در اما  .میمشخص کن را = 𝑎 tan(𝑏𝑥 + 𝑐)  آنچه مانند 

𝑦   هم در مورد ییگام جابجا    میکن  یعمل م گفته شد نوسیو کس نوسیس در مورد = 𝑎 tan(𝑏𝑥 + 𝑐)  

   .میکن  یذکر نم

 

توابع  لهیتوان بوس  یرا م  ییها دهیپد نیچن  دارند. کیتمیو ر یتناوبحالت ،  عتیها در طب دهیاز پد یاریبس

   .دیتوجه کن  ۸  به مثال  کرد.  انیب یمثلثات

 :Cyclic یتناوب

 :Rhythmic کیتمیر

 

دادن هوا  رونیب فرو بردن هوا و سپس یعبارت  است از بطور تناوبتنفس  مراحل مختلف – ۸مثال 

 زانیم   𝐹 اگر  افتد.  یاتفاق م هیهر پنج ثان   معمولا بازدم و دم  دور کامل کی دم و بازدم.  یعنی است. 

⧵∘    هوا انیجر زانیم  ممیو اگر ماکسباشد   𝑡  در زمان  هیدر ثان تریحسب ل  بر هوا انیجر در  تریل ۶

𝐹  فرمول  کیباشد ،  هیثان = 𝑎 sin 𝑏𝑡  که متناسب با اطلاعات داده شده باشد.  دیکن دایپ  

 :Processمراحل مختلف 

 :Alternateتناوب 

 :Alternatingمتناوب 

 :Inhaleفرو بردن هوا  –دم 

 :Exhaleدادن هوا  رونیب –بازدم 

 

 پاسخ 

.  یعنیاست ،   𝑡  تابع بر حسب  کی   𝐹  هوا انیجر زانیم 𝐹 = 𝑓(𝑡)  اگر  𝑓(𝑡) = 𝑎 sin 𝑏𝑡   باشد

𝑏   ،و  >   .شود   یم  𝑓  پس دور تناوب  0
۲𝜋

𝑏
 و لذا   است. هیثان  ۵  مثال دور تناوب  نیدر ا  

۲𝜋

𝑏
= ۵ ⇒ 𝑏 =

۲𝜋

۵
 

   .میپس دار  𝑎   ،دامنه نوسان شود به   یهوا ، مربوط م انیچون حد اکثر جر

𝐹 =∘∕ ۶ sin (
۲𝜋

۵
𝑡) 
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 ۷.۱ ناتیتمر

   .دیو دامنه نوسان و دور تناوب آنرا مشخص کن دینمودار هر تابع  را رسم کن ریز ناتیدر تمر - ۱

𝑎) 𝑓(𝑥) = ۴ sin 𝑥 

𝑏) 𝑓(𝑥) = sin ۴𝑥 

𝑐) 𝑓(𝑥) =
۱

۴
sin 𝑥 

𝑑) 𝑓(𝑥) = sin (
۱

۴
𝑥) 

𝑒) 𝑓(𝑥) = ۲ sin (
۱

۴
𝑥) 

𝑓) 𝑓(𝑥) =
۱

۲
sin ۴𝑥 

𝑔) 𝑓(𝑥) = −۴ sin 𝑥 

ℎ) 𝑓(𝑥) = sin(−۴𝑥) 

 

   .دیو دامنه نوسان و دور تناوب را مشخص کن دیرا رسم کن  𝑓  نمودار  ریز ناتیدر تمر - ۲

𝑎) 𝑓(𝑥) = ۳ cos 𝑥 

𝑏) 𝑓(𝑥) = cos ۳𝑥 

𝑐) 𝑓(𝑥) =
۱

۳
cos 𝑥 

𝑑) 𝑓(𝑥) = cos
۱

۳
𝑥 

𝑒) 𝑓(𝑥) = ۲ cos (
۱

۳
𝑥) 

𝑓) 𝑓(𝑥) =
۱

۳
cos ۲𝑥 

𝑔) 𝑓(𝑥) = −۳ cos 𝑥  

ℎ) 𝑓(𝑥) = cos(−۳𝑥) 

 

۳   ناتیدر تمر −    .دیاز معادله ها را رسم کن کینمودار هر  ۲۲

۳)    𝑦 = sin (𝑥 −
𝜋

۲
) 

۴)    𝑦 = ۳ sin (𝑥 −
𝜋

۳
) 
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۵)    𝑦 = cos (𝑥 +
𝜋

۳
) 

۶)    𝑦 = ۴ cos (𝑥 +
𝜋

۳
) 

۷)    𝑦 = sin(۳𝑥 + 𝜋) 

۸)   𝑦 = −۲ sin(۳𝑥 + 𝜋)  

۹)    𝑦 = ۵ sin (۳𝑥 −
𝜋

۲
) 

۱ ∘) 𝑦 = ۶ sin  (𝜋𝑥) 

۱۱) 𝑦 = ۲ cos
𝜋

۲
𝑥 

۱۲) 𝑦 =
۱

۲
sin ۲ 𝜋𝑥 

۱۳) 𝑦 =
۱

۲
sec 𝑥 

۱۴) 𝑦 = −۲ csc 𝑥 

۱۵) 𝑦 = sec ۲𝑥 

۱۶) 𝑦 = csc (𝑥 −
𝜋

۴
) 

۱۷) 𝑦 = tan
۱

۲
𝑥 

۱۸) 𝑦 = tan (𝑥 +
𝜋

۲
) 

۱۹) 𝑦 =
۱

۲
cot 𝑥 

۲ ∘) 𝑦 = tan  (−𝑥) 

۲۱) 𝑦 = ۲ sin (𝑥 −
𝜋

۲
) 

۲۲) 𝑦 = sin (𝑥 +
𝜋

۲
) 
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۲۳   ناتیدر تمر −   کیهر  یبرا  .دیکن  یرا ملاحظه م ینمودار توابع مثلثات  ۲۴

  . دیکن دایدامنه نوسان و دور تناوب را پ – الف 

𝑦  معادله به شکل  کی – ب  = 𝑎 sin(𝑏𝑥 + 𝑐)  دیسیبنو.   

  . دیکن دایرا پ ییبجا  گام جا – ج 

 

۲۳ 

 
 

۲۴ 

 
 

ملاحظه  قیانسان هنگام خوب عم مغز   یکیمغز نگار الکتر ثبت  شده  توسط امواج ریز ریدر تصو - ۲۵

𝑊   میاگر فرض کن  .دیکن  یم = 𝑎 nis(𝑏𝑡 + 𝑐)  امواج باشد ، مقدار  نیا گر انیب  𝑏  دیکن دایرا پ.   
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مرحله خون از  نیاست که در ا  𝑆𝑦𝑠𝑡𝑜𝑙𝑖𝑐 𝑝ℎ𝑎𝑠𝑒   کیل ستویانسان شامل مرحله س ضربان قلب – ۲۶

مرحله  نیاست که در ا 𝐷𝑖𝑠𝑡𝑜𝑙𝑖𝑐 𝑝ℎ𝑎𝑠𝑒   کیل استویو مرحله د ابدی یم انیبطن قلب به آئورت جر

 کینشان دادن  یاغلب برا دیکن  یمشاهده م لیتابع که نمودار آن در ذ کی کند.   یقلب استراحت م چهیماه

   کیل ستویمرحله س نیشخص مع کی یبرا  رود.  یبکار م  انیجر نیا دور کامل
۱

۴
 کشد.  یطول م هیثان  

.  و   𝑎  مطلوب است   است. هیدر ثان تریل  ۸  خون  انیجر زانیحد اکثر م  و  𝑏  
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 ۷.۱ ناتیپاسخ تمر

   .دیو دامنه نوسان و دور تناوب آنرا مشخص کن دینمودار هر تابع  را رسم کن ریز ناتیدر تمر - ۱

𝑎) 𝑓(𝑥) = ۴ sin 𝑥 

 
دامنه نوسان   = دور تناوب   ،    ۴ = ۲  𝜋   

 

𝑏) 𝑓(𝑥) = sin ۴𝑥 

 

دامنه نوسان     = دور تناوب   ،   ۱ =
𝜋

۲
    

𝑐) 𝑓(𝑥) =
۱

۴
sin 𝑥 

 
 

دامنه نوسان    =
۱

۴
دور تناوب   ،       = ۲ π   
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𝑑) 𝑓(𝑥) = sin (
۱

۴
𝑥) 

 
  

دامنه نوسان    = دور تناوب   ،      ۱ = ۸ π   
    

𝑒) 𝑦 = ۲ sin (
۱

۴
𝑥) 

 
دامنه نوسان   = دور تناوب   ،      ۲ = ۸ π   
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𝑓) 𝑓(𝑥) =
۱

۲
sin ۴𝑥 

 

دامنه نوسان =
۱

۲
دور تناوب   ،       =

π

۲
   

𝑔) 𝑦 = −۴ sin 𝑥 

  
دامنه نوسان = دور تناوب   ،      ۴ = ۲ π   

 

ℎ) 𝑓(𝑥) = sin(−۴𝑥) 

 
 

دامنه نوسان = دور تناوب   ،      ۱ =
π

۲
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   .دیو دامنه نوسان و دور تناوب را مشخص کن دیرا رسم کن  𝑓  نمودار  ریز ناتیدر تمر - ۲

𝑎) 𝑓(𝑥) = ۳ cos 𝑥 

 
دامنه نوسان = دور تناوب   ،      ۳ = ۲ π 

𝑏) 𝑦 = cos ۳𝑥 

 

دامنه نوسان = دور تناوب   ،      ۱ =
۲π

۳
 

𝑐) 𝑓(𝑥) =
۱

۳
cos 𝑥 

 

دامنه نوسان =
۱

۳
دور تناوب   ،       = ۲ π 
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𝑑) 𝑦 = cos
۱

۳
𝑥 

 
دامنه نوسان = دور تناوب   ،      ۱ = ۶ π 

𝑒) 𝑓(𝑥) = ۲ cos (
۱

۳
𝑥) 

 
دامنه نوسان = دور تناوب   ،      ۲ = ۶ π 

𝑓) 𝑓(𝑥) =
۱

۳
cos ۲𝑥 

 

دامنه نوسان =
۱

۳
دور تناوب   ،       =  π 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



صرافانوشـیروان  مثلثاتینمودار های    اصول مثلثات ۱.۷    

99 
 

𝑔) 𝑓(𝑥) = −۳ cos 𝑥  

 
 

دامنه نوسان = دور تناوب   ،      ۳ = ۲ π 

ℎ) 𝑓(𝑥) = cos(−۳𝑥) 

 

دامنه نوسان = دور تناوب   ،      ۱ =
۲π

۳
 

 

۳   ناتیدر تمر −    .دیاز معادله ها را رسم کن کینمودار هر  ۲۲

۳)    𝑦 = sin (𝑥 −
𝜋

۲
) 
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۴)    𝑦 = ۳ sin (𝑥 −
𝜋

۳
) 

 

۵)    𝑦 = cos (𝑥 +
𝜋

۳
) 

 

۶)    𝑦 = ۴ cos (𝑥 +
𝜋

۳
) 
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۷)    𝑦 = sin(۳𝑥 + 𝜋) 

 
۸)   𝑦 = −۲ sin(۳𝑥 + 𝜋)  

 

۹)    𝑦 = ۵ sin (۳𝑥 −
𝜋

۲
) 
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۱ ∘) 𝑦 = ۶ sin  (𝜋𝑥) 

 

۱۱) 𝑦 = ۲ cos
𝜋

۲
𝑥 

 

۱۲) 𝑦 =
۱

۲
sin ۲ 𝜋𝑥 
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۱۳) 𝑦 =
۱

۲
sec 𝑥 

 
 

۱۴) 𝑦 = −۲ csc 𝑥 

 
 

۱۵) 𝑦 = sec ۲𝑥 
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۱۶) 𝑦 = csc (𝑥 −
𝜋

۴
) 

 
 

۱۷) 𝑦 = tan
۱

۲
𝑥 

 
 

۱۸) 𝑦 = tan (𝑥 +
𝜋

۲
) 
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۱۹) 𝑦 =
۱

۲
cot 𝑥 

 
 

۲ ∘) 𝑦 = tan  (−𝑥) 

 

 
 

۲۱) 𝑦 = ۲ sin (𝑥 −
𝜋

۲
) 
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۲۲) 𝑦 = sin (𝑥 +
𝜋

۲
) 

 
 

 

 

۲۳   ناتیدر تمر −   کیهر  یبرا  .دیکن  یرا ملاحظه م ینمودار توابع مثلثات  ۲۴

  . دیکن دایدامنه نوسان و دور تناوب را پ – الف 

𝑦  معادله به شکل  کی – ب  = 𝑎 sin(𝑏𝑥 + 𝑐)  دیسیبنو.   

  . دیکن دایرا پ ییبجا  گام جا – ج 

 

۲۳ 

 
 پاسخ 

دامنه نوسان    = دور تناوب   ،   ۴ = ۲ π   

𝑦 = ۴ sin(𝑥 −  𝜋) 

گام جابجائی   = π  
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۲۴ 

 
 پاسخ 

دامنه نوسان    = دور تناوب   ،  ۳ =  π   

𝑦 = ۳ sin (۲𝑥 − 
۳𝜋

۲
) 

گام جابجائی   =
۳π

۴
  

 

ملاحظه  قیمغز  انسان هنگام خوب عم  یکیمغز نگار الکتر ثبت  شده  توسط امواج ریز ریدر تصو - ۲۵

𝑊   میاگر فرض کن  .دیکن  یم = 𝑎 nis(𝑏𝑡 + 𝑐)  امواج باشد ، مقدار  نیا گر انیب  𝑏  دیکن دایرا پ.   

 

 
 پاسخ 

   یکه دور تناوب مساو دیکن  یملاحظه م
۱

۲
𝑊  و طبق فرض مساله   است.   = 𝑎 sin(𝑏𝑥 + 𝑐)  .است 

    .میپس دار 

۲𝜋

𝑏
=

۱

2
    ⇒ 𝑏 = ۴ 𝜋   
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مرحله خون از  نیاست که در ا  𝑆𝑦𝑠𝑡𝑜𝑙𝑖𝑐 𝑝ℎ𝑎𝑠𝑒   کیل ستویانسان شامل مرحله سضربان قلب  – ۲۶

مرحله  نیاست که در ا 𝐷𝑖𝑠𝑡𝑜𝑙𝑖𝑐 𝑝ℎ𝑎𝑠𝑒   کیل استویو مرحله د ابدی یم انیبطن قلب به آئورت جر

 کینشان دادن  یاغلب برا دیکن  یمشاهده م لیکه نمودار آن در ذتابع  کی کند.   یقلب استراحت م چهیماه

   کیل ستویمرحله س نیشخص مع کی یبرا  رود.  یبکار م  انیجر نیا کامل دور
۱

۴
 کشد.  یطول م هیثان  

.  و   𝑎  مطلوب است   است. هیدر ثان تریل  ۸  خون  انیجر زانیحد اکثر م  و  𝑏  

 
 پاسخ 

𝑦  داده شده ، تابع به صورت  ریبر اساس تصو = 𝑎 sin 𝑏𝑡  .کیل ستویمرحله س کیو   است   
۱

۴
   

  میکشد ، پس دار  یطول م هیثان

𝜋

𝑏
=

۱

۴
   ⇒    𝑏 = ۴ 𝜋   

   .میدار ینوسیدور س کی، بلکه نصف  میکامل ندار ینوسیموج س کی نجایاشتباه نشود ، ا

𝑎  است ، پس  هیثاندر  تریل  ۸  خون  انیو چون حد اکثر جر =   میدار تیو در نها ۸

𝑦 = ۸ sin(۴ 𝜋𝑡) 
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  عتاب ودنمودار مجموع رسم   - ۸.۱

Sketching the Graph of Sum of Two Functions  

 یگرحاصل ضرب توابع د یاهستند که توسط مجموع و   ییتابع هااغلب شامل  یاضیر یکار برد ها

 مثلا   شوند.  یم یفتعر

𝑓(𝑥) = nis ۲𝑥 + cos 𝑥   یا   𝑓(𝑥) = ۲
−𝑥
sin 𝑥 

 یتوابع مثلثات یروش نه تنها برا نیا  باشد. دیمف تواند  یم  𝒚  جمع مختصات مجموع توابع ، روش  یبرا

 یباشد و هر دو دارا  ℎ  و   𝑔  مجموع دو تابع   𝑓  اگر   هم کار برد دارد. یگریهر تابع د یبلکه برا

 باشند ، پس   𝐷  دامنه 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥) 
ابتدا از   بدست آورد.  ℎ و   𝑔   یاز نمودار هاتوان   یرا م  𝑓  نمودار  𝐷  .  ها در   𝑥  تمام  یاست برا

𝑦  یرسم نمودار ها = 𝑔(𝑥)   و  𝑦 = ℎ(𝑥)  میکن  یصفحه مختصات شروع م کی یرو .    

𝑓(𝑥۱)  چون  = 𝑔(𝑥۱) + ℎ(𝑥۱)  تمام  یاست برا  𝑥۱   ها در , 𝐷  پس مختصات 𝑦  یهر نقطه رو 

𝑦   نمودار = 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥)   عبارت است از مجموع مختصات  𝑦   توابع  𝑔   و  ℎ   آن نقطه

   مربوطه.

 

𝑓(𝑥)  اگر  -  ۱مثال  = cos 𝑥 + sin 𝑥   باشد ، نمودار  𝑓  دیرا رسم کن .  

 پاسخ 

𝑔(𝑥)   میکن  یفرض م = son𝑥   و  ℎ(𝑥) = sin 𝑥 .پس   باشد  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥)  .است  

.   ریتصو در قرمز رنگ ینمودار ها  .میکن  یمرا رسم   ℎ  و   𝑔   یابتدا نمودار ها 𝐴  کردن  دایپ یبرا

 نقاط و سپس  .میکن  یجمع م باهم را  ℎ   و  𝑔   یرو هر نقطه  𝑦  مختصات   𝑓  نمودار  یرو ینقاط

   𝑓  نمودار  یرو نقطه را چند لیدر ذ  رنگ. اهیس نمودار .  ،میکن  یم متصل گرید کی به را بدست آمده

   𝐴   یررنگ تصو یاهنمودار س ینقاط قرمز رنگ رو  .یمکن  یم یداپ

𝑓 (−
𝜋

۶
) = cos (−

𝜋

۶
) + sin (−

𝜋

۶
) =

√۳

۲
−

۱

۲
=
√۳− ۱ 

۲
,

(

 −
𝜋

۶
,
√۳− ۱

۲

)

  

𝑓 (−
𝜋

۴
) = cos (−

𝜋

۴
) + sin (−

𝜋

۴
) = −

√۲

۲
+
√۲

۲
= 0 , (−

𝜋

۴
, 0) 

𝑓 (−
𝜋

۳
) = cos (−

𝜋

۳
) + sin (−

𝜋

۳
) =

۱

۲
−
√۳

۲
=

۱−√۳

۲
,

(

 −
𝜋

۳
,
۱−√۳ 

۲

)

  

𝑓(0) = cos(0) + sin(0) = ۱+ 0 = ۱ , (0, ۱) 

𝑓 (
𝜋

۶
) = cos(

𝜋

۶
) + sin (

𝜋

۶
) =

√۳

۲
+

۱

۲
=
√۳+ ۱ 

۲
,

(

 
𝜋

۶
,
√۳+ ۱

۲

)
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𝑓 (
𝜋

۴
) = cos(

𝜋

۴
) + sin (

𝜋

۴
) =

√۲

۲
+
√۲

۲
= √۲ , (

𝜋

۴
, √۲) 

 

𝑓 (
𝜋

۳
) = cos(

𝜋

۳
) + sin (

𝜋

۳
) =

۱

۲

√۳

۲
=

۱+√۳

۲
,

(

 
𝜋

۳
,
۱+√۳

۲

)

  

   .دیکن  یرا ملاحظه م  𝐴   ریتصو لیدر ذ  کرد. دایتوان پ  یرا م یگرینقاط د قیطر نیبه هم

 
𝑓(𝑥)  نمودار  – ۲مثال  = cos 𝑥 + sin ۲𝑥  دیرا رسم کن.   

 پاسخ 

𝑔(𝑥)   میکن  یفرض م = cos 𝑥   و  ℎ(𝑥) = sin ۲𝑥   باشد ، پس  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥)  .است  

و سپس مانند مثال   𝐵   ریقرمز رنگ در تصو ینمودار ها م،یکن  یرسم م  ℎ     و  𝑔   یها نمودار ابتدا 

𝑓(𝑥)  نمودار  یرا رو ینقاط  ۱   = cos 𝑥 + sin ۲𝑥  یوصل م گرید کیبه  نقاط را و میکن  یم دایپ  

   رنگ. ه اینمودار س  .میکن

𝑓 (−
𝜋

۶
) = cos (−

𝜋

۶
) + sin (−

𝜋

۳
) =

√۳

۲
−
√۳

۲
= 0 

 

 

𝑓 (−
𝜋

۴
) = cos (−

𝜋

۴
) + sin (−

𝜋

۲
) =

√۲

۲
− ۱ =

√۲− ۲ 

۲
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𝑓 (−
𝜋

۳
) = cos (−

𝜋

۳
) + sin (−

۲𝜋

۳
) =

۱

۲
−
√۳

۲
=

۱−√۳

۲
 

 

  ۱ یآور ادی

𝐜𝐨𝐬(−𝒙) = 𝐜𝐨𝐬𝒙   ،   𝐬𝐢𝐧(−𝒙) = −𝐬𝐢𝐧𝒙 

 

  مانند   ییها هیزاو یمثلثات ریکردن مقاد دایپ یبرا – ۲ یآور ادی
۲𝝅

۳
   ای  

۵𝝅

۲
.۱  به بخش  رویو غ  ۵   

  مرجع  هیمثلا زاو  .دیمرجع مراجعه کن هیزاو
۲ 𝝅

۳
       هیزاو  

𝝅

۳
   است.  

   .یدکن  یرنگ به صورت نقاط قرمز رنگ مشاهده م یاهنمودار س یرو یمکرد یدارا که در بالا پ ینقاط

 

 

 

 

 

 

 

 ۸.۱ یناتتمر

   .یدرا رسم کن یرز نمودار توابع

۱)   𝑦 = son𝑥 + ۳ sin 𝑥 

۲)   𝑦 = ۲ cos 𝑥 + ۳ sin 𝑥 

۳)   𝑦 = sin 𝑥 + cos ۲𝑥 

۴)   𝑦 = cos 𝑥 − sin 𝑥 

۵)   𝑦 = ۲ cos 𝑥 −
۱

۲
sin ۲𝑥 

۶)   𝑦 = ۱+ sin 𝑥 

۷)   𝑦 =
۱

۲
𝑥 + sin 𝑥 

۸)   𝑦 = ۲
𝑥
+ sin 𝑥 

۹)    𝑦 = ۲+ sec 𝑥 

۱ ∘) 𝑦 = cos  𝑥 − ۱ 
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 ۸.۱ یناتپاسخ تمر

   .یدرا رسم کن یرز نمودار توابع

۱)   𝑦 = son𝑥 + ۳ sin 𝑥 

𝑔(𝑥)   میکن  یمفرض  = cos 𝑥   و  ℎ(𝑥) = ۳ sin 𝑥   و  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥) .باشد   

𝑓 (−
𝜋

۳
) = cos (−

𝜋

۳
) + ۳ sin (−

𝜋

۳
) =

۱

۲
−

۳ √۳

۲
=

۱− ۳ √۳

۲
 

𝑓 (−
𝜋

۴
) = cos(−

𝜋

۴
) + ۳ sin (−

𝜋

۴
) =

√۲

۲
−

۳ √۲

۲
= −√۲ 

 
 

۲)   𝑦 = ۲ cos 𝑥 + ۳ sin 𝑥 

𝑔(𝑥)   میکن  یفرض م = ۲ cos 𝑥   و  ℎ(𝑥) = ۳ sin 𝑥   و  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥) .باشد   
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۳)   𝑦 = sin 𝑥 + cos ۲𝑥 

𝑔(𝑥)   میکن  یمفرض  = sin 𝑥   و  ℎ(𝑥) = cos۲ 𝑥   و  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥) .باشد   

 
 

۴)   𝑦 = cos 𝑥 − sin 𝑥 

𝑔(𝑥)   میکن  یفرض م = cos 𝑥   و  ℎ(𝑥) = sin 𝑥   و  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) − ℎ(𝑥) باشد. 

 
 

۵)   𝑦 = ۲ cos 𝑥 −
۱

۲
sin ۲𝑥 

𝑔(𝑥)   میکن  یفرض م  = ۲cos 𝑥   و  ℎ(𝑥) =
۱

۲
sin ۲𝑥   و  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) − ℎ(𝑥) باشد. 
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۶)   𝑦 = ۱+ sin 𝑥 

𝑔(𝑥)   میکن  یفرض م = ℎ(𝑥)  و  ۱ = sin 𝑥   و  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥) .باشد   

 
 

۷)   𝑦 =
۱

۲
𝑥 + sin 𝑥 

𝑔(𝑥)   میکن  یفرض م =
۱

۲
𝑥  و  ℎ(𝑥) = sin 𝑥   و  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥) .باشد   

 

۸)   𝑦 = ۲
𝑥
+ sin 𝑥 

𝑔(𝑥)   میکن  یفرض م = ۲
𝑥
ℎ(𝑥)  و   = sin 𝑥   و  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥) .باشد   
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۹)    𝑦 = ۲+ sec 𝑥 

𝑔(𝑥)   میکن  یفرض م = ℎ(𝑥)  و  ۲ = sec 𝑥   و  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥) .باشد   

 
 

۱ ∘) 𝑦 = cos  𝑥 − ۱ 

 

𝑔(𝑥)   میکن  یفرض م = cos 𝑥  و  ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥)  و  ۱ = 𝑔(𝑥) − ℎ(𝑥) .باشد   
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 رسم نمودار حاصل ضرب دو تابع  - ۹.۱

Sketching Graph of Product of Two Functions 

  

   .میبر  یرا بکار م  𝒚  ضرب مختصات حاصل ضرب توابع ، روش   یبرا

 باشند ، پس   𝐷  دامنه  یباشد و هر دو دارا  ℎ  و   𝑔  حاصل ضرب دو تابع   𝑓  اگر 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ∗ ℎ(𝑥) 
.  ها در   𝑥  تمام  یاست برا 𝐷   

𝑦   یاز رسم نمودار ها  بدست آورد.  ℎ  و    𝑔  یتوان از نمودار ها  یرا م  𝑓  نمودار  = 𝑔(𝑥)   و

  𝑦 = ℎ(𝑥)  چون   .میکن  یشروع م  𝑓(𝑥۱) = 𝑔(𝑥۱) ∗ ℎ(𝑥۱)  تمام  یبرا است  𝑥۱   ها در  𝐷   

𝑦  مودار ن یهر نقطه رو  𝑦  پس مختصات  = 𝑔(𝑥) ∗ ℎ(𝑥) مختصات  حاصل ضرب است از عبارت

  𝑦   توابع  𝑔   و  ℎ  مربوطه. نقطه آن   

 

𝑓(𝑥)  نمودار  –مثال  = ۲
−𝑥
sin 𝑥  دیرسم کن را.   

 پاسخ 

𝑔(𝑥)   میکن  یفرض م = ۲
−𝑥
ℎ(𝑥)  و    = sin 𝑥  .پس   باشد  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ∗ ℎ(𝑥) .است  

  .میکن  یرا رسم م  ℎ  و   𝑔   ینمودار ها  است.  یقیاعداد حق هیکل  ℎ  و   𝑔      دامنهکه واضح است 

در  را  ℎ  و   𝑔   یها نمودار نقطه از هر  𝑦  سپس مختصات   .ریز ریدر تصو قرمز رنگ ینمودار ها

 کیبه  را س آن نقاطو سپ  .دیآ بدست  𝑓   نمودار یرو نقاط متناظر  𝑦   تا مختصات میکن  یم هم ضرب

 رنگ قرمز آن یآمده رو بدست نقاط است و رنگ اهیس ریز ریتصو در  𝑓  نمودار   .میکن  یوصل م گرید

   است.

𝑓(−𝜋) = 𝑔(−𝜋) ∗ ℎ(−𝜋) = ۲
𝜋
∗ sin(−𝜋) = ۲

𝜋
∗ 0 = 0, (−𝜋, 0) 

𝑓 (−
𝜋

۲
) = 𝑔 (−

𝜋

۲
) ∗ ℎ (−

𝜋

۲
) = ۲

𝜋

۲ ∗ sin (−
𝜋

۲
) = ۲

𝜋

۲ ∗ (−۱), (−
𝜋

۲
, −۲

𝜋

۲) 

𝑓(0) = 𝑔(0) ∗ ℎ(0) = ۲
0
∗ sin(0) = ۱ ∗ 0 = 0, (0,0) 

    

𝑓 (
𝜋

۲
) = 𝑔(

𝜋

۲
) ∗ ℎ (

𝜋

۲
) = ۲

−
𝜋

۲ ∗ sin (
𝜋

۲
) = ۲

−
𝜋

۲ ∗ (۱), (
𝜋

۲
, ۲
−
𝜋

۲) 

 

𝑓(𝜋) = 𝑔(𝜋) ∗ ℎ(𝜋) = ۲
−𝜋
∗ sin(𝜋) = ۲

−𝜋
∗ 0 = 0, (𝜋, 0) 
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 ۹.۱ یناتتمر

   .یدرا رسم کن یراز توابع ز یکنمودار هر 

۱)   𝑓(𝑥) = ۲
−𝑥
cos 𝑥 

۲)  𝑓(𝑥) = |𝑥| sin 𝑥 

۳)  𝑓(𝑥) =
۱

۲
𝑥۲ sin 𝑥 

۴)  𝑓(𝑥) = |sin 𝑥| 

۵)  𝑓(𝑥) = sin|𝑥| 
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 ۹.۱ ناتیپاسخ تمر

   .یدرا رسم کن یراز توابع ز یکنمودار هر 

۱)   𝑓(𝑥) = ۲
−𝑥
cos 𝑥 

 پاسخ 

𝑔(𝑥)   میکن  یفرض م = ۲
−𝑥
ℎ(𝑥)  و    = cos 𝑥   باشد ، پس  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ∗ ℎ(𝑥)  .است   

 

𝑓 (−
𝜋

۲
) = 𝑔 (−

𝜋

۲
) ∗ ℎ (−

𝜋

۲
) = ۲

𝜋

۲ ∗ cos (−
𝜋

۲
) = ۲

𝜋

۲ ∗ (0), (−
𝜋

۲
, 0) 

𝑓 (−
𝜋

۴
) = 𝑔 (−

𝜋

۴
) ∗ ℎ (−

𝜋

۴
) = ۲

−
𝜋

۴ ∗ cos (
𝜋

۴
) = ۲

−
𝜋

۴ ∗
√۲

۲
,

(

 −
𝜋

۴
, ۲
−
𝜋

۴ ∗
√۲

۲

)

  

𝑓(0) = 𝑔(0) ∗ ℎ(0) = ۲
0
∗ cos(0) = ۱ ∗ ۱ = ۱, (0, ) 

𝑓 (
𝜋

۲
) = 𝑔(

𝜋

۲
) ∗ ℎ (

𝜋

۲
) = ۲

−
𝜋

۲ ∗ cos(
𝜋

۲
) = ۲

−
𝜋

۲ ∗ 0 = 0, (
𝜋

۲
, 0) 

 
 

۲)  𝑓(𝑥) = |𝑥| sin 𝑥 

 پاسخ 

𝑔(𝑥)   میکن  یفرض م = |𝑥|   و  ℎ(𝑥) = sin 𝑥   باشد ، پس  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ∗ ℎ(𝑥)  .است   
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۳)  𝑓(𝑥) =
۱

۲
𝑥۲ sin 𝑥 

 پاسخ 

𝑔(𝑥)   میکن  یفرض م =
۱

۲
𝑥۲   و  ℎ(𝑥) = sin 𝑥   باشد ، پس  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ∗ ℎ(𝑥)  .است   

 
 

۴)  𝑓(𝑥) = |sin 𝑥| 
  خپاس

sin  رنمودا ،است  ناینما  𝑥   رمحو نیریز تقسم طفق هک گرن زقرم رنمودا 𝑥  است.   

sin −  رنمودا ،است  ناینما  𝑥   رمحو نیریز تقسم طفق هک گرن سبز رنمودا 𝑥  است.   

sin|   رنمودا ،گرفته  رقرا    𝑥   محور یبالا تقسم هک گرن هایس رنمودا 𝑥 |  است.   

 

۵)  𝑓(𝑥) = sin|𝑥| 
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  Applications Involving Right Triangles  یهقائم الزاو یمثلث ها یکار برد ها

  

اما امرزه  . یافتها و طول اضلاع مثلث ها بوجود آمد و توسعه  یهحل مسائل مربوط به زاو یمثلثات برا

ها هنوز درعلوم   در مورد مثلث   ییها  سوال،   ینبا وجود ا ندارند.  یاستفاده چندانکاربرد ها مورد   ینا

که   ییمثلث ها . یمکن  یصحبت م  یهالزاوقائم  یبخش فقط در مورد مثلث ها یندر ا  .یدآ  یم یشپ یعیطب

   .یمده  یبعد مورد بحث قرار م یدر فصل ها  یستندن  قائمه  یهزاو یدارا

   .یمبر  یرا بکار م یرز یمعمولا علامت ها

,𝐴، 𝐵  حروف  یلهمثلث را بوس یک  یها راس 𝐶 که در راس  ییایزوا  .میده  ینشان م  𝐴،  𝐵، 𝐶  قرار

را با   ایزوا نیا یو طول اضلاع روبرو  .میکن  یم ینامگذار 𝛼،  𝛽، 𝛾   بیدارند به ترت

  𝑎،  𝑏، 𝑐 مثلث را هم  مثلث  . میده  یم شینما 𝐴𝐵𝐶  مینام  یم. 

 

𝛾  میباش داشته  𝐴𝐵𝐶  اگر در مثلث  – ۱   مثال = ۹ 𝛼  و   ∘∘ = ۳۴
∘
𝑏   ،و    = ۱ ∘∕ قسمت  هیبق ۵

 . دیبدست آور بیمثلث را بطور تقر یها

   𝐴   ریتصو

 
 پاسخ 

۱۸  مثلث برابر است با  یک یایچون مجموع زوا 𝛼  و  ∘∘ + 𝛾 = ۱۲۴
∘
𝛽  پس   = ۵۶

∘
با   است.  

   .میدار  𝐴   ریتوجه به تصو

tan𝛼 =
ضلع مقابل

اورمج ضلع 
 

tan ۳۴
∘
=

𝛼

۱ ∘∕ ۵
 

𝛼 = (۱ ∘∕ ۵) tan ۳۴
∘
≈ ۷ ∕ ۱ 

   سکانت استفاده کرد. ایو  نوسیاز کس ایتوان   یم  𝑐  کردن ضلع  دایپ یبرا

soc𝛼 =
ضلع مجاور 

وتر
 

cos ۳۴
∘
=

۱ ∘∕ ۵

𝑐
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𝑐 =
۱ ∘∕ ۵

cos۳۴
∘ ≈ ۱۲ ∕ ۷ 

۳۴  ند مان ییایزوا یمثلثات ریکردن مقاد دایپ یبرا–توجه 
∘
   حساب استفاده کرد. نیاز ماش دیبا  

 

𝛾    میداشته باش  𝐴𝐵𝐶  ، مثلث  اگر در– ۲مثال  = ۹ ∘∘ , 𝑎 = ۱۲ ۳⁄ ،    𝑏 = ۳۱  دایاجزا را پ هیبق⁄۶

   .دیکن

 پاسخ 

   𝑩   ریتصو

 

tan𝛼 =
ضلع مقابل

ضلع مجاور
=

۱۲ ∕ ۳

۳۱ ∕ ۶
≈∘∕ ۳۸۹۲ 

۹   نوسیکه س دیدانیم : حیتوض  جهیاست ، پس نت کی هیزاو کی نوسیس  دیاگر بدان حالا  است.  کی  ∘∘

۹  هیاندازه آن زاو دیریگ  یم در کتب مختلف  نوسیکردن معکوس س دایپ ندیگو  یکار م نیبه ا  است.  ∘∘

 ایو   𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛   ایو  𝑠𝑖𝑛−۱  از جمله   برند.  یبکار م  یمختلف ینماد ها نوسیمعکوس س یبرا

  𝐼𝑁𝑉𝑠𝑖𝑛  
در  ندهیآ یدر فصل ها . دیکن دایها را ممکن است پ دیکل نیاز ا  یکیهم   یعلم یحساب ها نیماش یرو

   کرد. میصحبت خواه یمورد معکوس توابع مثلثات

 

⧵∘  کار عدد  نیا یبرا  .میکن  یم دایرا پ  𝛼  حساب ، مقدار  نیبا استفاده از ماش    نیا.دیرا وارد کن ۳۸۹۲

    .دیرا فشار ده ریز  دیکلسپس  کردم. دایکه در بالا پآلفا است  هیزاو   تانژانت عدد

𝑡𝑎𝑛−۱ 
کار اندازه  نیمعکوس تانژانت نوشته شده است. با ا یحساب شما برا نیماش یکه رو یگریهر نماد د ایو 

⧵∘  که تانژانت  آن  یا هیزاو ۲۱  شما عدد   به حساب نیماش  .دیآ  یبدست  م   ۳۸۹۲ ∕   یرا م ۶۵۹۲

    .دیکن لیتبد قهیرا به دق یقسمت اعشار کیبا استفاده از بخش  دیتوان  یدهد.  شما م

𝛼  آلفا   هیمقدار زاو ≈ ۲۱
∘
 ۲   دیآ  یبدست م  ′∘

𝛽 ≈ ۹۸
∘
۶ ∘′− ۲۱

∘
 ۲ ∘′= ۶۸

∘
 ۴ ∘′ 

  𝐵  ریبا توجه به تصو

sec 𝛼 =
𝑐

۳۱ ∕ ۶
 

𝑐 = (۳۱ ∕ ۶) sec 𝛼 
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𝑐 ≈ (۳۱ ۶⁄ ) sec ۲۱
∘
 ۲ ∘ ′ ≈ (۳۱ ∕ ۶)(۱ ∕∘ ۷۳۶) ≈ ۳۳ ∕ ۹ 

 مثلا   .میریکمک بگ   یگرید  از توابع مثلثات میتوان  یم  𝑐  کردن  دایپ یبرا

cos 𝛼 =
۳۱ ∕ ۶

𝑐
 

𝑐 =
۳۱ ∕ ۶

cos(۲۱
∘
 ۲ ∘′)

≈
۳۱ ∕ ۶

∘∕ ۹۳۱۵
≈ ۳۳ ∕ ۹ 

 

  Object  یشئ کی Observer ناظر کی، اگر  دیکن  یملاحظه م  𝐶  ریهمان طور که در تصو

فراز  هیزاوسازد بنام   یباخط افق م Line of Sight تیخط روکه  یا هیزاوپس  Sightکند  تیرورا 

Angle of Elevation بینش هیزاو ای  Angle of Depression شود.   یم دهینام 

   .میدار  بینش هیق باشد ، زاوتر از خط اف نییپا  یفراز ، و اگر شئ هیخط افق باشد،  زاو یبالا  یاگر شئ

  𝐶   ریتصو
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 یفراز تا بالا هیفوت است و زاو   ۱۳۵ برج  کی هینقطه تا پا کی، فاصله  یافق نیزم کی یرو -۳مثال 

۵۷  برج 
∘
 ۲    .دیبدست آور بیارتفاع  برج را بطور تقر است.   ′∘

  𝐷   ریتصو

 
 پاسخ 

  . میدار  𝐷   ری، با توجه به تصو میفرض کن  ℎ  برج را اگر ارتفاع 

nat ۵۷
∘
۲ ∘′=

ℎ

۱۳۵
 

ℎ = (۱۳۵) tan ۵۷
∘
۲ ∘′ 

  . میگفته شد ، دار  ۲  حساب که در مثال  نیحساب و توجه به نحوه کار برد ماش نیماشبا استفاده از 

𝑑 ≈ (۱۳۵)(۱ ∕ ۵۶ ∘) ≈ ۲۱ ∘∕ ۶ ≈ ۲۱۱𝑓𝑡 
 

به   یکشت کیکند که   ینفر مشاهده م کی،  انوسیاق  کی به  رفساختمان مش کی یاز بالا – ۴مثال 

۱  اگر آن شخص  طرف او در حال  حرکت است.  گرفته   قرار بالا تر انوسیفوت نسبت به سطح اق  ∘∘

۲۵  از  یکشت  بینش  هی،  زاو مشاهده طول باشد ، و اگردر 
∘
۴  به     که را  یمسافت کند ، رییتغ  ∘∘

   .دیبدست آور بیطور تقر به کنند  یم  یط مدت نیدر ا یکشت

  𝐸   ریتصو
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 پاسخ 

 یکشت ی، مکان ها بیبه ترت  𝐵  و   𝐴   میکن  ی، فرض م دیکن  یملاحظه م  𝐸   ریهمان طور که در تصو

۲۵    یایزوا در رابطه با
∘
۴  و          و دارد قرار  𝐷   درنقطه   آن شخص میکن  یفرض م  باشند. ∘∘

  𝐶  ۱   یا نقطه  یی بجا مسافت جا  𝑑   میکن  یفرض م   نیهمچنباشد.  𝐷  نقطه  ریز مایمستق فوت  ∘∘

 باشند ،  𝐷𝐵𝐶   و  𝐷𝐴𝐶   یایزوا بیترت به  𝛽   و  𝛼   اگر  باشد.  𝐶   و  𝐵    نیفاصله ب  𝑘   و یکشت

𝛼   میآموخته ا هندسه در اساس آنچه پس بر = ۲۵
∘
𝛽    و   = ۴    .میدار  𝐵𝐶𝐷  مثلث  از  هستند.  ∘∘

cot 𝛽 = cot ۴ ∘∘=
𝑘

۱ ∘∘
 ⟹     𝑘 = ۱ ∘∘ cot ۴ ∘∘ 

   .میدار  𝐷𝐴𝐶  از مثلث 

cot 𝛼 = cot ۲۵
∘
=
𝑑 + 𝑘

۱ ∘∘
  ⟹   𝑑 + 𝑘 = ۱ ∘∘ cot ۲۵

∘
 

  جهیدر نت

𝑑 = ۱ ∘∘ cot ۲۵
∘
− 𝑘 = ۱ ∘∘ cot ۲۵

∘
− ۱ ∘∘ cot۴ ∘∘= ۱ ∘∘ (cot ۲۵

∘
− cot ۴۵

∘
) 

≈ ۱ ∘∘ (۲ ۱۴۵⁄ − ۱ ۹۲۱⁄ ) = ۱ ∘∘ (∘∕ ۹۵۳) = ۹۵ ∕ ۳ 

 لذا 

𝑑 ≈  فوت ۹۵

 

     Bearing   تیموقع ای Direction جهت ،   ها  یکشت  یابیو راه  یدر مسائل مربوط به نقشه بردار

 .میکن  یم  فیتعر نیچن  𝑄  نقطه   تا  𝑃  نقطه  از

  ممکن است  𝑃𝑄  خط  مین  شود.  یم جادیا یجنوب یخط شمال کیو     𝑃𝑄   خط  مین ز که ا یحاد هیزاو

   باشد. یجنوب یغرب آن خط شمال ایدر شرق 

حروف  با یجنوب یخط شمال   .دیکن  یم ملاحظه را یخطوط نیاز چن  نمونه چهار   𝐹   ریدر تصو  .

  𝑁𝑆  رابا   حروف    یغرب یوخط شرق  𝐸𝑊  میده  ینشان م.   

۲۵  از  است عبارت   𝑄۱    نقطه   تا   𝑃 از نقطه    تیموقع
∘
𝑁۲۵  نماد با  است و  یشمال شرق  

∘
𝐸      

𝑁۲۵  نماد   هم با را جهت  شود.  ینشان داده م
∘
𝐸  جهت از و مراد میده  یم نشان   𝑃  به   𝑄۱  .است  

,𝑄۲        تا  𝑃    از یها تیموقع 𝑄۳, 𝑄۴ میده  ینشان م قیطر نیبه هم زین.   

  :Northشمال 

  :Southجنوب 

  :Eastمشرق 

 :Westمقرب 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 اصول مثلثات ۱.۱۰   کار برد های مثلث های قائم الزاویه انوشـیروان صراف 

125 
 

 
 شود.   یم فیتعر نیچن ها تی، جهت ها و موقع ییهوا  یابی در راه

   کند.  یشود و در جهت عقربه ساعت حرکت م  یکه از شمال شروع م یا هیاندازه زاو

ملاحظه   𝐺  با توجه به نمودار   .میا دهیبر خلاف آنچه تا کنون د,مثبت است  هیصورت مقدار زاو نیدر ا  

۴   هیزاو  𝑃𝑄  که جهت  دیکن  یم ۳   هیزاو  𝑃𝑅  است و جهت   ∘∘   است.   ∘∘∘

 

 
 ریدر مس  𝐴   یکنند ، کشت  یبندر را ترک م  زمان کیدر   𝐵  و   𝐴   یبنام ها یدو کشت – ۵مثال 

  𝑁۲۳
∘
𝐸   یدر ساعت و کشت  لیما  ۱۱  با سرعت   𝐵  ریدر مس   𝑆۶۷

∘
𝐸   در  لیما  ۱۵  با سرعت

بدست  بیساعت بطور تقر کیبعد از   𝐴    یکشت تا   𝐵   یکشتاز   تی.موقعکنند  یم قیطر یساعت ط

   .دیآور

 پاسخ 
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 یبندر  𝐶  نقطه   دهد.  یساعت نشان م کیرا بعد از   𝐵  و   𝐴   یها یکشت یمکان ها  𝐻   ریتصو

   ند. ها از آن خارج شده ا یاست که کشت

 

∠𝐴𝐶𝐵 = ۱۸ ∘∘− (۲۳
∘
+ ۶۷

∘
) = ۹ ∘∘ 

   .میپس دار  است. هیمثلث قائم الزو کی  𝐴𝐵𝐶  پس مثلث 

tan𝛽 =
۱۱

۱۵
≈∘∕ ۷۳۳۳ 

⧵∘  دعد 𝛽   هیزاو هانداز نکرد ادیپ   یبرا arctan  دیکل سسپ و دیکن دوار بحسا نیماش رد ۷۳۳۳   

tan−1   ای و   تتانژان هک دده  یم یا هیزاو هانداز اشم هب نیماش رکا نیا اب  .دیده رفشا 

𝛽 ≈ ۳۶
°
 

  .میدار  𝐼   ریحالا با توجه به تصو

∠𝐶𝐵𝐷 = ۹ ∘∘− ۶۷
∘
= ۲۳

∘
 

∠𝐴𝐵𝐷 ≈ ۳۶
∘
+ ۲۳

∘
= ۳۱

∘
 

𝑁۳۱  بایتقر  𝐴  تا   𝐵  جهت از   یعنی
∘
𝑊   یدرجه شمال غرب  ۲۵   ایاست  

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 اصول مثلثات ۱.۱۰   کار برد های مثلث های قائم الزاویه انوشـیروان صراف 

127 
 

.۱  ناتیتمر ۱ ∘  

𝛾   هیزاو مفروض است.   𝐴𝐵𝐶   هیالزومثلث قائم  = ۹  با توجه به قسمت ریز ناتیدر تمر  ت.اس  ∘∘

   .دیا کن دیمثلث را پ یقسمت ها هیداده شده ، بق یها

۱)    𝛼 = ۳ ∘∘    ،  𝑏 = ۲ ∘ 

۲)    𝛽 = ۵۲
∘
  ،  𝑎 = ۱۵ 

۳)    𝛼 = ۱۷
∘
 ۴ ∘′  ،   𝑎 = ۴ ∕ ۵ ∘ 

۴)    𝛽 = ۷۱
∘
 ۵۱

′
  ،  𝑏 = ۲۴ ∘ 

۵)    𝑎 = ۲۵ ،  𝑏 = ۴۵ 

 

 یطول چهار فوت رو به یا هیبا  پنج فوت قد ، سا   یشخص، اگر  دیخورش فراز هیمطلوب است زاو – ۶

  ریز ریتصو  کند.  یم جادیمسطح ا نیزم

 : Shadow هیسا

 
  

۱  سمانیر یکه ابتدا یبطور باد بادک است کیهوا کردن  پسر بچه در حال کی  - ۷ ۵⁄ فاصله  نیاز زم 

۵۴  سازد   یفق منسبت به سطح ا سمانیر نیکه ا یا هیدارد و زاو
∘
 ۲  نیکه ا میاگر فرض کن است.   ′∘

نسبت به ک   بادمتر است ، مطلوب است ارتفاع باد   ۸۵  است و طول آن   صاف  و دهیکاملا کش سمانیر

   ریز ریتصو  .نیسطح زم
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 یضلعهشت  طیمح  است.  متر محاط شده یسانت  ۱۲  باشعاع  رهیدا کیدر منظم   یضلع هشت  کی - ۸

   .دیبدست آور بیرا بطور تقر

 

۷۵   هیبا زاو ایراکت در ساحل در کی - ۹
∘
۱  به مسافت     هیزاو  اگر شود.   یپرتاب م یفوت  ∘∘∘∘

  . دیبدست آور بیپرتاب در تمام مدت ثابت باشد ، ارتفاع راکت را بطور تقر

 

۱  که در ارتفاع  مایهوا پ کی - ۱۰  یرو که ثابت یشئ کی یاز بالا مایکند مسق  یپرواز م یفوت  ∘∘∘∘

۴۲     یشئ بینش هیبعد ، زاو قهیدق کی  گذرد.  یقرار  دارد ، م نیزم
∘
را بطور  مایسرعت هوا پ  است.   

۵۲۸   یمساو لیهر ما  .دیکن دایپ بیتقر    فوت است.  ∘

 

۱   بینش هیبا زاو  خواهد   یخلبان م کی - ۱۱ اگر اکنون در ارتفاع  شود.  کیدبه فرود گاه نز  ∘∘

  ۵  فرود را شروع کند؟  دیاز فرود گاه با یدر حال  پرواز باشد ، در چه مسافت یفوت ∘∘∘

 

𝑁۳۴  را در جهت   بعد از ظهر بندر کیساعت  یکشت کی - ۱۲
∘
𝑊   در ساعت  لیما  ۲۴  با سرعت

:۱  در ساعت  گرید یکشت کی کند.   یترک  م ۳ 𝑁۵۶  در جهت  بعد از ظهر  ∘
∘
𝐸   با سرعت

چقدر  یدو کشت نیساعت سه بعد از ظهر ا در بیتقر بطور  کند.  یترک م بندر را  ساعت در لیما  ۱۸  

  . دیکن دایدوم را پ یکشت  اول تا یاز کشت تیموقع  با هم فاصله دارند.

 

۳۶  با سرعت  مایهوا پ کی - ۱۳ ۱۳۷  ت در حه  𝐴  ساعت از نقطه در  لی ما  ∘
∘
۳  به مدت     قهیدق  ∘

۲۲۷  کند و سپس با همان سرعت در جهت   یپرواز م
∘
 نیا  دهد.  یادامه م به پرواز قهیدق  ۴۵  مدت  به  

   .دیبدست آور بیرا بطور تقر  𝐵  تا   𝐴  فاصله   .مینام  یم  𝐵  را  ینقطه انتها
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 ۱۰.۱ ناتیپاسخ  تمر

𝛾   هیزاو مفروض است.   𝐴𝐵𝐶   هیالزومثلث قائم  = ۹  با توجه به قسمت ریز ناتیدر تمر  است.  ∘∘

   .دیا کن دیمثلث را پ یقسمت ها هیداده شده ، بق یها

۱)    𝛼 = ۳ ∘∘    ،  𝑏 = ۲ ∘ 
 پاسخ 

−۱   ناتیتمر یبرا   . میکن  یاستفاده م ریز ریاز تصو  ۵

 

tan𝛼 =
𝑎

𝑏
  ⇒ 𝑎 = 𝑏(tan𝛼) = ۲ ∘

(

 
√۳

۳

)

   

𝛽 = ۹ ∘∘− ۳ ∘∘= ۶ ∘∘ 

cos 𝛽 =
𝑎

𝑐
 ⇒ 𝑐 =

𝑎

cos(۶ ∘∘)
=

۲ ∘

(

 
√۳

۳

)

 

۱

۲

= ۴ ∘

(

 
√۳

۳

)

   

۲)    𝛽 = ۵۲
∘
  ،  𝑎 = ۱۵ 

𝛼 = ۹ ∘∘− ۵۲
∘
= ۳۸

∘
 

tan𝛼 =
𝑎

𝑏
 ⇒ 𝑏 =

𝑎

tan𝛼
=

۱۵

tan(۳۸
∘
)
≈ ۱۹  

sin 𝛼 =
𝑎

𝑐
 ⇒ 𝑐 =

𝑎

sin𝛼
=

۱۵

sin(۳۸
∘
)
≈ ۲۴  
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۳)    𝛼 = ۱۷
∘
 ۴ ∘′  ،   𝑎 = ۴ ∕ ۵ ∘ 

𝛼 = ۸۹
∘
 ۶ ∘′− ۱۷

∘
۴ ∘′= ۷۲

∘
۲ ∘′ 

tan𝛼 =
𝑎

𝑏
   ⇒ 𝑏 =

𝑎

tan𝛼
=

۴ ∕ ۵

tan(۱۷
∘
 ۴ ∘′)

≈ ۱۴ ∕ ۱  

sin 𝛼 =
𝑎

𝑐
=

۴ ∕ ۵

sin(۱۷
∘
 ۴ ∘′)

≈ ۱۴ ∕ ۸ 

 

۴)    𝛽 = ۷۱
∘
 ۵۱

′
  ،  𝑏 = ۲۴ ∘ 

𝛼 = ۸۹
∘
 ۶ ∘∘− ۷۱

∘
۵۱
′
= ۱۸

∘
۹
′
 

tan𝛼 =
𝑎

𝑏
 ⇒ 𝑎 = 𝑏 tan𝛼 = (۲۴ ∘)(tan(۱۸

∘
۹

۱
)) ≈ ۷۸ ∕ ۶۷  

sin 𝛼 =
𝑎

𝑐
 ⇒ 𝑐 =

𝑎

sin𝛼
=

۷۸ ∕ ۶۷

sin (۱۸
∘
۹
′
)
≈ ۲۵۲ ∕ ۶  

۵)    𝑎 = ۲۵ ،  𝑏 = ۴۵ 

tan𝛼 =
𝑎

𝑏
=

۲۵

۴۵
∘∕ ۵۵ 

𝛼 = arcsin(∘∕ ۵۵) ≈ ۲۹
∘
 

𝛽 ≈ ۹ ∘∘− ۲۹
∘
≈ ۶۱

∘
 

𝐶 = √𝑎۲ + 𝑏۲ = √۲۵
۲
+ ۴۵

۲
≈ ۵۱ 

 

 

 یطول چهار فوت رو به یا هیبا  پنج فوت قد ، سا   ی، اگر شخص دیفراز خورش هیمطلوب است زاو – ۶

  ریز ریتصو  کند.  یم جادیمسطح ا نیزم

 : Shadow هیسا
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 پاسخ  

nat𝜃 =
۵

۴
 

𝜃 = tan−1 (
۵

۴
) = ۵۱

∘
 

 

۱  سمانیر یکه ابتدا یبطور باد بادک است کیهوا کردن  پسر بچه در حال کی  - ۷ ۵⁄ فاصله  نیاز زم 

۵۴  سازد   ینسبت به سطح افق م سمانیر نیکه ا یا هیدارد و زاو
∘
 ۲  نیکه ا میاگر فرض کن است.   ′∘

به نسبت   کارتفاع باد باد  متر است ، مطلوب است  ۸۵  است و طول آن   صاف  و دهیکاملا کش سمانیر

   ریز ریتصو  .نیسطح زم

 
 پاسخ 

  داشت.  می، پس خواه میبنام  𝛼  را   𝐶𝐴𝐵   هیاگر زاو

sin(۵۴
∘
 ۲ ∘′) = sin(۵۴ ∕ ۳۳

∘
) =

𝑎

𝑏
 

𝑎 = sin(۵۴ ∕ ۳۳
∘
)۸۵ = ۶۹ ∕∘ ۵ 

ارتفاع نسبت به زمین   = ۶۹ ∘ ۵⁄ + ۱ ۵⁄ = ۷ ∘∕   متر  ۶
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 یهشت ضلع طیمح  است.  متر محاط شده یسانت  ۱۲  باشعاع  رهیدا کیدر نظم  م یضلع هشت  کی - ۸

   .دیبدست آور بیرا بطور تقر

 پاسخ 

 
   .میکن  یبالا مساله را حل م ریبا توجه به تصو

 دو ، شعاع دائره هستند. هر  𝑂𝐵  و   𝑂𝐴  اضلاع  رایاست ، ز نیالساق یمثلث متساو کی  𝐴𝑂𝐵  مثلث 

𝐴∠   پس   = ∠𝐵  .هیزاو مسازین    است  𝐴𝑂𝐵  ضلع  مسازین نیا  .میکن  یرا رسم م  𝐴𝐵  نقطه  را در

  𝐶  میدار ، میهندسه خوانده ا اساس آنچه در  بر  کند.  یقطع م      ∠𝐴𝑂𝐶 = ∠𝐵𝑂𝐶       

𝐴𝐶   نیهمچن = 𝐵𝐶   و  ∠𝐴𝐶𝑂 = 𝐵𝐶𝑂  .یمثلث ها قتیپس در حق  است   𝐴𝐶𝑂   و  𝐵𝐶𝑂   هم

  یاز آن استفاده م یاست که بزود  یدو مثلث هم نهش هستند موضوع مهم نیا که قتیحق نیا  نهشت هستند.

از آنها همان مثلث   یکیکه  میمثلث هم نهشت دارکه هشت   دیکن  یملاحظه م گرید از طرف  .میکن

  𝐴𝑂𝐵  .هیاندازه زاو میانتو  یم رایاست ، ز گریجالب د قتیهم حق نیا  است  𝐴𝑂𝐵  چرا ؟  .میکن دایرا پ  

۳۶  دائره  طیمح رایز 𝐴𝑂𝐵∠  است ،پس  ∘∘ = ۳۶ ∘∘÷ ۸ = ۴۵
∘
  جهیو در نت 

∠𝐴𝑂𝐶 = ۴۵
∘
÷ ۲ = ۲۲ ∕ ۵

∘
 

𝐵𝐶𝑂∠     خط قرار دارند پس کی یرو 𝐴 ،  𝐶 ، 𝐵   چون نقاط  + ∠𝐴𝐶𝑂 = ۱۸  و چون  است.  ∘∘

𝐴𝐶𝑂∠  نهشت هستند پس  هم  𝐵𝑂𝐶  و   𝐴𝑂𝐶  دو مثلث  = ۹    هیالزاو قائم  𝐴𝑂𝐶  مثلث  و لذا  ∘∘

   .میکن  یحالا محاسبات را شروع م  است.

sin(۲۲ ∕ ۵
∘
) =

𝐴𝐶

𝐴𝑂
 

𝐴𝐶 = 𝐴𝑂 (cit(۲۲ ∕ ۵
∘
)) 

𝐴𝐵  چون  = ۲𝐴𝐶   است ، پس  𝐴𝐵 = ۲𝐴𝑂(sin(۲۲ ∕ ۵
∘
))  

 پس  ، میدارهشت مثلث هم نچون هشت  

محیط هشت ضلعی    = ۸ ∗ ۲𝐴𝑂 sin(۲۲ ۵⁄
∘
) = ۱۶(۱۲) sin(۲۲ ۵⁄

∘
) ≈ ۷۳ ۵⁄  سانتی متر 
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۷۵   هیبا زاو ایراکت در ساحل در کی - ۹
∘
۱  به مسافت     هیزاو  اگر شود.   یپرتاب م یفوت  ∘∘∘∘

  . دیست آوربد بیپرتاب در تمام مدت ثابت باشد ، ارتفاع راکت را بطور تقر

 پاسخ 

 
   .میبالا دار ریباتوجه به تصو

sin(۷۵
∘
) =

𝐵𝑅

𝐴𝑅
=

𝐵𝑅

۱ ∘∘∘∘
 

ارتفاع راکت   = (۱ ∘∘∘∘) sin(۷۵
∘
) ≈   فوت  ۹۶۵۹

 

۱  که در ارتفاع  مایهوا پ کی - ۱۰  یرو که ثابت یشئ کی یاز بالا مایکند مسق  یپرواز م یفوت  ∘∘∘∘

۴۲     یشئ بینش هیبعد ، زاو قهیدق کی  د.گذر  یقرار  دارد ، م نیزم
∘
را بطور  مایسرعت هوا پ  است.   

۵۲۸   یمساو لیهر ما  .دیکن دایپ بیتقر    فوت است.  ∘

 پاسخ 

 
در  مایمکان هوا پ  𝐴  نقطه   باشد.  یشئ یعنی  𝑂𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡  اول  حرف   𝑂   میکن  یبالا فرض م ریدر تصو

  است.  قهیدق کیبعد از  مایمکان هوا پ  𝐵  ،  و  نقطه   یشئ یزمان صفر  در بالا

tan۴۲
∘
=

۱ ∘∘∘∘

𝐴𝐵
 

𝐴𝐵 =
۱ ∘∘∘∘

tan(۴۲
∘
)
≈ ۱۱۱ ∘   فوت در دقیقه ۶

سرعت هوا پیما   =
۱۱۱ ∘ ۶

۵۲۸ ∘
≈    مایل در دقیقه  ۲

سرعت هوا پیما   = (۶ ∘)۲ =   مایل در ساعت ۱۲۶
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۱   بینش هیبا زاو  خواهد   یخلبان م کی - ۱۱ اگر اکنون در ارتفاع  شود.  کیبه فرود گاه نزد  ∘∘

  ۵  فرود را شروع کند؟  دیاز فرود گاه با یدر حال  پرواز باشد ، در چه مسافت یفوت ∘∘∘

 پاسخ 

 
 

۵  در ارتفاع  مایمکان هوا پ  𝐴   میکن  یفرض م    فرودگاه مورد نظر.  𝐵  و   باشد. یفوت  ∘∘∘

tan(۱ ∘∘) =
۵ ∘∘∘

𝐵𝐶
 

فاصله هواپیما تا فرودگاه   =   𝐵𝐶 =
۵ ∘∘∘

tan(۱ ∘∘)
≈ ۲۸۴ ∘∘  فوت  

     

𝑁۳۴  را در جهت   بعد از ظهر بندر کیساعت  یکشت کی - ۱۲
∘
𝑊   در ساعت  لیما  ۲۴  با سرعت

:۱  در ساعت  گرید یکشت کی کند.   یترک  م ۳ 𝑁۵۶  بعد از ظهر در جهت   ∘
∘
𝐸  با سرعت 

چقدر  یدو کشت نیساعت سه بعد از ظهر ا در بیتقر بطور  کند.  یترک م بندر را  ساعت در لیما  ۱۸  

  . دیکن دایدوم را پ یکشت  اول تا یاز کشت تیموقع  با هم فاصله دارند.

 پاسخ 

 
و    ساعت سه بعد از ظهر باشد. اول در یکشت تیموقع  𝐴   میکن  یبالا فرض م ریتصوتوجه به  با

  𝐵  باشد.   دوم در ساعت سه بعد از ظهر یکشت تیموقع  𝑃  .دو  نیفاصله ا  هم بندر مورد نظر است

   .میآور  یبدست م ریدر ساعت سه بعد از ظهر مطابق ز یکشت

فاصله دو کشتی   = √𝐴𝑃۲ + 𝐵𝑃۲ = √(۲۴ ∗ ۲)
۲
+ (۱۸ ∗ ۱ ∕ ۵)

۲
=   مایل ۵۵

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 اصول مثلثات ۱.۱۰   کار برد های مثلث های قائم الزاویه انوشـیروان صراف 

135 
 

کردن  دایپ یاول است ، برا یکشت  یدوم جنوب شرق یاز ظهر کشت که در ساعت سه بعد دیکن  یملاحظه م

𝜃   میکن  ی، فرض م هیزاو = 𝛼 + 𝛽  .میبر اساس آنچه در هندسه خوانده ا  باشد   𝛽 = ۳۴
∘
  است.  

   .میکن دایرا پ  𝛼   دیحالا با

tan𝛼 =
۲۷

۴۸
=∘∕ ۵۶۲۵ 

𝛼 = arctan(∘∕ ۵۶۲۵) ≈ ۲۹
∘
 

𝜃 = 𝛼 + 𝛽 = ۲۹
∘
+ ۳۴

∘
= ۶۳

∘
 

𝑆۶۳   ایاست و  یدرجه جنوب شرق  ۶۳  دوم  یاول تا کشت یاز کشت تیلذا موقع
∘
𝐸  

 

۳۶      با سرعت  مایهوا پ کی - ۱۳ ۱۳۷  در حهت   𝐴  از نقطه   ساعتدر  لیما ∘
∘
۳  به مدت    ∘

۲۲۷  کند و سپس با همان سرعت در جهت   یپرواز م قهیدق  
∘
  یادامه م به پرواز قهیدق  ۴۵  مدت  به  

   .دیبدست آور بیرا بطور تقر  𝐵  تا   𝐴  فاصله   .مینام  یم  𝐵  را  ینقطه انتها نیا  دهد.

 پاسخ 

 

۱۳۷ کند و در جهت   یحرکت م  𝐴  از نقطه  مایهوا پ
∘

۳۶ با سرعت  کند و   یدر ساعت پرواز م لیما∘

۳  پس از  𝐴𝑃  مسافت  نیا  د.رس  یم  𝑃  به نقطه   ∘ = (۳۶ ∘)(∘∕ ۵) = ۱۸  هیاست. و زاو لیما   ∘

𝐴𝑃𝑀∠ سازد   یم  𝑀𝑁  با خط سبز رنگ   𝐴𝑃  که خط  یا = ۱۸ ∘∘− ۱۳۷
∘
= ۴۳

∘
   است.  

۲۲۷ با همان سرعت در جهت   𝑃   سپس از نقطه 
∘
نقطه  به قهیدق  ۴۵  و پس از  دهد  یبه پرواز ادامه م  

 𝐵  سافت م نیا ، رسد یم  𝑃𝐵 = (۳۶ ∘)(∘∕ ۷۵) = ۲۷  با  𝑃𝐵  که خط  یا هیو زاو  است. لیما  ∘

𝐵𝑃𝑀∠ سازد   یم  𝑀𝑁  رنگ  سبز خط = ۲۲۷
∘
− ۱۸ ∘∘= ۴۷

∘
 پس  است.  

 ∠𝐴𝑃𝐵 = ۴۳
∘
+ ۴۷

∘
= ۹ ∘∘ 

  یبدست م ریمطابق ز  𝐵  تا    𝐴  فاصله  تیدر نها و   است. هیالزو قائم مثلث کی  𝐴𝑃𝐵   لذا مثلث

   .میآور

𝐴𝐵 = √۱۸ ∘۲+ ۲۷ ∘۲=  مایل  ۳۲۴
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 فصل دوم 

  یلیمثلثات تحل

Analytic Trigonometry 
 

  Trigonometric Identities یمثلثات یاتحاد ها - ۱.۳

sin مانند   ییکه شامل نماد ها  یاضیعبارت ر  یک  𝑥  , cos 𝛽 , tan 𝜃  عبارت باشد ، را  رویو غ

, 𝑥  ها عبارت  نیدر ا نامند.    یم Trigonometric Expression   یمثلثات 𝛽 ،   𝜃 هستند.  ریمتغ  

 مثال 

𝑥 + nis 𝑥   ،  
√𝜃 + ۲

sin 𝜃

cot 𝜃
 ،  

cos(۳𝑦 + ۱)

𝑥۲ + tan۲(𝑧 − 𝑦۲)
 

ها  ریاز متغ کیدامنه هر  میکن  یم فرض،  میعمل کرد یجبر یهمان طور که در مورد عبارت ها

   دار باشد. یکه آن عبارت معن یبطورهستند   ایزوا ایو   یقیمجموعه اعداد حق

.۱  در بخش که  یمثلثات یاتحاد ها  دهیچیپ یمثلثات یساده کردن عبارت ها یتوانند برا  ی، م میذکر کرد  ۲

   .میکن  یآنها ذکر م یریبکار گ یو چند مثال برا میآور  یهمان اتحاد ها را دوباره م نجایا  باشند. دیمف

 

 

  Fundamental Identities  یاساس یاتحاد ها

csc 𝑡 =
۱

sin 𝑡 
  ،  tan 𝑡 =

sin 𝑡

cos 𝑡
   ،   sin۲ 𝑡 + cos۲ 𝑡 = ۱ 

sec 𝑡 =
۱

cos 𝑡
  ، cot 𝑡 =

cos 𝑡

sin 𝑡
   ,   ۱ + tan۲ 𝑡 = sec۲ 𝑡  

cot 𝑡 =
۱

tan 𝑡
     .   ۱ + cot۲ 𝑡 = csc۲ 𝑡 

 

   .دیرا ساده کن ریزعبارت  – ۱مثال 

(sec 𝜃 + tan 𝜃)(۱ − sin 𝜃) 

 پاسخ 

(sec 𝜃 + tan 𝜃)(۱ − sin 𝜃) = (
۱

cos 𝜃
+

sin 𝜃

cos 𝜃
) (۱ − sin 𝜃) 

= (
۱ + sin 𝜃

cos 𝜃
) (۱ − sin 𝜃) =

۱ − sin۲ 𝜃

cos 𝜃
=

cos۲ 𝜃

cos 𝜃
= cos 𝜃 

   هم هست. یگرید یراه ها البته

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 اصول مثلثات ۲.۱  اتحاد های مثلثاتی انوشـیروان صراف

137 
 

  . دینشان دهرا  ریمعادله ز یدرست– ۲مثال 
tan 𝑡 + cos 𝑡

sin 𝑡
= sec 𝑡 + cot 𝑡 

 

 پاسخ 

tan 𝑡 + cos 𝑡

sin 𝑡
=

tan 𝑡

sin 𝑡
+

cos 𝑡

sin 𝑡
=

sin 𝑡
cos 𝑡
sin 𝑡

+ cot 𝑡 

=
۱

cos 𝑡
+ cot 𝑡 = sec 𝑡 + cot 𝑡 

 

  . دیرا نشان ده ریمعادله ز یدرست-   ۳  مثال

sec ∝ − cos ∝= sin ∝ tan ∝ 

 پاسخ 

sec ∝ − cos ∝=
۱

cos ∝
− cos ∝=

۱ − cos۲ ∝

cos ∝
 

=
sin۲ ∝

cos ∝
= sin ∝ (

sin ∝

cos ∝
) = sin ∝ tan ∝ 

  . دیهرا نشان د ریمعادله ز یدرست - ۴مثال 

cos 𝑥

۱ − sin 𝑥
=

۱ + sin 𝑥

cos 𝑥
 

 پاسخ 

cos 𝑥

۱ − sin 𝑥
=

cos 𝑥

۱ − sin 𝑥
∗

۱ + sin 𝑥

۱ + sin 𝑥
=

cos 𝑥(۱ + sin 𝑥)

۱ − sin۲ 𝑥
 

=
cos 𝑥(۱ + sin 𝑥)

cos۲ 𝑥
=

۱ + sin 𝑥

cos 𝑥
 

 

 . دیده را نشان ریمعادله ز یدرست – ۵مثال 

(tan 𝜃 − sec 𝜃)۲ =
۱ − sin 𝜃

۱ + sin 𝜃
 

 پاسخ 

  کرد.  لیعبارت تبد کیآوان به   یکه هر دو طرف معادله را م میده  ینشان م نجایا

(tan 𝜃 − sec 𝜃)۲ = tan۲ 𝜃 − ۲ tan 𝜃 sec 𝜃 + sec۲ 𝜃 

= (
sin 𝜃

cos 𝜃
)

۲

− ۲ (
sin 𝜃

cos 𝜃
) (

۱

cos 𝜃
) + (

۱

cos 𝜃
)

۲
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=
sin۲ 𝜃

cos۲ 𝜃
−

۲ sin 𝜃

cos۲ 𝜃
+

۱

cos۲ 𝜃
=

sin۲ 𝜃 − ۲ sin 𝜃 + ۱

cos۲ 𝜃
 

  . میده  یم رییسمت راست را تغ  حال

۱ − sin 𝜃

۱ + sin 𝜃
=

۱ − sin 𝜃

۱ + sin 𝜃
∗

۱ − sin 𝜃

۱ − sin 𝜃
 

=
۱ − ۲ sin 𝜃 + sin۲ 𝜃

۱ − sin۲ 𝜃
=

sin۲ 𝜃 − ۲ sin 𝜃 + ۱

cos۲ 𝜃
 

 

𝑎۲√  عبارت  – ۶مثال  − 𝑥۲   کار  نیا یبرا  .دیسیبنو کالیبدون راد یتابع مثلثات کیرا به صورت

𝑥  . عبارت = 𝑎 sin 𝜃  دیکن  نیجانش.   

𝑎   نجایا     > − و   0
𝜋

۲
≤ 𝜃 ≤

𝜋

۲
   است.  

 پاسخ 

√𝑎۲ − 𝑥۲ = √𝑎۲ − (𝑎 sin 𝜃)۲ = √𝑎۲ − 𝑎۲  sin۲ 𝜃  

= √𝑎۲(۱ − sin۲ 𝜃) = √𝑎۲ cos۲ 𝜃 = 𝑎 cos 𝜃 
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 ۱.۲تمرنت 

  . دیرا نشان ده ریز یها یتساو یدرست

۱)   cos 𝜃 sec 𝜃 = ۱ 

۲)   tan 𝛽 cot 𝛽 = ۱ 

۳)   sin 𝜃 sec 𝜃 = tan 𝜃 

۴)   sin 𝛼 cot 𝛼 = cos 𝛼 

۵)    
csc 𝑥

sec 𝑥
= cot 𝑥 

۶)   cot 𝛽 sec 𝛽 = csc 𝛽 

۷)    (۱ + cos 𝛼)(۱ − cos 𝛼) = sin۲ 𝛼  

۸)    cos۲ 𝑥 (sec۲ 𝑥 − ۱) = sin۲ 𝑥 

۹)    cos۲ 𝑡 − sin۲ 𝑡 = ۲ cos۲ 𝑡 − ۱ 

۱ ∘) (tan 𝜃 + cot 𝜃) tan  θ = sec۲ 𝜃 

۱۱) 
sin 𝑡

csc 𝑡
+

cos 𝑡

sec 𝑡
= ۱ 

۱۲) ۱ − ۲ sin۲ 𝑥 = ۲ cos۲ 𝑥 − ۱  

۱۳) (۱ + sin 𝛼)(۱ − sin 𝛼) =
۱

sec۲ 𝛼
 

۱۴) (۱ − sin۲ 𝑡) (۱ + tan۲ 𝑡) = ۱ 

۱۵) sec 𝛽 − cos 𝛽 = tan 𝛽 sin 𝛽 

۱۶) 
sin 𝑤 + cos 𝑤

cos 𝑤
= ۱ + tan 𝑤 

۱۷) 
csc۲ 𝜃

۱ + tan۲ 𝜃
= cot۲ 𝜃 

۱۸) sin 𝑥 + cos 𝑥 cot 𝑥 = csc 𝑥 

۱۹) sin 𝑡(csc 𝑡 − sin 𝑡) = cos۲ 𝑡 

۲ ∘) cot  𝑡 + tan  𝑡 = csc 𝑡𝑠𝑒𝑐 𝑡 
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 ۱.۲ ناتیپاسخ تمر

  . دیرا نشان ده ریز یها یتساو یدرست

۱)   cos 𝜃 sec 𝜃 = ۱ 

cos 𝜃 sec 𝜃 = cos 𝜃 ∗
۱

cos 𝜃
= ۱ 

۲)   tan 𝛽 cot 𝛽 = ۱ 

tan 𝛽 cot 𝛽 = tan 𝛽 ∗
۱

tan 𝛽
= ۱ 

۳)   sin 𝜃 sec 𝜃 = tan 𝜃 

sin 𝜃 sec 𝜃 = sin 𝜃 ∗
۱

cos 𝜃
= tan 𝜃 

۴)   sin 𝛼 cot 𝛼 = cos 𝛼 

sin 𝛼 cot 𝛼 = sin 𝛼 ∗
cos 𝛼

sin 𝛼
= cos 𝛽 

۵)    
csc 𝑥

sec 𝑥
= cot 𝑥 

csc 𝑥

sec 𝑥
=

۱
sin 𝑥

۱
cos 𝑥

=
cos 𝑥

sin 𝑠
= cot 𝑥 

۶)   cot 𝛽 sec 𝛽 = csc 𝛽 

toc 𝛽 sec 𝛽 =
cos 𝛽

sin 𝛽
∗

۱

cos 𝛽
=

۱

sin 𝛽
= 𝑐𝑠𝑐𝛽 

۷)    (۱ + cos 𝛼)(۱ − cos 𝛼) = sin۲ 𝛼  

(۱ + cos 𝛼)(۱ − cos 𝛼) = ۱ − cos۲ 𝛼 = sin۲ 𝛼 

۸)    cos۲ 𝑥 (sec۲ 𝑥 − ۱) = sin۲ 𝑥 

cos۲ 𝑥 (sec۲ 𝑥 − ۱) =
۱

sec۲ 𝑥
(sec۲ 𝑥 − ۱) = ۱ −

۱

sec۲ 𝑥
= ۱ − cos۲ 𝑥 = sin۲ 𝑥 

 

۹)    cos۲ 𝑡 − sin۲ 𝑡 = ۲ cos۲ 𝑡 − ۱ 

cos۲ 𝑡 − sin۲ ۲ = cos۲ 𝑡 − (۱ − cos۲ 𝑡) = ۲ cos۲ 𝑡 − ۱ 

۱ ∘) (tan 𝜃 + cot 𝜃) tan  θ = sec۲ 𝜃 

(tan 𝜃 + cot 𝜃) tan 𝜃 = tan۲ 𝜃 + cot 𝜃 tan 𝜃 = tan۲ 𝜃 + ۱ = sec۲ 𝜃 
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۱۱) 
sin 𝑡

csc 𝑡
+

cos 𝑡

sec 𝑡
= ۱ 

sin 𝑡

csc 𝑡
+

cos 𝑡

sec 𝑡
=

sin 𝑡

۱
sin 𝑡

+
cos 𝑡

۱
cos 𝑡

= sin۲ 𝑡 + cos۲ 𝑡 = ۱ 

۱۲) ۱ − ۲ sin۲ 𝑥 = ۲ cos۲ 𝑥 − ۱  

۱ − ۲ sin۲ 𝑥 = ۱ − ۲ (۱ − cos۲ 𝑥) = ۱ − ۲ + ۲ cos۲ 𝑥 = ۲ cos۲ ۲ − ۱ 

۱۳) (۱ + sin 𝛼)(۱ − sin 𝛼) =
۱

sec۲ 𝛼
 

(۱ + sin 𝛼)(۱ − sin 𝛼) = ۱ − sin۲ 𝛼 = cos۲ 𝛼 =
۱

sec۲ 𝛼
 

۱۴) (۱ − sin۲ 𝑡) (۱ + tan۲ 𝑡) = ۱ 

(۱ − sin۲ 𝑡) (۱ + tan۲ 𝑡) = cos۲ 𝑡 sec۲ 𝑡 = cos۲ 𝑡
۱

cos۲ 𝑡
= ۱ 

۱۵) sec 𝛽 − cos 𝛽 = tan 𝛽 sin 𝛽 

sec 𝛽 − cos 𝛽 =
۱

cos 𝛽
− cos 𝛽 =

۱ − cos۲ 𝛽

cos 𝛽
=

sin۲ 𝛽

cos 𝛽
 

=
sin 𝛽

cos 𝛽
∗ sin 𝛽 = tan 𝛽 sin 𝛽 

۱۶) 
sin 𝑤 + cos 𝑤

cos 𝑤
= ۱ + tan 𝑤 

sin 𝑤 + cos 𝑤

cos 𝑤
=

sin 𝑤

cos 𝑤
+

cos 𝑤

cos 𝑤
= ۱ + tan 𝑤 

 

۱۷) 
csc۲ 𝜃

۱ + tan۲ 𝜃
= cot۲ 𝜃 

csc۲ 𝜃

۱ + tan۲ 𝜃
=

۱

sin۲ 𝜃

sec۲ 𝜃
=

۱

sin۲ 𝜃

۱

cos۲ 𝜃

=
cos۲ 𝜃

sin۲ 𝜃
= cot۲ 𝜃 

۱۸) sin 𝑥 + cos 𝑥 cot 𝑥 = csc 𝑥 

sin 𝑥 + cos 𝑥 cot 𝑥 = sin 𝑥 + cos 𝑥 ∗
cos 𝑥

sin 𝑥
=

sin۲ 𝑥 + cos۲ 𝑥

sin 𝑥
 

۱

sin 𝑥
= csc 𝑥 
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۱۹) sin 𝑡(csc 𝑡 − sin 𝑡) = cos۲ 𝑡 

sin 𝑡(csc 𝑡 − sin 𝑡) = sin 𝑡 csc 𝑡 − sin۲ 𝑡 = sin 𝑡 ∗
۱

sin 𝑡
− sin۲ 𝑡 

= ۱ − sin۲ 𝑡 = cos۲ 𝑡 

۲ ∘) cot  𝑡 + tan  𝑡 = csc 𝑡𝑠𝑒𝑐 𝑡 

cot 𝑡 + tan 𝑡 =
cos 𝑡

sin 𝑡
+

sin 𝑡

cos 𝑡
=

cos۲ 𝑡 + sin۲ 𝑡

sin 𝑡 cos 𝑡
=

۱

sin 𝑡
∗

۱

cos 𝑡
 

= csc 𝑡 sec 𝑡 
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  Trigonometric Equations یمثلثات یمعادله ها - ۲.۲

  معادله و اتحاد.  ینفرق ب : یآور یاد

 مثلا است.  یحصح یرمتغ یرتمام مقاد یاست که برا یتساو یکاتحاد 

(𝑥 + 𝑦)۲ = 𝑥۲ + ۲𝑥𝑦 + 𝑦۲ 

  ست. بر قرار ا ی، تساو میها بگذار ریمتغ یبجا  یاگر هر عدد دلخواه ریاتحاد است ز کی

𝑥۲  ، مثلا  بر قرار است.  یتساو  یمشخص یریمقاد یمعادله فقط برا کیاما در  − ۴ =  یفقط برا  0

  𝑥 =    نامند.  یمعادله م یها شهیرا ر  ۲±  بر قرار است.  یتساو  ±۲

 

 یمثلثات یمعادله ها یها یشهر باشد.  یمثلثات یاست که شامل عبارت ها یتساو یک یمعادله مثلثات یک

اتحاد نباشد ، روش  یک،  یمعادله مثلثات یکاگر  شوند.  یانب یازوا یاو   یقیمکن است بر حسب اعداد حقم

  یمعادله را برا ینجااست که ا ینتنهاتفاوت ا باشد.   یم یمکرد  یحل آن مانند آنچه  در جبر عمل م

 sin 𝑥 ، cos 𝜃  

  . میکن  یم دایرا پ 𝜃 و  𝑥  ، و سپس  میکن  یحل م رویو غ

 

sin معادله  – ۱مثال  𝜃 tan 𝜃 = sin 𝜃 دیرا حل کن.   

 پاسخ 

sin که اگر دو طرف معادله را بر  میممکن است تصور کن 𝜃  اما با   شود.  ی، معادله ساده م میکن میتقس

sin  شهیکار ر نیا 𝜃  حل معادله.  حیحالا روش صح . میبرده ا نیرا از ب  

sin 𝜃 tan 𝜃 − sin 𝜃 = 0 

sin 𝜃(tan 𝜃 − ۱) = 0 

sin 𝜃 = tan  یا   0 𝜃 − ۱ = 0 

sin  یها شهیر 𝜃 = ،  0   عبارتند از   0 ±  𝜋  ، ± ۲ 𝜋 ،   ⋯  یعنی     𝜃 = 𝑛 𝜋  هر عدد  یبرا

  𝑛  . حیصح

tan معادله  یها شهیاست ر  یاست ، پس کاف ,𝜋  چون دور تناوب تانژانت  𝜃 = ,0]  در بازه را   ۱ 𝜋)  

tan  شهیتنها ر . میرا اضافه کن  𝜋   یها بیسپس ضر . میکن دایپ 𝜃 = ,0]   در بازه   ۱ 𝜋)  عبارت 

  از است
𝜋

۴
   را دارند. ریز  شکلها  شهیپس تمام ر    

𝜃 =
𝜋

۴
+ 𝑛 𝜋 

. حیهر عدد صح یبرا 𝑛  هستند.  ریاعداد به شکل ز هیمعادله داده شده کل یها شهیرلذا  

𝑛 𝜋 یا     
𝜋

۴
+ 𝑛 𝜋  

۲  معادله  – ۲مثال  sin۲ 𝑡 − cos 𝑡 − ۱ =   . دیرا حل کن  0

 پاسخ 

cos که فقط شامل  میکن  یم لیتبد یمعادله را به معادله ا  ابتدا 𝑡 .باشد   

۲ (۱ − cos۲ 𝑡) − cos 𝑡 − ۱ = 0 

۲ − ۲ cos۲ 𝑡 − cos 𝑡 − ۱ = 0 
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−۲ cos۲ 𝑡 − cos 𝑡 + ۱ = 0 

۲ cos۲ 𝑡 + cos 𝑡 − ۱ = 0  

(۲ cos 𝑡 − ۱)(cos 𝑡 + ۱) = 0 

۲ cos 𝑡 − ۱ = cos یا  0 𝑡 + ۱ = 0 

cos 𝑡 =
۱

۲
cos   یا   𝑡 = −۱ 

بدست آمده  یو سپس جواب ها میکن دایپ (𝜋 0,۲]  بدست آمده را در بازه  یدو تساو یها شهیاست ر  یکاف

cos اگر . میکن جمع  𝜋 ۲   یها بیرا با  ضر 𝑡 =
۱

۲
  مرجع  هیباشد ، پس زاو  

𝜋

۳
۶   ایو      است.  ∘∘

cos چون  𝑡  هیمثبت است ، زاو  𝑡  0,۲]  پس در بازه   در ربع چهارم است. ایدر ربع اول و  ای 𝜋)   

𝑡 =
𝜋

۳
𝑡     یا  = ۲ 𝜋 −

𝜋

۳
=

۵𝜋

۳
 

cos اگر  𝑡 = 𝑡  باشد ، پس   ۱− =  𝜋  .است. ریمعادله داده شده مطابق ز یها شهیلذا ر  است   

𝜋

۳
+ ۲ 𝑛 𝜋 ،    

۵𝜋

۳
+ ۲𝑛 𝜋      ، 𝜋 + ۲ 𝑛 𝜋     

.   حیهر عدد صح  یبرا 𝑛  

 

۴  معادله  یها شهیر – ۳مثال  sin۲ 𝑥 tan 𝑥 − tan 𝑥 =    .دیکن دایپ  (𝜋 0,۲]  را در بازه  0

 پاسخ 

   .میریگ  یم از سمت چپ فاکتور

tan 𝑥 (۴ sin۲ 𝑥 − ۱) = 0 

tan 𝑥 = sin۲  یا   0 𝑥 =
۱

۴
 

  یعنی

tan 𝑥 = 0 ،   sin 𝑥 =
۱

۲
  ، sin 𝑥 = −

۱

۲
 

tan  یها شهیر 𝑥 =   𝜋  .و   0  عبارتند از    (𝜋 0,۲]  در بازه  0

sin  یها شهیر 𝑥 =
۱

۲
  عبارتند از   

𝜋

۶
  و   

۵𝜋

۶
   

sin معادله  𝑥 = −
۱

۲
  مرجع  هیزاو یشود که دارا  یم  𝜋 ۲  و   𝜋   نیمنتج به اعداد ب  

𝜋

۶
  یعنی  است.  

  𝜋 +
𝜋

۶
=

۷𝜋

۶
𝜋 ۲  و    −

𝜋

۶
=

۱۱ 𝜋

۶
  

 عبارتند از  (𝜋 0,۲]  معادله داده شده در بازه  یها شهیر تیو در نها
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0  ،   𝜋  ,
𝜋

۶
   ,   

۵𝜋

۶
 ،    

۷𝜋

۶
   ،   

۱۱𝜋

۶
 

csc۴   یها شهیر– ۴مثال  ۲𝑢 − ۴ =   . دیکن دایرا پ  0

 پاسخ 

  . یریمگ  یاز سمت چپ فاکتور م

  (csc۲ ۲𝑢 − ۲) (csc۲ ۲𝑢 + ۲) = 0  

csc۲ ۲𝑢 − ۲ = csc۲   یا     0 ۲𝑢 + ۲ = 0 

csc۲ ۲𝑢 = csc۲  یا    ۲ ۲𝑢 = −۲ 

csc۲  له معاد ۲𝑢 = csc۲     ندارد.  یقیحق شهیر  ۲− ۲𝑢 =    است. شهیدو ر یدارا  ۲

𝑐𝑠𝑐 ۲𝑢 = 𝑐𝑠𝑐 ۲𝑢     یا    ۲√ = −√۲ 

𝑐𝑠𝑐 ۲𝑢  اگر  =  باشد ، پس   ۲√

  ۲𝑢 =
𝜋

۴
+ ۲𝑛 𝜋 ۲  یا𝑢 =

۳𝜋

۴
+ ۲𝑛 𝜋  

.  حیهر عدد صح یبرا 𝑛  میکن  یم میبالا را بر دو تقس یدو طرف دو معادله ها.   

𝑢 =
𝜋

۸
+ 𝑛 𝜋  یا   𝑢 =

۳𝜋

۸
+ 𝑛 𝜋 

۲𝑢   یبرا قیطر نیبه هم =   میدار  ۲√−

۲𝑢 =
۵𝜋

۴
+ ۲𝑛 𝜋  ۲  یا𝑢 =

۷𝜋

۴
+ ۲𝑛 𝜋 

.   حیهر عدد صح یبرا 𝑛 میکن  یم میهر دو طرف معادله بالا را بر دو تقس.   

𝑢 =
۵𝜋

۸
+ 𝑛 𝜋  یا  𝑢 =

۷𝜋

۸
+ 𝑛 𝜋 

 ریز قیتوان به طر  یمعادله داده شده را م یها شهیکه ر دیکن  یاطلاعات بالا ، ملاحظه م یبا جمع آور

   نوشت.

𝑢 =
𝜋

۸
+

𝜋

۴
𝑛 

 . میکن  یحساب معادله را حل م نیبا استفاده از ماش یمثال بعد
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   .دیحل کن حیعدد صح نیتر  کینزد بیبا  تقررا  ریمعادله ز – ۵مثال 

۵ sin 𝜃 tan 𝜃 − ۱0 tan 𝜃 + ۳ sin 𝜃 − ۶ = 0 

,∘0]  در بازه  ۳۶0∘)  

 پاسخ 

  . میریگ  یفاکتور م

۵ tan 𝜃(sin 𝜃 − ۲) + ۳(sin 𝜃 − ۲) = 0 

(۵ tan 𝜃 + ۳)(sin 𝜃 − ۲) = 0 

sin معادله  𝜃 = sin  رایندارد ، ز شهیر  ۲ 𝜃 ≤ داده معادله  یها شهیپس ر  ها. 𝜃  تمام  یاست برا  ۱

  است.  ریشده مطابق ز

tan 𝜃 = −
۳

۵
= −∘ ۶ 

⧵∘  که تانژانت  آن  یحاد هیزاو یعنی،  میآور  یبدست م بیمرجع را به طور تقر هیحالا مقدار زاو ۶  

  یعنی  است.

 tan 𝜃′ =
۳

۵
=∘∕ ۶  

⧵∘ عدد  . میریگ  یحساب کمک م نیکار از ماش نیا یبرا  است.  و سپس دکمه  دیحساب کن نیوارد ماش  ۶

  arctan tan−1   ایو   ۳ حساب به شما عدد  نیکار ، ماش نیبا  ا , دیرا فشد ده  ∘∕ ۹۶۳۷۵۷    

′𝜃  پس   عدد بر حسب درجه است.  نیا  دهد.  یم ≈ ۳۱
∘ 

ربع چهارم  ایدر ربع دوم و   𝜃  چون  است.  

 . میاست لذا دار

𝜃 = ۱۸ ∘∘− ۳۱
∘

= ۱۴۹
∘
𝜃  یا    = ۳۶ ∘∘− ۳۱

∘
= ۳۲۹

∘
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 ۲.۲ ناتیتمر

  . دیرا حل کن ریز یمعادله ها

۱)    ۲ cos 𝑡 + ۱ = 0 

۲)    tan۲ 𝑥 = ۱ 

۳)    (cos 𝜃 − ۱)(sin 𝜃 + ۱) = 0 

۴)    sec۲ ∝ −۴ = 0 

۵)    √۳ + ۲ sin 𝛽 = 0 

۶)    cot۲ 𝑥 − ۳ = 0 

۷)    (۲ sin 𝜃 + ۱)(۲ cos 𝜃 + ۳) = 0 

۸)   sin ۲𝑥(csc ۲𝑥 − ۲) = 0 

 

,0]  بازه در را ها معادله ریز ناتیتمر در ۲ 𝜋) درجه حسب بر را هیزاو هر اندازه نیهمچن و دیکن حل 

   .دیکن دایپ

 ۹)   ۲ − ۸ cos۲ 𝑡 = 0   

۱ ∘) ۲ sin۲ 𝑢 = ۱ − sin 𝑢 

۱۱)  tan۲ 𝑥 sin 𝑥 = sin 𝑥 

۱۲)  ۲ cos۲ 𝑥 + cos 𝑥 = 0 

۱۳)  sin۲ 𝜃 + sin 𝜃 − ۶ = 0 

۱۴)  ۱ − sin 𝑡 = √۳ cos 𝑡 

۱۵) cos ∝ + sin ∝= ۱  

۱۶) tan 𝜃 + sec 𝜃 = ۱ 

۱۷)  ۲ sin۳ 𝑥 + sin۲ 𝑥 − ۲ sin 𝑥 − ۱ = 0 

۱۸)  ۲ tan 𝑡 csc 𝑡 + ۲ csc 𝑡 + tan 𝑡 + ۱ = 0 
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 ۲.۲ ناتیپاسخ تمر

  . دیرا حل کن ریز یمعادله ها

۱)    ۲ cos 𝑡 + ۱ = 0 

 پاسخ 

۲ cos 𝑡 = −۱ 

cos 𝑡 = −
۱

۲
 

cos چون  𝑡 = −
۱

۲
<  لذا   .دارد ربع سوم قرار  ایدر ربع دوم و  ای 𝑡   هیاست ، پس زاو   0

𝑡 =
۲𝜋

۳
+ ۲𝑛 𝜋  یا    𝑡 =

۴𝜋

۳
+ ۲𝑛 𝜋 

 

۲)    tan۲ 𝑥 = ۱ 

 پاسخ 

tan 𝑥 = ±۱ 

nat اگر  𝑥 =  صورت  نی،  در ا در ربع سوم ایاست و  در ربع اول ای  𝑥  هیپس زاو باشد ،  ۱

𝑥 =
𝜋

۴
+ 𝑛𝜋     یا   𝑥 =

۵𝜋

۴
+ 𝑛 𝜋 

tan اگر  𝑥 =   صورت نیربع  چهارم ، در ا در ایدر ربع دوم است و  ای  𝑥  هیپس زاو باشد ، ۱ −

𝑥 =
۳𝜋

۴
+ 𝑛 𝜋   یا    𝑥 =

۷𝜋

۴
+ 𝑛 𝜋 

   داشت. میاطلاعات بالا خواه یبا جمع آور  است.

𝑥 =
𝜋

۴
+

𝜋

۲
𝑛  

    𝑛  حیعدد  صح  کی یبرا

 

۳)    (cos 𝜃 − ۱)(sin 𝜃 + ۱) = 0 

 پاسخ 

cos 𝜃 − ۱ = sin   یا   0 𝜃 + ۱ = 0 

cos 𝜃 = sin  یا   ۱ 𝜃 = −۱ 

cos اگر  𝜃 = 𝜃  پس  باشد ،  ۱ = ۲𝑛 𝜋   است 

sin اگر  𝜃 = 𝜃  ، پس باشد   ۱− =
۳𝜋

۲
+ ۲𝑛 𝜋  جهیاست و در نت  

𝜃 = ۲𝑛 𝜋    یا   𝜃 =
۳𝜋

۲
+ ۲ 𝑛 𝜋 

   است. حیعدد صح کی  𝑛    است.
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۴)    sec۲ ∝ −۴ = 0 

 پاسخ 

sec۲ ∝ −۴ = 0 

sec۲ ∝= ۴ 

sec ∝= ±۲ 

sec اگر  ∝= در   ،  ع صفحه چهارمدر رب ایدر ربع صفحه اول است و  ایدر   ∝   هیباشد ، پس زاو  ۲

 صورت  نیا

∝=
𝜋

۳
+ ۲𝑛 𝜋    یا  ∝=

۵𝜋

۳
+ ۲𝑛𝜋 

sec اگر  ∝=  نیدر ربع صفحه سوم ، در ا ایدر ربع صفحه دوم است و   ∝   هیباشد ، پس زاو  ۲−

 صورت 

∝=
۲𝜋

۳
+ ۲𝑛𝜋  یا    ∝=

۴𝜋

۳
+ ۲𝑛𝜋 

   داشت. میاطلاعات بالاخواه یبا جمع آور

∝=
𝜋

۳
+ 𝑛𝜋    یا   ∝=

۲𝜋

۳
+ 𝑛𝜋 

  𝑛   حیهر عدد صح یبرا

 

۵)    √۳ + ۲ sin 𝛽 = 0 

√۳ + ۲ sin 𝛽 = 0 

۲ sin 𝛽 = −√۳ 

sin 𝛽 = −
√۳

۲
 

sin چون  𝛽 = −
√۳

۲
< در ربع صفحه چهارم ، در  ایدر ربع صفحه سوم است و  ای  𝛽  است ، پس   0

 صورت  نیا

𝛽 =
۴𝜋

۳
+ ۲𝑛𝜋   یا   𝛽 =

۵𝜋

۳
+ ۲𝑛𝜋 
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۶)    cot۲ 𝑥 − ۳ = 0 

 پاسخ 

cot۲ 𝑥 = ۳ 

cot = ±√۳ 

cot اگر  𝑥 = √۳ > در ربع صفحه سوم ، در  ایدر ربع صفحه اول است و  ای  𝑥   هیباشد ، پس زاو  0

 صورت  نیا

 𝑥 =
𝜋

۶
+ 𝑛𝜋   

cot اگر  𝑥 = −√۳ < در ربع صفحه چهارم ،  ایت و در ربع صفحه دوم اس ای  𝑥   هیباشد ، پس زاو  0

 صورت  نیدر ا

  𝑥 =
۵𝜋

۶
+ 𝑛𝜋  

   است.  𝑛𝜋  فراموش نشود که دور تناوب تانژانت و کتانژانت 

 

۷)    (۲ sin 𝜃 + ۱)(۲ cos 𝜃 + ۳) = 0  

 پاسخ 

۲ sin 𝜃 + ۱ = ۲   یا   0 cos 𝜃 + ۳ = 0 

sin 𝜃 = −
۱

۲
cos   یا      𝜃 = −

۳

۲
 

cos معادله  𝜃 = −
۳

۲
cos|   رایجواب ندارد ، ز    𝜃| ≤    است. ۱

sin اگر  𝜃 = −
۱

۲
 صورت  نیچهارم است ، در ا ایدر ربع صفحه سوم و   𝜃   هیباشد ، پس زاو  

𝜃 =
۷𝜋

۶
+ ۲𝑛𝜋   یا    𝜃 =

۱۱𝜋

۶
+ ۲𝑛𝜋 

 

۸)   sin ۲𝑥(csc ۲𝑥 − ۲) = 0 

 پاسخ 

sin ۲𝑥 = csc  یا    0 ۲𝑥 = ۲ 

sin اگر  ۲𝑥 = ۲𝑥  باشد ، پس   0 =  صورت  نیاست ، در ا   0

۲𝑥 = 0 + ۲𝑛𝜋   ۲  یا𝑥 = 𝜋 + ۲𝑛𝜋   

𝑥 = 𝑛𝜋  یا   𝑥 =
𝜋

۲
+ 𝑛𝜋 
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  و   𝑛𝜋   یاما معادله برا
𝜋

۲
+ 𝑛𝜋  نشده است.  فیتعر  

csc اگر  ۲𝑥 =  باشد ، پس   ۲

۲𝑥 =
𝜋

۶
+ ۲𝑛𝜋     ۲   یا𝑥 =

۵𝜋

۶
+ ۲𝑛𝜋   

𝑥 =
𝜋

۱۲
+ 𝑛𝜋    یا  𝑥 =

۵𝜋

۱۲
+ 𝑛𝜋 

 

,0]  بازه در را ها معادله ریز ناتیتمر در ۲ 𝜋) درجه حسب بر را هیزاو هر اندازه نیهمچن و دیکن حل 

   .دیکن دایپ

 ۹)   ۲ − ۸ cos۲ 𝑡 = 0   
  پاسخ

−۸ cos۲ 𝑡 = −۲ 

cos۲ 𝑡 =
۱

۴
 

soc 𝑡 = ±
۱

۲
 

cos  اگر 𝑡 =
۱

۲
 نیا در ، چهارم صفحه ربع در ای است اول صفحه ربع در ای  𝑡   هیاوز پس ، باشد  

  صورت

𝑡 =
𝜋

۳
𝑡    یا      =

۵𝜋

۳
 

cos   اگر 𝑡 = −
۱

۲
 نیا در ، است سوم صفحه ربع در ای و دوم صفحه ربع در  𝑡   هیزاو پس ، باشد  

  صورت

𝑡 =
۲𝜋

۳
𝑡     یا   =

۴𝜋

۳
 

  است ریز بیترت به  انیراد حسب بر هیزاو مقدار پس

𝜋

۳
  ،   

۲𝜋

۳
   ،  

۴𝜋

۳
   ،  

۵𝜋

۳
 

   .است ریز بیترت به درجه حسب بر و

۶ ∘∘   ،  ۱۲ ∘∘   ،  ۲۴ ∘∘   ،  ۳ ∘∘∘ 
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۱ ∘) ۲ sin۲ 𝑢 = ۱ − sin 𝑢 
  پاسخ
𝑥   میکن  یم فرض = sin 𝑢  میدار پس ، باشد  

۲𝑥۲ = ۱ − 𝑥 

۲𝑥۲ + 𝑥 − ۱ = 0 

𝑥۲ +
۱

۲
𝑥 −

۱

۲
= 0 

(𝑥 + ۱) (𝑥 −
۱

۲
) = 0 

𝑥 = 𝑥   یا   ۱− =
۱

۲
 

  میدار پس ، میگردان  یم بر را  ینیجانش

sin 𝑢 = sin   یا   ۱− 𝑢 =
۱

۲
 

sin  اگر 𝑢 =   پس ، باشد  ۱−

𝑢 =
۳𝜋

۲
 

sin  اگر و ، است 𝑢 =
۱

۲
  لذا ، دوم ای و است اول ربع در ای  𝑢   هیزاو پس ، باشد  

𝑢 =
𝜋

۶
𝑢   یا    =

۵𝜋

۶
 

 است ریز بیترت به  انیراد حسب بر هیزاو مقدار پس

𝜋

۶
 ،  

۵𝜋

۶
  ،  

۳𝜋

۲
 

   .است ریز بیترت به درجه حسب بر و

۳ ∘∘  ،  ۱۵ ∘∘  ،  ۲۷ ∘∗ 
 

۱۱)  tan۲ 𝑥 sin 𝑥 = sin 𝑥 
  پاسخ

tan۲ 𝑥 sin 𝑥 − sin 𝑥 = 0 

sin 𝑥 (tan۲ 𝑥 − ۱) = 0 

sin 𝑥(tan 𝑥 − ۱)(tan 𝑥 + ۱) = 0 

sin 𝑥 = tan   یا  0 𝑥 = tan  یا ۱ 𝑥 = −۱  
sin  اگر 𝑥 =   پس ، باشد  0

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 اصول مثلثات ۲.۲   معادله های مثلثاتی انوشـیروان صراف

153 
 

𝑥 = 𝑥   یا   0 = 𝜋 

tan  اگر 𝑥 =   صورت نیا در ، سوم ربع در ای و است اول  ربع در ای  𝑥   هیزاو پس ، باشد ۱

  𝑥 =
𝜋

۴
𝑥   یا    =

۵𝜋

۴
  

tan  اگر 𝑥 =   صورت نیا در ، چهارم ربع  در ای است دوم ربع  در ای  𝑥   هیزاو پس ، باشد  ۱−

𝑥 =
۳𝜋

۴
𝑥    یا   =

۷𝜋

۴
 

 است ریز بیترت به  انیراد حسب بر هیزاو مقدار پس

0 ،  𝜋 ،  
𝜋

۴
 ،  

۳𝜋

۴
  ،  

۵𝜋

۴
 ،  

۷𝜋

۴
 

 است ریز بیترت به درجه حسب بر و

0∘ ،  ۱۸ ∘∘  ،  ۴۵
∘
 ،  ۱۳۵

∘
  ،  ۲۲۵

∘
 ،  ۳۱۵

∘
 

 

۱۲)  ۲ cos۲ 𝑥 + cos 𝑥 = 0 
  پاسخ

cos 𝑥(۲ cos 𝑥 + ۱) = 0 

cos 𝑥 = cos    یا     0 𝑥 = −
۱

۲
 

cos  اگر 𝑥 =   پس ، باشد  0

𝑥 =
𝜋

۲
𝑥    یا     =

۳𝜋

۲
 

cos  اگر 𝑥 = −
۱

۲
  صورت نیا در ، سوم ربع ای و است دوم ربع در ای  𝑥   هیزاو پس ، باشد  

𝑥 =
۲𝜋

۳
𝑥    یا     =

۴𝜋

۳
 

 است ریز بیترت به  انیراد حسب بر هیزاو مقدار پس

𝜋

۲
  ،  

۳𝜋

۲
  ،  

۲𝜋

۳
  ،  

۴𝜋

۳
 

 است ریز بیترت به درجه حسب بر و

۹ ∘∘  ،  ۲۷ ∘∘  ،  ۱۲ ∘∘  ،  ۲۴ ∘∘ 
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۱۳)  sin۲ 𝜃 + sin 𝜃 − ۶ = 0 

𝑢   میکن  یم فرض − cit 𝜃  میدار پس ، باشد  

𝑢۲ + 𝑢 − ۶ = 0 

(𝑢 + ۳)(𝑢 − ۲) = 0 

𝑢 = 𝑢     یا    ۳− = ۲ 
   . میگردان  یم بر را ینیجانش

sin 𝜃 = sin   یا    ۳− 𝜃 = ۲ 

sin|   رایز  .ندارند شهیر بالا یها معادله 𝑥| ≤    .است  ۱
 

۱۴)  ۱ − sin 𝑡 = √۳ cos 𝑡 

  پاسخ

(۱ − 𝑠𝑖𝑛 𝑡)
۲

= (√۳ cos 𝑡)

۲

 

۱ − ۲ sin 𝑡 + sin۲ 𝑡 = ۳ cos۲ 𝑡 

۱ − ۲ sin 𝑡 + sin۲ 𝑡 = ۳ (۱ − sin۲ 𝑡) 

۱ − ۲ sin 𝑡 + sin۲ 𝑡 = ۳ − ۳ sin۲ 𝑡 

۴ sin۲ 𝑡 − ۲ sin 𝑡 − ۲ = 0 

sin۲ 𝑡 −
۱

۲
sin 𝑡 −

۱

۲
= 0 

(sin 𝑡 − ۱) (sin 𝑡 +
۱

۲
) = 0 

sin 𝑡 = sin  یا    ۱ 𝑡 = −
۱

۲
 

sin   اگر 𝑡 = 𝑡  پس ، باشد  ۱ =
𝜋

۲
   .است  

sin  اگر 𝑡 = −
۱

۲
𝑡   پس ، باشد   =

۱۱𝜋

۶
   .است  

 .است ریز بیترت به  انیراد حسب بر هیزاو مقدار پس

۱۱𝜋

۶
  ،  

𝜋

۲
 

 .است ریز بیترت به درجه حسب بر و

۳۳ ∘∘  ،  ۹ ∘∘ 
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۱۵) cos ∝ + sin ∝= ۱  

(cos ∝ + sin ∝)۲ = ۱
۲
 

cos۲ ∝ + sin۲ ∝ +۲ sin ∝ cos ∝= ۱ 

۱ + ۲ sin ∝ cos ∝= ۱ 

۲ sin ∝ cos ∝= 0 

sin ∝= cos   یا   0 ∝= 0 

sin اگر  ∝=  باشد ، پس   0

∝= =∝   یا    0 𝜋 

cos ر اگ ∝=  باشد ، پس   0

∝=
𝜋

۲
=∝  یا   

۳𝜋

۲
 

 .است ریز بیترت به  انیراد حسب بر هیزاو مقدار پس

0  ،  
𝜋

۲
 

 .است ریز بیترت به درجه حسب بر و

0∘   ،  ۹ ∘∘ 

=∝   یایکه زوا دیکن  یملاحظه م 𝜋  و ∝=
۳𝜋

۲
=∝  اگر  رایز میحذف کرد  

۳𝜋

۲
را در معادله قرار    

 داشت  می، خواه میده

cos (
۳𝜋

۲
) + sin (

۳𝜋

۲
) = 0 − ۱ = −۱ 

=∝  اگر بیترت نیبه هم  .ستیمعادله بر قرار ن 𝜋   ستی، معادله بر قرار ن میدر معادله قرار ده.   

معادله ، دو  کیکه اگر هنگام حل  می، در جبر خواند دیاوریاگر بخاطر ب رایاست ، ز  یموضوع منطق نیا

در  رایز  . میقبول کن میتوان  یبدست آمده را نم یها از جواب ی، بعض میطرف معادله را به توان دو برسان

   .میامتحان کن  یبدست آمده را در معادله اصل یجوابها دیبا شهیهم  آن جوابها کاذب هستند. قتیحق

 

۱۶) tan 𝜃 + sec 𝜃 = ۱ 

 پاسخ 

tan 𝜃 + sec 𝜃 − ۱ = 0 

sin 𝜃

cos 𝜃
+

۱

cos 𝜃
− ۱ = 0 

sin 𝜃 + ۱ − cos 𝜃

cos 𝜃
= 0 

sin 𝜃 − cos 𝜃 = −۱ 

(sin 𝜃 − cos 𝜃)۲ = (−۱)
۲
 

sin۲ 𝜃 + cos۲ 𝜃 − ۲ sin 𝜃 cos 𝜃 = ۱ 
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۱ − ۲ sin 𝜃 cos 𝜃 = ۱ 

− ۲sin 𝜃 cos 𝜃 = 0 

۲sin 𝜃 cos 𝜃 = 0 

  .باشد تاس نممک ریز قمطاب  یاحتمال خپاس  یعنی  ، میدیرس  ۱۵   هشمار نیتمر هجینت نهما هب حالا

0 ،  𝜋  ،  
𝜋

۲
  ،  

۳𝜋

۲
 

 نایرد  0   هیزاو طفق ،کنند   ینم رقرا رب ار همعادل ،آمده  تبدس یها بجوا متما  که لیدل  نهما به زبا اام

   .میکن  یم لقبو ار ∘0       ای

 

۱۷)  ۲ sin۳ 𝑥 + sin۲ 𝑥 − ۲ sin 𝑥 − ۱ = 0 

 پاسخ 

(۲ sin۳ 𝑥 − ۲ sin 𝑥) + (sin۲ 𝑥 − ۱) = 0 

۲ sin 𝑥 (sin۲ 𝑥 − ۱) + (sin۲ 𝑥 − ۱) = 0 

(sin۲ 𝑥 − ۱) (۲ sin 𝑥 + ۱) = 0 

sin۲ 𝑥 − ۱ = ۲    یا    0 sin 𝑥 + ۱ = 0 

sin 𝑥 = sin   یا    ±۱ 𝑥 = −
۱

۲
 

sin اگر  𝑥 =  باشد ، پس   ۱

𝑥 =
𝜋

۲
 

sin اگر  𝑥 =  باشد ، پس    ۱−

𝑥 =
۳𝜋

۲
 

sin اگر  𝑥 = −
۱

۲
  سپ  .دارد رقرا مچهار ای و مسو هصفح عرب رد  𝑥   هیزاوباشد ، پس   

𝑥 =
۷𝜋

۶
𝑥    یا   =

۱۱𝜋

۶
 

 .است ریز بیترت به  انیراد حسب بر هیزاو مقدار پس  .است

۷𝜋

۶
 ،  

۱۱𝜋

۶
  ،  

𝜋

۲
 ،  

۳𝜋

۲
 

 .است ریز بیترت به درجه حسب بر و

۲۱ ∘∘  ،  ۳۳ ∘∘  ،  ۹ ∘∘  ،  ۲۷ ∘∘ 
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۱۸)  ۲ tan 𝑡 csc 𝑡 + ۲ csc 𝑡 + tan 𝑡 + ۱ = 0 

 
  خپاس

۲ csc 𝑡(tan 𝑡 + ۱) + (tan 𝑡 + ۱) = 0 

(tan 𝑡 + ۱)(۲ csc 𝑡 + ۱) = 0 

tan 𝑡 + ۱ = ۲  یا   0 csc 𝑡 + ۱ = 0 

۲  همعادل csc 𝑡 + ۱ =    .ندارد هشیر  0

tan  راگ 𝑡 + ۱ = tan  سپ ،باشد  0 𝑡 =  تاس مسو هصفح عرب رد ای  𝑡   تصور نیا رد  .است  ۱−

  سپ،چهارم   ای و

𝑡 =
۳𝜋

۴
ای         𝑡 =

۷𝜋

۴
 

 .است ریز بیترت به  انیراد حسب بر هیزاو مقدار پس

۳𝜋

۴
  ،  

۷𝜋

۴
 

 .است ریز بیترت به درجه حسب بر و

۱۳۵
∘
 ،  ۳۱۵

∘
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 The Addition and Subtraction Formulas یهدو زاو فرمول های جمع و تفریق -  ۳.۲

𝑢  مثلثاتی که شامل  در  این بخش فرمول های + 𝑣   یا  𝑢 − 𝑣  کنیم.    می  هستند را به شما معرفی

  𝑢   و  𝑣  فرمول های جمع و تفریق این فرمول ها به ترتیب بنام   و یا زوایا باشند.  توانند اعداد حقیقی  می

   که مورد بحث قرار خواهیم داد ممکن است به صورت زیر باشند.  فرمول هایی  معروف هستند.

 

  نوسیکس  یبرا هیزاو دو فرمول تفریق 

cos(𝑢 − 𝑣) = cos𝑢 cos 𝑣 + sin 𝑢 sin 𝑣 

 

به ترتیب  که  𝑈  روی دائره واحد  𝑃(𝑣)  و  𝑃(𝑢)  هستند  ، و نقاط   اعداد حقیقی  𝑣  و   𝑢    - اثبات 

𝑤  کنیم   فرض می  نظر بگیرید .  در هستند   𝑣  و   𝑢  مربوط به  = 𝑢 − 𝑣  کنیم  و  فرض می 

  𝑃(𝑤) = 𝑃(𝑢 − 𝑣)  روی مربوطه  نقطه   𝑈  .تصویر   باشد . 𝐴  کنیم هم   همچنین فرض می  𝑢   

.   و داریم   هستند. 𝜋 ۲  بین صفر و   𝑣  و هم  0 ≤ 𝑢 − 𝑣 < 𝑣   اعداد  𝑢   و  𝑣   و  𝑤  

   تصور کرد و یا اندازه زاویه ها بر حسب رادیان.  𝑈  توان اندازه طول کمان های روی دائره   را می

 

 
 

  مختصات این نقاط را به صورت زیر مشخص کرده ایم.   𝐵  در تصویر 

𝑃(𝑢) = (𝑢۱, 𝑢۲)  ؛   𝑃(𝑣) = (𝑣۱, 𝑣۲) ؛  𝑃(𝑤) = 𝑃(𝑢 − 𝑣) = (𝑤۱, 𝑤۲) 
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 بر اساس تعریف توابع مثلثاتی بر حسب دائره واحد داریم. 

cos 𝑢 = 𝑢۱         cos 𝑣 = 𝑣۱              cos(𝑢 − 𝑣) = 𝑤۱ 

sin 𝑢 = 𝑢۲          sin 𝑣 = 𝑣۲            sin(𝑢 − 𝑣) = 𝑤۲ 

اشاره کنیم ، زیرا  در قسمت های بعدی به آن   نامگذاری می  ۱  فرمول های بالا را بنام فرمول شماره 

 خواهیم داشت.

,𝐴(۱  کنید که مسافت بین   همچنین ملاحظه می   و   𝑃(𝑢)  باید مساوی مسافت بین   𝑃(𝑤)  و   (0

 𝑃(𝑣)  روی   باشد ، زیرا کمان های مربوطه  𝑈   همان طول  𝑢 − 𝑣  .با استفاده از فرمول   را دارند

   مسافت داریم.

√(𝑤۱ − ۱)
۲
+ (𝑤۲ − 0)

۲
= √(𝑢۱ − 𝑣۱)

۲
+ (𝑢۲ − 𝑣۲)

۲
 

  دهیم.   جملات زیر رادیکال را بسط می   رسانیم  ، و  طرف را به توان دو میهر دو 

𝑤
۱

۲
− ۲𝑤۱ + ۱+𝑤

۲

۲
= 𝑢

۱

۲
− ۲𝑢۱𝑣۱ + 𝑣۱

۲
+ 𝑣

۲

۲
− ۲𝑢۲𝑣۲ + 𝑣۲

۲
 

,𝑣۱)  و   (𝑢۱,𝑢۲)  چون نقاط  𝑣۲)   و  (𝑤۱, 𝑤۲)   روی دائره واحد  𝑈   قرار دارند و چون معادله

𝑥۲  دایره واحد  + 𝑦۲ = 𝑢  توانیم بجای   می .است   ۱
۱

۲
+ 𝑢

۲

۲
، 𝑣

۱

۲
+ 𝑣

۲

۲
،   𝑤

۱

۲
+𝑤

۲

۲
عدد یک  

   با این کار خواهیم داشت.  جانشین کنیم.

۲− ۲𝑤۱ = ۲− ۲𝑢۱𝑣۱ − ۲𝑢۲𝑣۲ 

 شود به   که خلاصه می

𝑤۱ = 𝑢۱𝑣۱ + 𝑢۲𝑣۲ 
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   داریم.  ۱  با جانشین کردن از فرمول های شماره 

cos(𝑢 − 𝑣) = cos 𝑢 cos 𝑣 + sin 𝑢 sin 𝑣 

 

  دهد.   مثال بعد مورد استفاده این فرمول را نشان می

 

,  با استفاده از این حقیقت که – ۱مثال  ۱۵
∘
= ۶ ∘∘− ۴۵

∘
cos۱۵   مقدار دقیق  

∘
   را پیدا کنید. 

 پاسخ 

𝑢  کنیم   فرض می = ۶ 𝑣  و   ∘∘ = ۴۵
∘
 باشد ، پس   

cos ۱۵
∘
= cos(۶ ∘∘− ۴۵

∘
) = cos ۶ ∘∘ cos۴۵

∘
+ sin ۶ ∘∘ sin ۴۵

∘
 

=
۱

۲
∗
√۲

۲
+
√۳

۲
∗
√۲

۲
=
√۲+√۶

۴
 

 

cos(𝑢 بدست آوردن فرمول   + 𝑣)  .ابتدا   هم ساده است  𝑢 + 𝑣 = 𝑢 − (−𝑣)  نویسیم و سپس   می

   پس داریم.  بریم.  فرمول تفریق را بکار می

cos(𝑢 + 𝑣) = cos[𝑢 − (−𝑣)] = cos 𝑢 cos(−𝑣) + sin 𝑢 sin(−𝑣) 
= cos𝑢 cos(−𝑣) + sin 𝑢 sin(−𝑣) 

.۱  در بخش  cos(−𝑣)  ،  گفتیم   ۳ = cos 𝑣   .پس داریم  

 

    نوسیکس یبرا  هیدوزاو فرمول جمع

𝐜𝐨𝐬(𝒖 + 𝒗) = 𝐜𝐨𝐬𝒖𝐜𝐨𝐬𝒗 − 𝐬𝐢𝐧𝒖 𝐬𝐢𝐧𝒗 

 

  استفاده از  با – ۲مثال 
۷𝜋

۱۲
=
𝜋

۳
+
𝜋

۴
cos مقدار    (

۷𝜋

۱۲
   را پیدا کنید.  (

 پاسخ 

cos
۷𝜋

۱۲
= cos (

𝜋

۳
+
𝜋

۴
) 

= cos
𝜋

۳
cos

𝜋

۴
− sin

𝜋

۳
sin
𝜋

۴
=

۱

۲
∗
√۲

۲
−
√۳

۲
∗
√۲

۲
 

=
√۲−√۶

۴
 

به همین طریق تانژانت و  نامند.   می  Cofunctions   متممتوابع  کسینوس را  معمولا دو تابع سینوس و

   همچنین سکانت و کسکانت. کتانژانت هم توابع متمم هستند. 
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𝑓(𝐴)   گوییم اگر  می  𝑔  را متمم تابع   𝑓      تابع  - توابع متمم  تعریف = 𝑔(𝐵)  باشد ، و      𝐴   و

  𝐵   زوایای متمم باشند. 

   

توان برای پیدا کردن سه فرمول زیر در مورد توابع متمم   برای کسینوس را می  هیزاو دو قیتفرفرمول 

   است و یا اندازه یک زاویه بر حسب رادیان.  یا یک عدد حقیقی  𝑢  در فرمول های زیر   بکار برد.

 

 فرمول های توابع متمم 

cos (
𝜋

۲
− 𝑢) = sin 𝑢        sin (

𝜋

۲
− 𝑢) = cos 𝑢 

tan (
𝜋

۲
− 𝑢) = cot 𝑢 

 

 کنیم.   فرمول اول را چنین استلال می

cos (
𝜋

۲
− 𝑢) = cos

𝜋

۲
cos 𝑢 + sin

𝜋

۲
sin 𝑢 

= (0) cos𝑢 + (۱) sin 𝑢 = sin 𝑢 

,  گذاریم   در فرمول اول ، می  𝑢  ، بجای    برای بدست آوردن فرمول دوم
𝜋

۲
− 𝑣  .پس داریم  

cos [
𝜋

۲
− (

𝜋

۲
− 𝑣)] = sin (

𝜋

۲
− 𝑣) 

cos 𝑣 = sin (
𝜋

۲
− 𝑣) 

  توان نوشت.   یک عدد اختیاری است ، پس می  𝑣  چون 

cos 𝑢 = sin (
𝜋

۲
− 𝑢) 

 و در نهایت 

tan (
𝜋

۲
− 𝑢) =

sin (
𝜋

۲
− 𝑢)

cos(
𝜋

۲
− 𝑢)

=
cos 𝑢

sin 𝑢
= cot 𝑢 

 

 باشد ، پس  اندازه یک زاویه بر حسب درجه   𝜃  اگر 

cos(۹ ∘∘− 𝜃) = sin 𝜃  ،   sin(۹ ∘∘− 𝜃) = cos 𝜃  ،   tan(۹ ∘∘− 𝜃) = cos 𝜃 

 

۹  و    𝜃   یک زاویه حاد باشد ، پس  𝜃  اگر  ∘∘−  𝜃   ۹  متمم هستند، چون مجموع آنها   است.   ∘∘
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 و تانژانت  نوسیس یبرا هیزاو دو فرمول های جمع و تفریق

Addition and Subtraction Formulas for Sine and Tangent  

sin(𝑢 + 𝑣) = sin 𝑢 cos 𝑣 + cos 𝑢 sin 𝑣 

sin(𝑢 − 𝑣) = sin 𝑢𝑐𝑜𝑠 𝑣 − cos 𝑢 sin 𝑣 

tan(𝑢 + 𝑣) =
tan𝑢 + tan𝑣

۱− tan𝑢 tan 𝑣
 

tan(𝑢 − 𝑣) =
tan𝑢 − tan𝑣

۱+ tan𝑢 tan 𝑣
 

 

  دو فرمول دیگر را در تمرینات خواهیم دید.  کنیم.   فرمول های اول و سوم را ثابت می –اثبات 

sin(𝑢 + 𝑣) = cos [
𝜋

۲
− (𝑢 + 𝑣)] 

= cos [(
𝜋

۲
− 𝑢) − 𝑣] 

= cos(
𝜋

۲
− 𝑢) cos 𝑣 + sin (

𝜋

۲
− 𝑢) sin 𝑣 

= sin 𝑢 cos 𝑣 + cos 𝑢 sin 𝑣 

  . داریمبرای فرمول تانژانت  

tan(𝑢 + 𝑣) =
sin(𝑢 + 𝑣)

cos(𝑢 + 𝑣)
 

=
sin 𝑢 cos 𝑣 + cos 𝑢 sin 𝑣

cos 𝑢 cos 𝑣 − sin 𝑢 sin 𝑣
 

cos اگر  𝑢 cos 𝑣 ≠ cos باشد ، صورت و مخرج را بر   0 𝑢 cos 𝑣  پس داریم.  کنیم.  تقسیم می   

tan(𝑢 + 𝑣) =
(
sin 𝑢
cos 𝑢) (

cos 𝑣
cos 𝑣)

+ (
cos 𝑢
cos 𝑢) (

sin 𝑣
cos 𝑣)

(
cos 𝑢
cos 𝑢) (

cos 𝑣
cos 𝑣)

− (
sin 𝑢
cos 𝑢) (

sin 𝑣
cos 𝑣)

 

=
tan𝑢 + tan𝑣

۱− tan𝑢 tan 𝑣
 

cos اگر  𝑢 cos 𝑣 = cos باشد ، پس یا   0 𝑢 = cos و یا   0 𝑣 = در این صورت یا   است.  0

 tan 𝑢   و یا tan 𝑣  .تعریف نشده هستند و فرمول صحیح نیست   

 

sin𝛼  اگر – ۳مثال  =
۴

۵
cos یک زاویه در ربع صفحه اول ، و  𝛼  و  باشد    𝛽 = −

۱۲

۱۳
  𝛽  باشد و   

sin(𝛼 یک زاویه در ربع صفحه دوم ، مقادیر  + 𝛽)   و tan(𝛼 + 𝛽)   را پیدا کنید و مشخص کنید

   𝛼 + 𝛽 .در کدام ربع صفحه قرار دارد   

   مشخص شده است.  𝐶  در تصویر  𝛽  و   𝛼  زوایای  –پاسخ 
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sin𝛼  چون  =
۴

۵
,۳)  است ، نقطه      کنیم ، به همین طریق   می انتخاب 𝛼  را روی ضلع انتهایی  (۴

cos چون  𝛽 = −
۱۲

۱۳
,۱۲−)   نقطه است ،   تصویر  با توجه به  کنیم.  می 𝛽   ضلع انتهایی  را روی  (۵

.۱   , بخش  مثلثاتی ، های قضیه نسبت از استفاده و   داریم ۴

cos𝛼 =
۳

۵
   ،  tan𝛼 =

۴

۳
 ، sin 𝛽 =

۵

۱۳
   ، tan𝛽 = −

۵

۱۲
 

   با استفاده از فرمول های جمع ، داریم.

sin(𝛼 + 𝛽) = sin𝛼 cos 𝛽 + cos𝛼 sin𝛽 

= (
۴

۵
)(−

۱۲

۱۳
) + (

۳

۵
)(

۵

۱۳
) = −

۳۳

۶۵
 

tan(𝛼 + 𝛽) =
tan𝛼 + tan𝛽

۱− tan𝛼 tan𝛽
 

=

۴

۳
+ (−

۵

۱۲
)

۱− (
۴

۳
)(−

۵

۱۲
) =

۳۳

۵۶

 

sin(𝛼 چون  + 𝛽)  است و   منفی tan(𝛼 + 𝛽)   مثبت است ، پس  𝛼 + 𝛽  قرار  سوم در ربع صفحه

   دارد.

 

𝑓(𝑥)  اگر – ۴ مثال = sin 𝑥   باشد و ،  ℎ ≠  کنید که  ثابت 0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
= sin 𝑥 (

cos ℎ − ۱

ℎ
) + cos 𝑥 (

sin ℎ

ℎ
) 

   و فرمول جمع برای سینوس داریم. 𝑓   استفاده از تعریف  با –اثبات 
𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
=
sin(𝑥 + ℎ) − sin 𝑥

ℎ
 

=
sin 𝑥 cos ℎ + cos 𝑥 sin ℎ − sin 𝑥

ℎ
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=
sin 𝑥(cos ℎ − ۱) + cos 𝑥 sin ℎ

ℎ
 

= sin 𝑥 (
cos ℎ − ۱

ℎ
) + cos 𝑥 (

sin 𝑥

ℎ
) 

 

 

.۲تمرینات  ۳  

−۱ در تمرینات    تابع  متمم عبارت داده شده را بنویسید.   ۲

۱)          (𝑎) sin ۴۶
∘
 ۳۷

′
                    (𝑏) cos ۷۳

∘
 ۱۲

′
 

             (𝑐) tan
𝜋

۶
                               (𝑑) sec۱۷ ∕ ۲۸

∘
  

۲)          (𝑎) cos
۷𝜋

۲ ∘
                            (𝑏) sin

۱

۴
 

             (𝑐) tan ۱                                (𝑑) csc(∘∕ ۵۳) 

−۳  در تمرینات     مقادیر دقیق عبارت های داده شده را پیدا کنید.  ۵

۳)         (𝑎) cos
𝜋

۴
+ cos

𝜋

۶
                (𝑏) cos

۵𝜋

۱۲
 

۴)         (𝑎) tan ۶ ∘∘+ tan ۲۲۵
∘
        (𝑏) tan ۲۸۵

∘
 

۵)         (𝑎) sin
۳𝜋

۴
− sin

𝜋

۶
                (𝑏) sin

۷𝜋

۱۲
 

−۶  در تمرینات    هر کدام از عبارت ها را بر حسب یک تابع یک زاویه ای بنویسید.   ۸

۶)         cos ۴۸
∘
cos ۲۳

∘
+ sin ۴۸

∘
sin ۲۳

∘
 

۷)         cos ۱ ∘∘ sin ۵
∘
− sin ۱ ∘∘ cos ۵

∘
 

۸)         cos ۳ sin(−۲) − cos ۲ sin ۳ 

cos𝛼  دو زاویه حاد باشند ، بطوری که  𝛽   و   𝛼  اگر  – ۹ =
۴

۵
tan𝛽 و   =

۸

۱۵
باشد ، مطلوب است  

  cos(𝛼 + 𝛽)  و  sin(𝛼 + 𝛽)  و مشخص کنید   𝛼 + 𝛽 قرار دارد. صفحه ربع در کدام   

 

tan𝛼  اگر  – ۱۰ = −
۷

۲۴
cot و   𝛽 =

۳

۴
در ربع صفحه سوم ،  𝛽  در ربع صفحه دوم و  𝛼  باشد و  

  مطلوب است

sin(𝛼 + 𝛽) ، cos(𝛼 + 𝛽) ، tan(𝛼 + 𝛽), 

sin(𝛼 − 𝛽) ، cos(𝛼 − 𝛽) ، tan(𝛼 − 𝛽) 
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−۱۱  در تمرینات     تساوی های داده شده را نشان دهید.  درستی  ۲۰

۱۱)    sin (𝑥 +
𝜋

۲
) = cos 𝑥 

۱۲)   cos (𝜃 +
۳𝜋

۲
) = sin 𝜃  

۱۳)    sin (𝜃 +
𝜋

۴
) =

(

 
√۲

۲

)

 (sin 𝜃 + cos 𝜃) 

۱۴)    tan (𝑢 +
𝜋

۴
) =

۱+ tan𝑢

۱− tan𝑢
 

۱۵)    tan (𝑢 +
𝜋

۲
) = −cot 𝑢 

۱۶)    sin(𝑢 + 𝑣) ∗ sin(𝑢 − 𝑣) = sin۲ 𝑢 − sin۲ 𝑣 

۱۷)   cos(𝑢 + 𝑣) + cos(𝑢 − 𝑣) = ۲ cos 𝑢 cos 𝑣 

۱۸)    sin ۲𝑢 = ۲ sin 𝑢 cos 𝑢          ( راهنمائی ∶     ۲𝑢 = 𝑢 + 𝑢 ) 

۱۹)     
sin(𝑢 + 𝑣)

cos(𝑢 − 𝑣)
=
tan𝑢 + tan𝑣

۱+ tan𝑢 tan 𝑣
 

۲ ∘)     
sin(𝑢 + 𝑣)

sin(𝑢 − 𝑣)
=
tan𝑢 + tan𝑣

tan𝑢 − tan𝑣
 

 ثابت کنید  -۲۱

(𝑎)     sin(𝑢 − 𝑣) = sin 𝑢 cos 𝑣 − cos 𝑢𝑠𝑖𝑛 𝑣 

(𝑏)    tan(𝑢 − 𝑣) =
tan𝑢 − tan𝑣

۱+ tan𝑢𝑡𝑎𝑛 𝑣
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.۲پاسخ تمرینات  ۳  

−۱ در تمرینات    تابع  متمم عبارت داده شده را بنویسید.   ۲

۱)          (𝑎) sin ۴۶
∘
 ۳۷

′
                    (𝑏) cos ۷۳

∘
 ۱۲

′
 

             (𝑐) tan
𝜋

۶
                               (𝑑) sec۱۷ ∕ ۲۸

∘
  

 پاسخ 

(𝑎)     ۸۹
∘
 ۶ ∘′− ۴۶

∘
 ۳۷

′
= ۴۳

∘
 ۲۳

′
  

sin۴۶
∘
 ۳۷

′
= cos ۴۳

∘
 ۲۳

′
 

(𝑏)     ۸۹
∘
 ۶ ∘′− ۷۳

∘
 ۱۲

′
= ۱۶

∘
 ۴۸

′
  

cos۷۳
∘
 ۱۲

′
= sin ۱۶

∘
 ۴۸

′
 

(𝑐)     
𝜋

۲
−
𝜋

۶
=
𝜋

۳
 

tan
𝜋

۶
= cot

𝜋

۳
 

(𝑑)     ۹ ∘∘− ۱۷ ۲۸⁄
∘
= ۷۲ ∕ ۷۲

∘
 

sec۱۷ ∕ ۲۸
∘
= csc۷۲ ∕ ۷۲

∘
 

 

۲)          (𝑎) cos
۷𝜋

۲ ∘
                            (𝑏) sin

۱

۴
 

             (𝑐) tan ۱                                (𝑑) csc(∘∕ ۵۳) 
 پاسخ 

(𝑎)     
𝜋

۲
−

۷𝜋

۲ ∘
=

۳𝜋

۲ ∘
 

cos
۷𝜋

۲ ∘
= sin

۳𝜋

۲ ∘
 

(𝑏)     
𝜋

۲
−

۱

۴
=

۲𝜋 − ۱

۴
 

sin
۱

۴
= cos(

۲𝜋 − ۱

۴
) 

(𝑐)    
𝜋

۲
− ۱ =

𝜋 − ۲

۲
 

tan ۱ = cot (
𝜋 − ۲

۲
) 
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(𝑑)     
𝜋

۲
−∘∕ ۵۳ =

۱

۲
𝜋 −∘∕ ۵۳ 

csc(∘∕ ۵۳) = sec (
۱

۲
𝜋 −∘∕ ۵۳) 

 

−۳  در تمرینات     را پیدا کنید.مقادیر دقیق عبارت های داده شده   ۵

۳)         (𝑎) cos
𝜋

۴
+ cos

𝜋

۶
                (𝑏) cos

۵𝜋

۱۲
 

 پاسخ 

(𝑎)    cos
𝜋

۴
+ cos

𝜋

۶
=
√۲

۲
+
√۳

۲
=
√۲+√۳

۲
 

(𝑏)    cos
۵𝜋

۱۲
= cos(

𝜋

۴
+
𝜋

۶
) = cos

𝜋

۴
cos

𝜋

۶
− sin

𝜋

۴
sin
𝜋

۶
    

=

(

 
√۲

۲

)

 

(

 
√۳

۲

)

 −

(

 
√۲

۲

)

 (
۱

۲
) =

√۶

۴
−
√۲

۴
=
√۶−√۲

۴
 

۴)         (𝑎) tan ۶ ∘∘+ tan ۲۲۵
∘
        (𝑏) tan ۲۸۵

∘
 

(𝑎)   tan ۶ ∘∘+ tan ۲۲۵
∘
= √۳+ ۱          

(𝑏)    tan ۲۸۵
∘
= tan(۲۲۵

∘
+ ۶ ∘∘) =

tan ۲۲۵
∘
+ tan ۶ ∘∘

۱− (tan ۲۲۵
∘
)(tan ۶ ∘∘)

 

=
tan۴۵

∘
+ tan ۶ ∘∘

۱− (tan ۴۵
∘
)(tan ۶ ∘∘)

=
۱+√۳

۱− (۱) (√۳)

=
۱+√۳

۱−√۳

 

۱+√۳

۱−√۳

=
۱+√۳

۱−√۳

∗
۱+√۳

۱+√۳

=

(۱+√۳)

۲

۱− ۳
= 
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۱+ ۲√۳+ ۳

−۲
=

۴+ ۲√۳

−۲
=

۲(۲+√۳)

−۲
= −۲−√۳ 

 پس 

tan ۲۸۵
∘
= −۲−√۳ 

 

 

۵)         (𝑎) sin
۳𝜋

۴
− sin

𝜋

۶
                (𝑏) sin

۷𝜋

۱۲
 

 پاسخ 

(𝑎)    sin
۳𝜋

۴
− sin

𝜋

۶
=
√۲

۲
−

۱

۲
=
√۲− ۱

۲
 

(𝑏)    sin
۷𝜋

۱۲
= sin (

𝜋

۴
+
𝜋

۳
) = sin

𝜋

۴
cos

𝜋

۳
+ cos

𝜋

۴
sin
𝜋

۳
 

=

(

 
√۲

۲

)

 (
۱

۲
) +

(

 
√۲

۲

)

 

(

 
√۳

۲

)

 =
√۲

۴
+
√۶

۴
 

=
√۲+√۶

۴
 

   

−۶  در تمرینات    هر کدام از عبارت ها را بر حسب یک تابع یک زاویه ای بنویسید.   ۸

۶)         cos ۴۸
∘
cos ۲۳

∘
+ sin ۴۸

∘
sin ۲۳

∘
= cos(۴۸

∘
− ۲۳

∘
) = cos ۲۵

∘
 

 

۷)         cos ۱ ∘∘ sin ۵
∘
− sin ۱ ∘∘ cos ۵

∘
= sin ۵

∘
cos ۱ ∘∘− cos ۵

∘
sin ۱ ∘∘ 

= sin(۵
∘
− ۱ ∘∘) = sin(−۵

∘
) 

 

۸)         cos ۳ sin(−۲) − cos ۲ sin ۳ = sin(−۲) cos ۳− cos ۲ sin ۳ = sin(−۲− ۳) 

= sin(−۵) = −sin ۵ 
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cos𝛼  دو زاویه حاد باشند ، بطوری که  𝛽   و   𝛼  اگر  – ۹ =
۴

۵
tan𝛽 و   =

۸

۱۵
باشد ، مطلوب است  

  cos(𝛼 + 𝛽)  و  sin(𝛼 + 𝛽)  و مشخص کنید   𝛼 + 𝛽 قرار دارد. صفحه ربع در کدام   

 پاسخ 
  ریز ریبا توجه به تصو

 

 
 

cos چون  𝛼 =
۴

۵
,۴)  است ، نقطه     کنیم ، به همین طریق   می انتخاب 𝛼  را روی ضلع انتهایی  (۳

tan𝛽 چون  =
۸

۱۵
,۱۵)   نقطه است ،    تصویر و با توجه به  کنیم.  می 𝛽   ضلع انتهایی  را روی  (۸

.۱   , بخش  مثلثاتی ، های قضیه نسبت از استفاده   داریم ۴

 

cos(𝛼 + 𝛽) = cos𝛼 cos 𝛽 − sin𝛼 sin𝛽 

= (
۴

۵
)(

۱۵

۱۷
) − (

۳

۵
)(

۸

۱۷
) =

۱۲

۱۷
−

۲۴

۸۵
=

۶ ∘ −۲۴

۸۵
=

۳۶

۸۵
 

sin(𝛼 + 𝛽) = sin𝛼 cos 𝛽 + cos𝛼 sin𝛽 

= (
۳

۵
)(

۱۵

۱۷
) + (

۴

۵
)(

۸

۱۷
) =

۹

۱۷
+

۳۲

۸۵
=

۷۷

۸۵
 

cos(𝛼 چون هم  + 𝛽)      وهم  sin(𝛼 + 𝛽)    هر دو مثبت هستند ، پس زاویه  𝛼 + 𝛽   در ربع

  صفحه اول قرار دارد. 
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tan𝛼  اگر  – ۱۰ = −
۷

۲۴
cot و   𝛽 =

۳

۴
در ربع صفحه سوم ،  𝛽  در ربع صفحه دوم و  𝛼  باشد و  

  مطلوب است

sin(𝛼 + 𝛽) ، cos(𝛼 + 𝛽) ، tan(𝛼 + 𝛽), 

sin(𝛼 − 𝛽) ، cos(𝛼 − 𝛽) ، tan(𝛼 − 𝛽) 
 پاسخ 

  ریز ریبا توجه به تصو

 

tan چون  𝛼 = −
۷

۲۴
مثبت  نوسیآلفا در ربع صفحه دوم قرار دارد ، پس سمساله ، است ، و طبق فرض   

,۲۴−)  لذا  نقطه   است.  یمنف نوسیو کس  کنیم   می انتخاب 𝛼  را روی ضلع انتهایی  (۷

cot چون  ، به همین طریق 𝛽 =
۳

۴
، پس  بتا در ربع صفحه سوم قرار دارد , و طبق فرض مساله است ،  

,۳−)   پس نقطه  هستند.  یمنف نوسیو هم کس نوسیهم س    کنیم.  می 𝛽   ضلع انتهایی  را روی  (۴−

.۱   , بخش  مثلثاتی ، های قضیه نسبت از استفاده تصویر و با توجه به   داریم ۴

 

sin(𝛼 + 𝛽) = sin𝛼 cos 𝛽 + cos𝛼 sin𝛽 

= (
۷

۲۵
)(
−۳

۵
) + (

−۲۴

۲۵
)(
−۴

۵
) = (

−۲۱

۱۲۵
) + (

۹۶

۱۲۵
) 

=
−۲۱+ ۹۶

۱۲۵
=

۷۵

۱۲۵
=

۳

۵
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cos(𝛼 + 𝛽) = cos𝛼 cos 𝛽 − sin𝛼 sin𝛽 

= (
−۲۴

۲۵
)(
−۳

۵
) − (

۷

۲۵
)(
−۴

۵
) =

۷۲

۱۲۵
+

۲۸

۱۲۵
 

=
۱ ∘∘

۱۲۵
=

۴

۵
 

tan(𝛼 + 𝛽) =
tan𝛼 + tan𝛽

۱− tan𝛼 tan𝛽
 

=

−۷

۲۴
+

۴

۳

۱− (−
۷

۲۴
)(

۴

۳
)

=

−۷+ ۳۲

۲۴

۱− (−
۲۸

۷۲
)

=

۲۵

۲۴

۷۲+ ۲۸

۷۲

 

=

۲۵

۲۴

۱ ∘∘

۷۲

=
۲۵

۲۴
∗

۷۲

۱ ∘∘
=

۳

۴
 

sin(𝛼 − 𝛽) = nis𝛼 cos𝛽 − cos𝛼 sin𝛽 

= (
۷

۲۵
)(
−۳

۵
) − (

−۲۴

۲۵
)(
−۴

۵
) = −

۲۱

۱۲۵
−

۹۶

۱۲۵
= −

۱۱۷

۱۲۵
 

cos(𝛼 − 𝛽) = cos𝛼 cos 𝛽 + sin𝛼 sin𝛽 

= (
−۲۴

۲۵
)(
−۳

۵
) + (

۷

۲۵
)(
−۴

۵
) =

۷۲

۱۲۵
−

۲۸

۱۲۵
=

۴۴

۱۲۵
 

tan(𝛼 − 𝛽) =
tan𝛼 − tan𝛽

۱+ tan𝛼 tan𝛽
 

=

(
۷

−۲۴
) − (

−۴

−۳
)

۱+ (
۷

−۲۴
)(
−۴

−۳
)

=

−۲۱− ۹۶

۷۲

۱+ (
−۲۸

۷۲
)

=

−۱۱۷

۷۲

۷۲− ۲۸

۷۲

 

=

−
۱۱۷

۷۲

۴۴

۷۲

= −
۱۱۷

۴۴
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−۱۱  در تمرینات     تساوی های داده شده را نشان دهید.  درستی  ۲۰

۱۱)    sin (𝑥 +
𝜋

۲
) = cos 𝑥 

sin (𝑥 +
𝜋

۲
) = sin 𝑥 cos

𝜋

۲
+ cos 𝑥 sin

𝜋

۲
= sin 𝑥(0) + cos 𝑥(۱) 

= cos𝑥 

۱۲)   cos (𝜃 +
۳𝜋

۲
) = sin 𝜃  

cos (𝜃 +
۳𝜋

۲
) = cos 𝜃 cos

۳𝜋

۲
− sin 𝜃 sin

۳𝜋

۲
= cos 𝜃(0) − sin 𝜃(−۱) 

= sin 𝜃 

۱۳)    sin (𝜃 +
𝜋

۴
) =

(

 
√۲

۲

)

 (sin 𝜃 + cos 𝜃) 

sin (𝜃 +
𝜋

۴
) = sin 𝜃 cos

𝜋

۴
+ cos 𝜃 sin

𝜋

۴
 

= sin 𝜃

(

 
√۲

 ۲
)

 + cos 𝜃

(

 
√۲

۲

)

 =

(

 
√۲

۲

)

 (sin 𝜃 + cos 𝜃) 

۱۴)    tan (𝑢 +
𝜋

۴
) =

۱+ tan𝑢

۱− tan𝑢
 

tan (𝑢 +
𝜋

۴
) =

tan𝑢 + tan
𝜋

۴

۱− tan𝑢 tan
𝜋

۴

=
۱+ tan𝑢

۱− tan𝑢
 

۱۵)    tan (𝑢 +
𝜋

۲
) = −cot 𝑢 

tan چون 
𝜋

۲
پس از  . میاستفاده کن هیدو زاو مجموعاز فرمول تانژانت  میتوان  ینشده است ، پس نم فیتعر  

tan  میدان  یچون م . میکن  یمعمل  یگرید قیطر 𝑥 =
sin 𝑥

cos 𝑥
 توان نوشت   یم پس   
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tan (𝑢 +
𝜋

۲
) =

sin (𝑢 +
𝜋

۲
)

cos (𝑢 +
𝜋

۲
)

=

sin 𝑢 cos
𝜋

۲
+ cos𝑢 sin

𝜋

۲

cos 𝑢 cos
𝜋

۲
− sin 𝑢 sin

𝜋

۲

 

=
sin 𝑢(0) + cos 𝑢(۱)

cos 𝑢(0) − sin 𝑢(۱)
=
cos 𝑢

−sin 𝑢
= −cot 𝑢 

 

۱۶)    sin(𝑢 + 𝑣) ∗ sin(𝑢 − 𝑣) = sin۲ 𝑢 − sin۲ 𝑣 

nis(𝑢 + 𝑣) ∗ sin(𝑢 − 𝑣) = 

(sin𝑢 cos 𝑣 + cos𝑢 sin 𝑣)(sin 𝑢 cos 𝑣 − cos 𝑢 sin 𝑣) = 

sin۲ 𝑢 cos۲ 𝑣 − sin 𝑢 cos 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣 + sin 𝑢 cos 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣 − cos۲ 𝑢 sin۲ 𝑣 = 

sin۲ 𝑢 cos۲ 𝑣 − cos۲ 𝑢 sin۲ 𝑣 = 

sin۲ 𝑢 (۱− sin۲ 𝑣) − sin۲ 𝑣 (۱− sin۲ 𝑢) = 

= sin۲ 𝑢 − sin۲ 𝑢 sin۲ 𝑣 − sin۲ 𝑣 + sin۲ 𝑢 sin۲ 𝑣 

= sin۲ 𝑢 − sin۲ 𝑣 

 

۱۷)   cos(𝑢 + 𝑣) + cos(𝑢 − 𝑣) = ۲ cos 𝑢 cos 𝑣 

cos(𝑢 + 𝑣) + cos(𝑢 − 𝑣) = 

cos 𝑢 cos 𝑣 − sin 𝑢 sin 𝑣 + cos𝑢 cos 𝑣 + sin 𝑢 sin 𝑣 

= ۲ cos 𝑢 cos 𝑣 

 

۱۸)    sin ۲𝑢 = ۲ sin 𝑢 cos 𝑢          ( راهنمائی ∶     ۲𝑢 = 𝑢 + 𝑢 ) 

sin ۲𝑢 = sin(𝑢 + 𝑢) 

= sin 𝑢 cos 𝑢 + cos 𝑢 sin 𝑢 = ۲ sin 𝑢 cos 𝑢 
 

۱۹)     
sin(𝑢 + 𝑣)

cos(𝑢 − 𝑣)
=
tan𝑢 + tan𝑣

۱+ tan𝑢 tan 𝑣
 

sin(𝑢 + 𝑣)

cos(𝑢 − 𝑣)
=
sin 𝑢 cos 𝑣 + cos 𝑢 sin 𝑣

cos𝑢 cos 𝑣 + sin 𝑢 sin 𝑣
= 

sin 𝑢 cos 𝑣
cos 𝑢 cos 𝑣

+
cos 𝑢 sin 𝑣
cos 𝑢 cos𝑣

cos 𝑢 cos 𝑣
cos 𝑢 cos 𝑣

+
sin 𝑢 sin 𝑣
cos 𝑢 cos𝑣

=
tan𝑢 + tan𝑣

۱+ tan𝑢 tan 𝑣
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۲ ∘)     
sin(𝑢 + 𝑣)

sin(𝑢 − 𝑣)
=
tan𝑢 + tan𝑣

tan𝑢 − tan𝑣
 

sin(𝑢 + 𝑣)

sin(𝑢 − 𝑣)
=
sin 𝑢 cos 𝑣 + cos 𝑢 sin 𝑣

sin 𝑢 cos 𝑣 − cos 𝑢 sin 𝑣 
 

=

sin 𝑢 cos 𝑣
cos 𝑢 cos 𝑣

+
cos 𝑢 sin 𝑣
cos 𝑢 cos 𝑣

sin 𝑢 cos 𝑣
cos 𝑢 cos 𝑣

−
cos 𝑢 sin 𝑣
cos 𝑢 cos 𝑣

=
tan𝑢 + tan𝑣

tan𝑢 − tan𝑣
 

 

 ثابت کنید  -۲۱

(𝑎)     sin(𝑢 − 𝑣) = sin 𝑢 cos 𝑣 − cos 𝑢𝑠𝑖𝑛 𝑣 

(𝑏)    tan(𝑢 − 𝑣) =
tan𝑢 − tan𝑣

۱+ tan𝑢 tan 𝑣
 

 

 اثبات 

(𝑎) sin(𝑢 − 𝑣) = sin(𝑢 + (−𝑣)) = sin 𝑢 cos(−𝑣) + cos 𝑢 sin(−𝑣) 

= sin 𝑢 cos 𝑣 − cos 𝑢 sin 𝑣 
 

(𝑏) tan(𝑢 − 𝑣) =
sin(𝑢 − 𝑣)

cos(𝑢 − 𝑣)
=
sin 𝑢 cos 𝑣 − cos 𝑢 sin 𝑣

cos 𝑢 cos 𝑣 + sin 𝑢 sin 𝑣
 

cos   اگر 𝑢 cos 𝑣 ≠ cos  بر   و مخرج را  باشد ، صورت 0 𝑢 cos 𝑣 کنیم.  می تقسیم   

tan(𝑢 − 𝑣) =
(
sin 𝑢
cos 𝑢) (

cos 𝑣
cos 𝑣)

− (
cos 𝑢
cos 𝑢) (

sin 𝑣
cos 𝑣)

(
cos 𝑢
cos 𝑢) (

cos 𝑣
cos 𝑣)

+ (
sin 𝑢
cos 𝑢) (

sin 𝑣
cos 𝑣)

 

=
tan𝑢 − tan𝑣

۱+ tan𝑢 tan 𝑣
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  Multiple-Angle Formulas   گانه چند یهزاو یفرمول ها - ۴.۲

سه  یهزاو یفرمول هاو  Double-Angle Formulas  دو برابر  یهزاو یها فرمولبخش  یندر ا

  . یمکن  یم  یرا بر رس یروو غ Triple-Angle Formulas برابر 

   هستند.  ۲𝑢  شامل عبارت  رایدو برابر موسوم هستند ، ز یهزاو یبه فرمول ها یرز یاتحاد ها

 

  Double-Angle Formulasدو برابر  یهزاو یفرمول ها

nis ۲𝑢 = ۲ sin 𝑢 cos 𝑢 

cos ۲𝑢 = cos۲ 𝑢 − sin۲ 𝑢 = ۱− ۲ sin۲ 𝑢 = ۲ cos۲ 𝑢 − ۱ 

tan ۲𝑢 =
۲ tan 𝑢

۱− tan۲ 𝑢
 

 اثبات 

𝑢  که  یمفرض کن یمتوان  یم = 𝑣  پس اگر فرمول  باشد ، nis(𝑢 + 𝑣)  داشت. می، خواه میرا بکار بر    

sin ۲𝑢 = sin(𝑢 + 𝑢) = sin 𝑢 cos 𝑢 + cos 𝑢 sin 𝑢 

= ۲ sin 𝑢 cos 𝑢 

cos(𝑢  اگر فرمول  قیطر نیبه هم + 𝑣) داشت.  می، خواه میبکار بر  

cos ۲𝑢 = cos(𝑢 + 𝑢) = cos 𝑢 cos 𝑢 − sin 𝑢 sin 𝑢 

= cos۲ 𝑢 − sin۲ 𝑢 

cos  ،   یگربرایدکردن دو فرمول  دایپ یبرا ۲𝑢   اتحاد  sin۲ 𝑢 + cos۲ 𝑢 =    .میبر  یم را بکار ۱

cos ۲𝑢 = cos۲ 𝑢 − sin۲ 𝑢 

= (۱− sin۲ 𝑢) − sin۲ 𝑢 

= ۱− ۲ sin۲ 𝑢 

sin۲   ی، اگر بجا قیطر نیبه هم 𝑢   از   cos۲ 𝑢 میدار ، میاستفاده کن.    

cos ۲𝑢 = cos۲ 𝑢 −(۱− cos۲ 𝑢) 

= ۲ cos۲ 𝑢 − ۱ 

tan بدست آوردن فرمول  یبرا ۲𝑢   در فرمول tan(𝑢 + 𝑣)  میکن  یفرض م   𝑢 = 𝑣  .باشد   

 

sin  میاگر داشته باش – ۱مثال  𝛼 =
۴

۵
sin مطلوب است  اول  باشد ،در ربع صفحه  𝛼  و    ۲𝛼  و

  cos 𝛼۲ 

 پاسخ 

.۲  بخش   ۳  شماره  نیدر  تمر     cos که  میبدست آورد  ۳ 𝛼 =
۳

۵
  پس  است.   

sin 𝛼۲ = ۲ sin 𝛼 cos𝛼 = ۲(
۴

۵
)(

۳

۵
) =

۲۴

۲۵
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cos۲𝛼 = cos۲ 𝛼 − sin۲ 𝛼 =
۹

۲۵
−

۱۶

۲۵
= −

۷

۲۵
 

cos  را بر حسب  cos۳𝜃   عبارت– ۲مثال  𝜃 دیسیبنو .  

 پاسخ 

cos ۳𝜃 = cos( 𝜃۲ + 𝜃) = cos ۲𝜃 cos 𝜃 − sin۲𝜃 sin 𝜃 

= (۲ cos۲ 𝜃 − ۱) cos 𝜃 − (۲ sin 𝜃 cos 𝜃) sin 𝜃 

= ۲ cos۳ 𝜃 − cos 𝜃 − ۲ cos 𝜃 sin۲ 𝜃 

= ۲ cos۳ 𝜃 − cos 𝜃 − ۲ cos 𝜃 (۱− cos۲ 𝜃) 

= ۲ cos۳ 𝜃 − cos 𝜃 − ۲ cos 𝜃 + ۲ cos۳ 𝜃 

= ۴ cos۳ 𝜃 − ۳ cos 𝜃 

  باشند.   یم دیهستند ، مف یتوابع مثلثات یکه شامل توان ها  ییساده کردن عبارت ها یبرا ریسه اتحاد ز

 

sin۲ 𝑢 =
۱− cos ۲𝑢

۲
  ،  cos۲ 𝑢 =

۱+ cos ۲𝑢

۲
،   tan۲ 𝑢 =

۱− cos ۲𝑢

۱+ cos ۲𝑢
 

 

  . یمکن  یرا حل م یرز یمعادله ها .   اول و دوم یکردن اتحاد ها یداپ یبرا

cos ۲𝑢 = ۱− ۲ sin۲ 𝑢  , cos  و ۲𝑢 = ۲ cos۲ 𝑢 − ۱  

tan۲   توان با استفاده از   یاتحاد سوم را م 𝑢 =
sin۲ 𝑢

cos۲ 𝑢
   کرد. دایپ  

 

   .دیرا ثابت کن ریاتحاد ز  یدرست - ۳مثال 

 sin۲ 𝑥 cos۲ 𝑥 =
۱

۸
(۱− cos ۴𝑥) 

sin۲   یبا استفاده از اتحاد ها –اثبات  𝑥   و  cos۲ 𝑥 میدار گفته شد ، بالا که در.   

sin۲ 𝑥 cos۲ 𝑥 = (
۱− cos ۲𝑥

۲
)(

۱+ cos ۲𝑥

۲
) 

=
۱

۴
(۱− cos۲ ۲𝑥) =

۱

۴
sin۲ ۲𝑥 

sin۲  از فرمول  با استفاده تینها و در 𝑢 =
۱−cos ۲𝑢

۲
𝑢  از  و استفاده   = ۲𝑥  میدار.   

sin۲ 𝑥 cos۲ 𝑥 =
۱

۴
(

۱− cos ۴𝑥

۲
) =

۱

۸
(۱− cos ۴𝑥) 

sin  میدان  یاست که م نیا گریراه د ۲𝑥 = ۲ sin 𝑥 cos 𝑥  ، میکن  یم میتقس  ۲  بر  طرف رادو  است.  

  میپس دار
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sin 𝑥 cos 𝑥 =
۱

۲
sin ۲𝑥 

   .میرسان  یم ۲  توان  به بالا را معادله نیطرف

sin۲ 𝑥 cos۲ 𝑥 =
۱

۴
sin۲ ۲𝑥 

   .میکن  یاثبات بالا استفاده م هیاز بق حالا

 

cos۴  عبارت  – ۴مثال  𝑡 دیسیبنو کیبا توان  نوسیتابع کس ریمقاد را بر حسب.   

 پاسخ 

cos۴ 𝑡 = (cos۲ 𝑡)
۲

= (
۱+ cos ۲𝑡  

۲
)

۲

 

=
۱

۴
(۱+ ۲ cos ۲𝑡 + cos۲ ۲𝑡) 

cos۲   حالا از فرمول  𝑢 =
۱+cos ۲𝑢

۲
𝑢   و با استفاده از   = ۲𝑡 میدار.   

cos۴ 𝑡 =
۱

۴
(۱+ ۲ cos ۲𝑡 +

۱+ cos ۴𝑡

۲
) 

=
۳

۸
+

۱

۲
cos ۲𝑡 +

۱

۸
cos ۴𝑡 

 

  Half-Angle Formulas هینصف زاو یفرمول ها

|sin
𝑣

۲
| = √

۱− cos 𝑣

۲
    ،   |cos

𝑣

۲
| = √

۱+ cos 𝑣

۲
 

|tan
𝑣

۲
| = √

۱− cos 𝑣

۱+ cos 𝑣
 

 

sin۲    یاگر در فرمول ها 𝑢  و   cos۲ 𝑢  و   tan۲ 𝑢 یبجا ، میکرد ذکر قبل که در صفحه   𝑢  میبگذار 

  
𝑣

۲
  میدار پس  

sin۲
𝑣

۲
=

۱− cos𝑢

۲
  ،  cos۲

𝑣

۲
=

۱+ cos 𝑣

۲
  ،  tan۲

𝑣

۲
=

۱− cos 𝑣

۱+ cos 𝑣
 

رنگ  زرد مربع داخل یها فرمول ، میریهمان جذر بگ ایدوم و  شهیر بالا ، یطرف معادله ها اگر از دو

 . ندیآ  یم بالا بدست
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  در مورد  یشتریاگر اطلاعات ب
𝑣

۲
 مثلا  .می، نماد قدر مطلق را حذف کن می، ممکن است بتوان میداشته باش  

   هیزاو اگر
𝑣

۲
sin   سپباشد ،  دوم ای اول ربع صفحه  در  

𝑣

۲ 
   .میدار الذ  .است  مثبت 

sin
𝑣

۲
= √

۱− cos 𝑣

۲
 

  اما اگر 
𝑣

۲
  میاست ، پس دار  یمنف نوسیدر ربع صفحه سوم و چهارم باشد ، چون س  

sin
𝑣

۲
= −√

۱− cos 𝑣

۲
 

   .یمکن  یعمل م یگردر مورد دو فرمول د یقطر ینبه هم

 

tan  یبرا یگریشکل د
𝑣

۲
 هیوفرمول سوم نصف زا کالیرد ریصورت و مخرج ز  توان بدست آورد.  یم  

−۱  را در  cos 𝑣   میدار پس  .میکن  یم ضرب.   

|tan
𝑣

۲
| = √

۱− cos 𝑣

۱+ cos 𝑣
∗

۱− cos 𝑣

۱− cos 𝑣
 

= √
(۱− cos 𝑣)

۲

sin۲ 𝑣
=

۱− cos 𝑣

|sin 𝑣|
 

−۱  رایز  ستیصورت لازم ن یمطلق برا نماد قدر cos 𝑣  یم گریرف داز ط  .ستین  یوقت منف چیه  

tan توان نشان داد 
𝑣

۲
sin  و    𝑣 0 مثلا اگر   علامت دارند. کی شهیهم < 𝑣 < 𝜋   باشد ، پس

   0 <
𝑣

۲
<
𝜋

۲
sin  هم لذا است و  𝑣  هم  و tan

𝑣

۲
𝜋  اگر   مثبت هستند.   < 𝑣 < ۲𝜋 .پس  باشد

   
𝜋

۲
<
𝑣

۲
< 𝜋 است و لذا هم  nis𝑣  مه  و   tan

𝑣

۲
 را به نکات نیا توان  یلذا م  هستند.  یمنف  دو هر  

tan  یکه عبارت ها  یصورت در بسط داد ،  𝑣   ریتمام مقاد
𝑣

۲
   و   

۱−cos𝑣

|sin𝑣|
پس نتجه   باشند. شده فیتعر  

 که  میریگ  یم

tan
𝑣

۲
=

۱− cos 𝑣

sin 𝑣
 

  کالیراد ریز   بارتع مخرج  و اگر صورت

|tan
𝑣

۲
| = √

۱− cos 𝑣

۱+ cos 𝑣
 

+۱  را در  cos 𝑣  که  شود  یم جهینت .میضرب کن 

tan
𝑣

۲
=

sin 𝑣

۱+ cos 𝑣
 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 مثلثات اصول     فرمول های زاویه چند گانه    ۴.۲         انوشـیروان صراف

179 
 

   .میکرد دایپ هیزاو نصف  تانژانت یبرا گریددوفرمول    تیدر نها

 

  Half-Angle Formulas for Tangentتانژانت  یبرا هینصف زاو یفرمول ها

tan
𝑣

۲
=

۱− cos 𝑣

sin 𝑣
  ، tan

𝑣

۲
=

sin 𝑣

۱+ cos 𝑣
 

 

sin۲۲  یقدق یرمقاد – ۵ مثال  ∕ ۵
∘
cos۲۲ و   ∕ ۵

∘
  . دیکن دایرا پ 

 پاسخ 

sin با استفاده از فرمول 
𝑣

۲
۲۲  که  قتیحق نیو ا  ∕ ۵

∘
  . میدر ربع صفحه اول است ، دار

sin ۲۲ ∕ ۵
∘
= sin

۴۵
∘

۲
= √

۱− cos ۴۵
∘

۲
 

=

√۱−
√۲

۲

۲
=

√۲−√۲

۲
 

cos ۲۲ ∕ ۵
∘
= √

۱+ cos ۴۵
∘

۲
=

√۱+
√۲

۲

۲
 

=

√۲+√۲

۲
 

tan𝛼  اگر – ۶مثال  = −
۴

۳
tan  در ربع صفحه چهارم باشد ،  𝛼  و  

𝛼

۲
    .  دیکن دایرا پ 

 پاسخ 

,𝑃(۳  نقطه   𝐴   ریبا توجه به تصو  پس   . میکن  یانتخاب م  𝛼   ییضلع انتها یرا رو (۴−

sin 𝛼 = −
۴

۵
cos  و     𝛼 =

۳

۵
  

  . میدار هیبا استفاده از فرمول نصف زاو

tan
𝛼

۲
=

۱− cos𝛼

sin 𝛼
=

۱−
۳

۵

−
۴

۵

= −
۱

۲
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cos معادله  یها هیشمطلوب است ر – ۷مثال  ۲𝑥 + cos 𝑥 = ,0]    را که در بازه  0 ۲𝜋)   .هستند  

  . دیسیو هم بر حسب درجه بنو انیجوابها را هم بر حسب راد

 پاسخ 

cos تا معادله بر حسب  میبر  یدو برابر را بکار م هیابتدا فرمول زاو  𝑥 فاکتور  قیباشد و سپس از طر

  . میکن  یمعادله را حل م یریگ

cos ۲𝑥 + cos 𝑥 = 0 

(۲ cos۲ 𝑥 − ۱) + cos 𝑥 = 0 

۲ cos۲ 𝑥 + cos 𝑥 − ۱ = 0 

(۲ cos 𝑐 − ۱)(cos 𝑥 + ۱) = 0 

cos 𝑥 =
۱

۲
cos  یا   𝑥 = −۱ 

,0]   آخر در بازه  یدو تساو یجواب ها ۲𝜋) است. ریمطابق ز   

𝜋

۳
 ،  

۵𝜋

۳
 ،  𝜋  , ۶ ∘∘   ،  ۳ ∘∘∘   ،  ۱۸ ∘∘ 
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و   𝑎  طول هر ساق آن  دیفرض کن  .دیریرا در نظر بگ  𝐵   ریتصو نیالساق یمتساو مثلث – ۸مثال 

   .دیکن دایپ 𝜃  و   𝛼  مساحت مثلث را بر حسب   باشد.  𝜃  آنها  نیب هیزاو

 پاسخ 

 
 

 نیکه ا دیکن  یملاحظه م،  میعمود بر قاعده مثلث رسم کن پاره خط  کی 𝐶   ریدر تصو  𝑃  اگر از نقطه 

𝐴  پس مساحت مثلث  است و هم عمود منصف.  𝜃   هیزاو مسازیخط عمود هم ن = ℎ𝑘  .با توجه   است

   .میبدست آمده دار هیبه مثلث قائم الزو

sin
𝜃

۲
=
𝑘

𝑎
cos   و  

𝜃

۲
=
ℎ

𝑎
 

 پس 

𝑘 = 𝑎 sin
𝜃

۲
       ℎ = 𝑎 cos

𝜃

۲
 

 و 

𝐴 = ℎ𝑘 = 𝑎۲ sin
𝜃

۲
cos

𝜃

۲
 

   .میدار  هیبا استفاده از فرمول نصف زاو

𝐴 = 𝑎۲ √
۱− cos 𝜃

۲
∗  √

۱+ cos 𝜃

۲
 

= 𝑎۲ √
۱− cos۲ 𝜃

۴
= 𝑎۲ √

sin۲ 𝜃

۴
=

۱

۲
𝑎۲ sin 𝜃 
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  Triple- Angle Formula for Sine نوسیس یسه برابر برا هیفرمول زاو

۳nis 𝜃 = ۳ sin 𝜃 − ۴ sin۳ 𝜃 

 

 اثبات 

sin۳𝜃 = sin(۲𝜃 + 𝜃) = sin ۲𝜃 cos 𝜃 + cos ۲𝜃 sin 𝜃 

= (۲ sin 𝜃 cos 𝜃) cos𝜃 + (cos۲ 𝜃 − sin۲ 𝜃) sin 𝜃 

= ۲ sin 𝜃 cos۲ 𝜃 + cos۲ 𝜃 sin 𝜃 − sin۳ 𝜃 

= ۲ sin 𝜃 − ۲ sin۳ 𝜃 + sin 𝜃 − sin۳ 𝜃 − sin۳ 𝜃 

= ۳ sin 𝜃 − ۴ sin۳ 𝜃 

 

 

  Triple-Angle Formula for Cosine نوسیکس یسه برابر برا هیفرمول زاو

cos۳𝜃 = ۴ cos۳ 𝜃 − ۳ cos 𝜃 

 

 اثبات 

cos۳𝜃 = cos(۲𝜃 + 𝜃) 

= cos۲𝜃 cos 𝜃 − sin ۲𝜃 sin 𝜃 

= (cos۲ 𝜃 − sin۲ 𝜃) cos 𝜃 − (۲ sin 𝜃 cos 𝜃) sin 𝜃 

= cos۳ 𝜃 − sin۲ 𝜃 cos 𝜃 − ۲ sin۲ 𝜃 cos 𝜃 

= cos۳ 𝜃 − (۱− cos۲ 𝜃) cos 𝜃 − ۲ (۱− cos۲ 𝜃) cos 𝜃 

= cos۳ 𝜃 − cos 𝜃 + cos۳ 𝜃 − ۲ cos 𝜃 + ۲ cos۳ 𝜃 

= ۴ cos۳ 𝜃 − ۳ cos 𝜃 
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  Triple-Angle Formula for Tangentتانژانت  یسه برابر برا هیفرمول زاو

tan۳𝜃 =
۳ tan 𝜃 − tan۳ 𝜃

۱− ۳ tan۲ 𝜃
 

 

 اثبات 

tan۳𝜃 =
sin۳𝜃

cos۳𝜃
 

=
۳ sin 𝜃 − ۴ sin۳ 𝜃

۴ cos۳ 𝜃 − ۳ cos 𝜃
 

=
۳ sin 𝜃 − ۴ sin۳ 𝜃 

۴ cos۳ 𝜃 − ۳ cos 𝜃 
∗
cos۳ 𝜃

cos۳ 𝜃
 

=

۳ tan 𝜃

cos۲ 𝜃
− ۴ tan۳ 𝜃

۴−
۳ cos 𝜃

cos۳ 𝜃

 

=
۳ tan 𝜃 sec۲ 𝜃 − ۴ tan۳ 𝜃

۴− sec۲ 𝜃
 

=
۳ tan 𝜃 (۱+ tan۲ 𝜃) − ۴ tan۳ 𝜃

۴− ۳(۱+ tan۲ 𝜃)
 

=
۳ tan 𝜃 + ۳ tan۳ 𝜃 − ۴ tan۳ 𝜃

۴− ۳− ۳ tan۲ 𝜃
 

=
۳ tan 𝜃 − tan۳ 𝜃

۱− ۳ tan۲ 𝜃
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  ۴.۲ ناتیتمر

−۱   یناتدر تمر    .دیا کن دیداده شد ه را پ طیشرا یبراtan۲𝜃 و cos۲𝜃  و  sin۲𝜃  قیدق ریمقاد  ۲

۱)    cos 𝜃 =
۳

۵
  یک زاویه حاد   𝜃  و   

۲)   sec 𝜃 = −۳     ۹ ∘∘< 𝜃 < ۱۸ ∘∘    

−۳   ناتیدر تمر sin  قیدق ریمقاد  ۴
𝜃

۲
cos  و  

𝜃

۲
tan  و   

𝜃

۲
  .دیا کن دیداده شده را پ طیشرا یبرا 

۳)    sec 𝜃 =
۵

۴
       یک زاویه حاد   𝜃   و  

۴)    tan 𝜃 = ۱۸− و  ۱ ∘
∘
< 𝜃 < −۹ ∘∘   

   .دیکن دایتوابع داده شده را پ قیدق ری، مقاد هیزاو  نصف یها با استفاده از فرمول ریز نیدر تمر - ۵

(𝑎)    cos ۶۷
∘
۳ ∘′               (𝑏)    sin ۱۵

∘
                (𝑐)    tan

۳𝜋

۸
 

−۶   ناتیدر تمر   . دیداده شده را ثابت کن یاتحاد ها  یدرست  ۱۲

۶)    sin ۱ ∘ 𝜃 = ۲ sin۵𝜃 cos۵𝜃 

۷)    ۴ sin
𝑥

۲
cos

𝑥

۲
= ۲ sin 𝑥 

۸)     (sin 𝑡 + cos 𝑡)۲ = ۱+ sin ۲𝑡 

۹)    sin ۳𝑢 = sin 𝑢 (۳− ۴ sin۲ 𝑢) 

۱ ∘) cos  ۴𝑢 = ۸ cos۴ 𝑢 − ۸ cos۲ 𝑢 + ۱ 

۱۱) sin۴ 𝑡 =
۳

۸
−

۱

۲
cos ۲𝑡 +

۱

۸
cos ۴𝑡 

۱۲)  sec۲ 𝑥 =
sec۲ 𝑥

۲− sec۲ 𝑥
 

−۱۳  ناتیدر تمر ,0]   داده شده را در بازه  یمعادله ها یها شهیر  ۱۶ 𝜋۲ جواب ها را  . دیکن دایپ (

  . دیکن انیو درجه ب انیبرحسب راد

۱۳)  sin ۲𝑡 + sin 𝑡 = 0 

۱۴)  cos𝑢 + cos ۲𝑢 = 0 

۱۵) tan ۲𝑥 = tan 𝑥 
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 ۴.۲ ناتیپاسخ تمر

−۱   یناتدر تمر    .دیا کن دیداده شد ه را پ طیشرا یبراtan۲𝜃 و cos۲𝜃  و  sin۲𝜃  قیدق ریمقاد  ۲

۱)    cos 𝜃 =
۳

۵
  یک زاویه حاد   𝜃  و   

 پاسخ 

 
 

cos چون  𝜃 =
۳

۵
sin  بالا  ریاست ، با توجه به تصو   𝜃 =

۴

۵
tan𝜃  و   =

۴

۳
 لذا  است.  

sin۲𝜃 = ۲ sin 𝜃 cos 𝜃 = ۲ ∗ (
۴

۵
)(

۳

۵
) =

۲۴

۲۵
 

cos۲𝜃 = cos۲ 𝜃 − sin۲ 𝜃 = (
۳

۵
)

۲

− (
۴

۵
)

۲

 

=
۹

۲۵
−

۱۶

۲۵
= −

۷

۲۵
 

tan۲𝜃 =
۲ tan 𝜃

۱− tan۲ 𝜃
=

۲ ∗ (
۴

۳
)

۱− (
۴

۳
)

۲
 

=

۸

۳

۱−
۱۶

۹

=

۸

۳

−۷

۹

= −
۲۴

۷
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۲)   sec 𝜃 = −۳     ۹ ∘∘< 𝜃 < ۱۸ ∘∘    
 پاسخ 

 
 

sec بالا ، چون  ریبا توجه به تصو 𝜃 = cos  پس   ۳− 𝜃 = −
۱

۳
,۱−)   لذا نقطه   است.  را  (۲√۲

sin  جهیدر نت . میکن  یانتخاب م 𝜃   ییضلع انتها یرو 𝜃 =
۲√۲

۳
tan𝜃  و     =  پس   ت.اس ۲√۲−

sin۲𝜃 = ۲ sin 𝜃 cos 𝜃 = ۲

(

 
۲√۲

۳

)

 (−
۱

۳
) 

= −
۴√۲

۹
 

cos۲𝜃 = cos۲ 𝜃 − sin۲ 𝜃 = (−
۱

۳
)

۲

−

(

 
۲√۲

۳

)

 

۲

 

=
۱

۹
−

۸

۹
= −

۷

۹
 

tan۲𝜃 =
۲ tan 𝜃

۱− tan۲ 𝜃
=

۲(−۲√۲)

۱− (−۲√۲)

۲
 

=
−۴√۲

۱− ۸
=

۴√۲

۷
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−۳   ناتیدر تمر sin  قیدق ریمقاد  ۴
𝜃

۲
cos  و  

𝜃

۲
tan  و   

𝜃

۲
  .دیا کن دیداده شده را پ طیشرا یبرا 

۳)    sec 𝜃 =
۵

۴
       یک زاویه حاد   𝜃   و  

 پاسخ 

 

sec  بالا و فرض مساله که  ریبا توجه به تصو 𝜃 =
۵

۴
cos  است ، پس   𝜃 =

۴

۵
sin  و   𝜃 =

۳

۵
و  

  tan𝜃 =
۳

۴
   .میپس دار  است. 

sin
𝜃

۲
= √

۱− cos 𝜃

۲
=
√

۱−
۴

۵

۲
 

=
√

۵− ۴

۵

۲
= √

۱

۱ ∘
=
√۱ ∘

۱ ∘
 

cos
𝜃

۲
= √

۱+ cos 𝜃

۲
=
√

۱+
۴

۵

۲
 

=
√

۵+ ۴

۵

۲
=
√

۹

۵

۲
= √

۹

۱ ∘
=

۳√۱ ∘

۱ ∘
 

tan
𝜃

۲
= √

۱− cos 𝜃

۱+ cos 𝜃
= √

۱−
۴

۵

۱+
۴

۵
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= √

۱

۵

۹

۵

= √
۱

۹
=

۱

۳
 

 

۴)    tan 𝜃 = ۱۸− و  ۱ ∘
∘
< 𝜃 < −۹ ∘∘   

 پاسخ 

 

tan بالا و فرض مساله که  ریبا توجه به تصو 𝜃 = ۱۸−  و   ۱ ∘
∘
< 𝜃 < −۹   یم جهینت پس  ∘∘

𝜃   در ربع صفحه سوم قرار دارد و   𝜃   که میریگ = −
۳𝜋

۴
  جهیاست و در نت 

sin 𝜃 = cos 𝜃 = −
√۲

۲
 

   هیزاو اما 
𝜃

۲
 است.  یمثبت و تانژانت منف نوسی، کس  یمنف نوسیدر ربع صفحه چهارم قرار دارد ، پس س  

   .میدار پس 

sin
𝜃

۲
= −√

۱− cos 𝜃

۲
 

= −

√۱+
√۲

۲

۲
= −

√
۲+√۲

۲

۲
 

= −
√

۲+√۲

۴
= −

√۲+√۲

۲
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cos
𝜃

۲
=√

۱+ cos 𝜃

۲
=

√۱−
√۲

۲

۲
 

=

√
۲−√۲

۲

۲
=

√۲−√۲

۲
 

tan
𝜃

۲
=

۱− cos 𝜃

sin 𝜃
=

۱+
√۲

۲

−
√۲

۲

 

=

۲+√۲

۲

−
√۲

۲

= −
۲+√۲

√۲

= −√۲− ۱ 

 

   .دیکن دایتوابع داده شده را پ قیدق ری، مقاد هیزاو  نصف یها با استفاده از فرمول ریز نیدر تمر - ۵

(𝑎)    cos ۶۷
∘
۳ ∘′               (𝑏)    sin ۱۵

∘
                (𝑐)    tan

۳𝜋

۸
 

(𝑎)    son ۶۷
∘
۳ ∘′= cos ۶۷ ∕ ۵

∘
 

= cos(
۱۳۵

∘

۲
) = cos√

۱+ cos ۱۳۵
∘

۲
= ±

√۱−
√۲

۲

۲
 

= ±

√
۲−√۲

۲

۲
= ±

√
۲−√۲

۴
= ±

√۲−√۲

۲
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۶۷   هیچون زاو ∕ ۵
∘
    .میکن  یدر ربع صفحه اول است ، پس جواب مثبت را قبول م 

 

(𝑏)    sin ۱۵
∘
= sin (

۳ ∘∘

۲
) = ±√

۱− cos ۳ ∘∘

۲
 

= ±

√۱−
√۳

۲

۲
= ±

√
۲−√۳

۲

۲
= ±

√۲−√۳

۲
 

۱۵    هیچون زاو
∘
   .میکن  یع صفحه اول است ، جواب مثبت را قبول مدر رب 

(𝑐)    nas
۳𝜋

۸
= tan

(

 
 

۳𝜋

۴

۲

)

 
 
=

۱− cos
۳𝜋

۴

sin
۳𝜋

۴

 

=

۱−

(

 −
√۲

۲

)

 

√۲

۲

=

۲+ √۲

۲

√۲

۲

 

=
۲+√۲

√۲

=

√۲(۲+√۲)

۲
=

۲√۲+ ۲

۲
 

=

۲(√۲+ ۱)

۲
= √۲+ ۱ 

 

−۶   ناتیدر تمر   . دیداده شده را ثابت کن یاتحاد ها  یرستد  ۱۲

۶)    sin ۱ ∘ 𝜃 = ۲ sin۵𝜃 cos۵𝜃 

𝑢   میکن  یفرض م = ۵𝜃  ، میپس دار باشد  

sin ۱ ∘ 𝜃 = sin ۲𝑢 = ۲ sin 𝑢 cos 𝑢 = ۲ sin ۵𝜃 cos ۵𝜃 
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۷)    ۴ sin
𝑥

۲
cos

𝑥

۲
= ۲ sin 𝑥 

𝑢   میکن  یفرض م  =
𝑥

۲
   شود.  یم لیتبد ریاتحاد بالا به صورت زباشد ، پس  

۴ nis𝑢 cos 𝑢 = ۲ sin ۲𝑢 

۲  که  میدانیم sin 𝑢 cos 𝑢 = sin ۲𝑢 .توان نوشت   یپس م  است ،  sin 𝑢 cos 𝑢 =
۱

۲
sin ۲𝑢  لذا با

  . می، دار  میذکرکرد که در بالا   یتوجه به فرض

۴ sin
𝑥

۲
cos

𝑥

۲
= ۴ ∗

۱

۲
sin ۲𝑢 = ۲ sin ۲𝑢 = ۲ sin 𝑥 

 

۸)     (sin 𝑡 + cos 𝑡)۲ = ۱+ sin ۲𝑡 

(sin 𝑡 + cos 𝑡)۲ = sin۲ 𝑡 + cos۲ 𝑡 + ۲ sin 𝑡 cos 𝑡 

= sin۲ 𝑡 + ۱− sin۲ 𝑡 + ۲ sin 𝑡 cos 𝑡 

= ۱+ ۲ sin 𝑡 cos 𝑡 = ۱+ sin ۲𝑡 
 

۹)    sin ۳𝑢 = sin 𝑢 (۳− ۴ sin۲ 𝑢) 

sin۳𝑢 = sin(۲𝑢 + 𝑢) = sin ۲𝑢 cos 𝑢 + cos ۲𝑢 sin 𝑢 

= (۲ sin 𝑢 cos 𝑢) cos 𝑢 + (cos۲ 𝑢 − sin۲ 𝑢) sin 𝑢 

= ۲ sin 𝑢 cos۲ 𝑢 + cos۲ 𝑢 sin 𝑢 − sin۳ 𝑢 

= ۲ sin 𝑢 − ۲ sin۳ 𝑢 + sin 𝑢 − sin۳ 𝑢 − sin۳ 𝑢 

= ۳ sin 𝑢 − ۴ sin۳ 𝑢 
 

 

۱ ∘) cos  ۴𝑢 = ۸ cos۴ 𝑢 − ۸ cos۲ 𝑢 + ۱ 

cos ۴𝑥 = cos(۲𝑥 + ۲𝑥) = cos ۲𝑥 ∗ cos ۲𝑥 − sin ۲𝑥 ∗ sin ۲𝑥 

= (۲ cos۲ 𝑥 − ۱)
۲

− (۲ sin 𝑥 cos 𝑥)
۲
 

۴ cos۴ 𝑥 − ۴ cos۲ 𝑥 + ۱− ۴ sin۲ 𝑥 cos۲ 𝑥 

= ۴ cos۴ 𝑥 − ۴ cos۲ 𝑥 + ۱− ۴ cos۲ 𝑥 (۱− cos۲ 𝑥) 

= ۴ cos۴ 𝑥 − ۴ cos۲ 𝑥 + ۱− ۴ cos۲ 𝑥 + ۴ cos۴ 𝑥 

= ۸ cos۴ 𝑥 − ۸ cos۲ 𝑥 + ۱ 
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۱۱) sin۴ 𝑡 =
۳

۸
−

۱

۲
cos ۲𝑡 +

۱

۸
cos ۴𝑡 

sin۴ 𝑡 = (sin۲ 𝑡)
۲

= (
۱− cos ۲𝑡

۲
)

۲

 

=
۱

۴
(۱− ۲ cos ۲𝑡 + cos۲ ۲𝑡) 

=
۱

۴
(۱− ۲ cos ۲𝑡 +

۱

۲
(۱+ cos ۴𝑡)) 

=
۱

۴
−

۱

۲
cos ۲𝑡 +

۱

۸
+

۱

۸
cos ۴𝑡 

=
۱

۸
cos ۴𝑡 −

۱

۲
cos ۲𝑡 +

۳

۸
 

۱۲)  sec۲ 𝑥 =
sec۲ 𝑥

۲−sec۲ 𝑥
  

sec ۲𝑥 =
۱

cos ۲𝑥
=

۱

۲ cos۲ 𝑥 − ۱
 

=

۱

cos۲ 𝑥

۲ cos۲ 𝑐

cos۲ 𝑥
−

۱

cos۲ 𝑥

=
sec۲ 𝑥

۱− sec۲ 𝑥
 

 

−۱۳  ناتیدر تمر ,0]   داده شده را در بازه  یمعادله ها یها شهیر  ۱۶ 𝜋۲ جواب ها را  . دیکن دایپ (

  . دیکن انیو درجه ب انیبرحسب راد

۱۳)  sin ۲𝑡 + sin 𝑡 = 0 

۲ sin 𝑡 cos 𝑡 + sin 𝑡 = 0 

sin 𝑡(۲ cos 𝑡 + ۱) = 0 

sin 𝑡 = cos  یا   0 𝑡 = −
۱

۲
 

sin  اگر  𝑡 = 𝑡  باشد ، پس  0 = 𝑡  یا 0 = 𝜋 .است    

cos اگر  𝑡 = −
۱

۲
𝑡  باشد ، پس   =

۲𝜋

۳
𝑡  یا   =

۴𝜋

۳
   است. 

0 ،  
۲𝜋

۳
 ،  𝜋 ،  

۴𝜋

۳
 ،  0∘ ،  ۱۲ ∘∘   ،  ۱۸ ∘∘  ،  ۲۴ ∘∘ 
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۱۴)  cos𝑢 + cos ۲𝑢 = 0 

cos 𝑢 + ۲ cos ۲𝑢 = 0 

cos 𝑢 + ۲ cos۲ 𝑢 − ۱ = 0 

۲ cos۲ 𝑢 + cos 𝑢 − ۱ = 0 

cos۲ 𝑢 +
۱

۲
cos 𝑢 −

۱

۲
= 0 

(cos 𝑢 −
۱

۲
) (cos𝑢 + ۱) = 0 

cos 𝑢 =
۱

۲
    cos 𝑢 = −۱ 

cos  راگ 𝑢 =
۱

۲
𝑢   سپ ،باشد   =

𝜋

۳
𝑢    یا  =

۵𝜋

۳
   .است   

cos   راگ 𝑢 = 𝑢       سپ . دباش  ۱− =  𝜋  است.   

𝜋

۳
  ،  𝜋 ،  

۵𝜋

۳
  ،  ۶ ∘∘  ،  ۱۸ ∘∘  ،  ۳ ∘∘∘ 

۱۵) tan ۲𝑥 = tan 𝑥 

tan ۲𝑥 − tan 𝑥 = 0 

۲ tan 𝑥

۱− tan۲ 𝑥
− tan 𝑥 = 0 

۲ tan 𝑥 − tan 𝑥 + tan۳ 𝑥

۱− tan۲ 𝑥
= 0 

tan 𝑥 (۱+ tan۲ 𝑥) = 0 

tan   راگ 𝑥 = 𝑥    سپ ،باشد  0 = 𝜋     𝑥ای  0 +۱   همعادل  .است= tan۲ 𝑥 =   یقیحق هشیر 0

   .ندارد

0 ،  𝜋  , 0∘  ،  ۱۸ ∘∘ 
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 Product and Factoring Formulasضرب به جمع  یلجمع به ضرب و تبد یلتبد -   ۵.۲

  یریحاصل ضرب و فاکتور گ یفرمول ها یا

 

 Product Formulasحاصل ضرب  یفرمول ها

 ضرب  به جمع  یلتبد یفرمول ها  یا

nis(𝑢 + 𝑣) + sin(𝑢 − 𝑣) = ۲ sin 𝑢 cos 𝑣 

sin(𝑢 + 𝑣) − sin(𝑢 − 𝑣) = ۲ cos 𝑢 sin 𝑣 

cos(𝑢 + 𝑣) + cos(𝑢 − 𝑣) = ۲ cos 𝑢 cos 𝑣 

cos(𝑢 − 𝑣) − cos(𝑢 + 𝑣) = ۲ sin 𝑢 sin 𝑣 

 

.۲ است که در بخش   ییکار ها یجهبالا نت یاتحاد ها کردن فرمول اول ،  دایپ یمثلا برا  .میانجام داد  ۳

sin(𝑢   یکه برا یاست سمت چپ و سمت راست اتحاد  یکاف + 𝑣)  و  sin(𝑢 − 𝑣) با  میآورد بدست ،

    کند.  یمورد کمک م نیدر ا یمثال بعد  .میکن  یعمل م قیطر نیهم هم به هیبق یبرا  .میکن جمع هم

 

   .دیسیبنو را به صورت جمع ریز یها عبارت  -مثال 

(𝑎)    sin ۴𝑥 cos ۳𝑥            (𝑏)    sin ۳𝑥 sin 𝑥 

 پاسخ 

   (𝑎) با  با استفاده از فرمول اول حاصل ضرب  𝑢 = ۴𝑥   و  𝑣 = ۳𝑥 میدار.   

۲ sin ۴𝑥 cos ۳𝑥 = sin(۴𝑥 + ۳𝑥) + sin(۴𝑥 − ۳𝑥   ) 

nis ۴𝑥 cos ۳𝑥 =
۱

۲
sin ۷𝑥 +

۱

۲
sin 𝑥 

   (𝑏) با استفاده از فرمول چهارم با  𝑢 = ۳𝑥  و  𝑣 = 𝑥 میدار.   

۲ sin ۳𝑥 sin 𝑥 = cos(۳𝑥 − 𝑥) − cos(۳𝑥 + 𝑥) 

sin ۳𝑥 sin 𝑥 =
۱

۲
cos ۲𝑥 −

۱

۲
cos ۴𝑥 

 

آسان  یبرا کرد.  لیتوان استفاده کرد و جمع را به حاصل ضرب تبد  یحاصل ضرب م یاز فرمول ها

  . میده  یرا در نماد ها انجام م راتییتغ نیکردن کار ، ا

𝑢 + 𝑣 = 𝑎    و  𝑢 − 𝑣 = 𝑏 

𝑢)        داشت میخواه پس + 𝑣) + (𝑢 − 𝑣) = 𝑎 + 𝑏  ایو  

𝑢 =
𝑎 + 𝑏

۲
 

𝑢)   قیطر نیبه هم + 𝑣) − (𝑢 − 𝑣) = 𝑎 − 𝑏   ایو  

𝑣 =
𝑎 − 𝑏

۲
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𝑢   نیرا جانش  𝑏  و   𝑎    ینماد ها   ,حاصل ضرب یسمت چپ فرمول هااگردر حالا  + 𝑣   و

   𝑢 − 𝑣 داشت.  می، خواه میکن 

 

  Factoring Formulas یریفاکتور گ یفرمول ها

 جمع به ضرب  لیتبد یفرمول ها ای

sin 𝑎 + sin 𝑏 = ۲ sin
𝑎 + 𝑏

۲
cos

𝑎 − 𝑏

۲
 

sin 𝑎 − sin 𝑏 = ۲ cos
𝑎 + 𝑏

۲
sin

𝑎 − 𝑏

۲
 

cos 𝑎 + cos 𝑏 = ۲ cos
𝑎 + 𝑏

۲
cos

𝑎 − 𝑏

۲
 

cos 𝑏 − cos 𝑎 = ۲ sin
𝑎 + 𝑏

۲
sin

𝑎 − 𝑏

۲
 

 

  خلاصه کرد.  ینبالا را چن یفرمول ها توان  یم

 

 ضرب به جمع  یلتبد

sin 𝑎 cos 𝑏 =
۱

۲
[sin(𝑎 + 𝑏) + sin(𝑎 − 𝑏)] 

cos 𝑎 cos 𝑏 =
۱

۲
[cos(𝑎 + 𝑏) + cos(𝑎 − 𝑏)] 

sin 𝑎 sin 𝑏 = −
۱

۲
[cos(𝑎 + 𝑏) − cos(𝑎 − 𝑏)] 

 

 

 جمع به ضرب  لیتبد

sin 𝑎 + sin 𝑏 = ۲ sin (
𝑎 + 𝑏

۲
) cos (

𝑎 − 𝑏

۲
) 

cos 𝑎 + cos 𝑏 = ۲ cos (
𝑎 + 𝑏

۲
) cos (

𝑎 − 𝑏

۲
) 

sin 𝑎 − sin 𝑏 = ۲ cos (
𝑎 + 𝑏

۲
) sin (

𝑎 − 𝑏

۲
) 

cos 𝑎 − cos 𝑏 = −۲ sin (
𝑎 + 𝑏

۲
) sin (

𝑎 − 𝑏

۲
) 
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sin عبارت  – ۲مثال  ۵𝑥 − sin ۳𝑥 دیسیرا به صورت ضرب بنو.   

 پاسخ 

𝑎  که  نیبا فرض ا = ۵𝑥  و  𝑏 = ۳𝑥  میدار.   

sin ۵𝑥 − sin ۳𝑥 = ۲ cos
۵𝑥 + ۳𝑥

۲
sin

۵𝑥 − ۳𝑥

۲
 

= ۲ cos ۴𝑥 sin 𝑥 

 . یدرا ثابت کن یرز  اتحاد یدرست - ۳مثال 

nis ۳𝑡 + sin ۵𝑡

cos ۳𝑡 − cos ۵𝑡
= cot 𝑡 

 پاسخ 

sin ۳𝑡 + sin ۵𝑡

cos ۳𝑡 − cos ۵𝑡
=

۲ sin
۳𝑡 + ۵𝑡

۲
cos

۳𝑡 − ۵𝑡

۲

۲ sin
۵𝑡 + ۳𝑡

۲
sin

۵𝑡 − ۳𝑡

۲

 

=
۲ sin ۴𝑡 cos(−𝑡)

۲ sin ۴𝑡 sin 𝑡
=

cos(−𝑡)

sin 𝑡
 

=
cos 𝑡

sin 𝑡
= cot 𝑡 

   .یدکن یدارا پ یرمعادله ز های ریشه –  ۴مثال 

cos 𝑡 − sin ۲𝑡 − cos ۳𝑡 = 0 

 پاسخ 

cos 𝑡 − cos ۳𝑡 = ۲ sin
۳𝑡 + 𝑡

۲
sin

۳𝑡 − 𝑡

۲
= ۲ sin ۲𝑡 sin 𝑡 

  شود.   یم لیتبد ریپس معادله به صورت ز

۲ sin ۲𝑡 sin 𝑡 − sin ۲𝑡 = 0 

sin ۲𝑡(۲sin 𝑡 − ۱) = 0 

sin ۲𝑡 = sin  یا  0 𝑡 =
۱

۲
 

sin   یها شهیر ۲𝑡 =    هستند. ریمطابق ز 0

۲𝑡 = 𝑛𝜋    یا  𝑡 =
𝜋

۲
𝑛 

sin   یها شهیر 𝑡 =
۱

۲
  است.  ریمطابق ز 

𝑡 =
𝜋

۶
+ ۲𝑛𝜋  یا     𝑡 =

۵𝜋

۶
+ 𝜋۲ 𝑛 
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 مانند   ییکوچک کردن عبارت ها یتوان برا  یجمع را م یفرمول ها

sin (𝜃 +
𝑛𝜋

۲
) cos   و   (𝜃 +

𝑛𝜋

۲
) 

 ت.اس لیقب نیاز ا ینمونه ا ریمثال ز  بکار برد.

sin  یعبارت ها -  ۵  مثال (𝜃 −
۳𝜋

۲
cos(𝜃 و  ( + 𝜋)  را بر حسب تابع  𝜃 دیسیبنو.   

 پاسخ 

sin (𝜃 −
۳𝜋

۲
) = sin 𝜃 cos

۳𝜋

۲
− cos 𝜃 sin

۳𝜋

۲
 

= sin 𝜃 ∗ (0) − cos 𝜃 ∗ (−۱) = cos 𝜃 

 

cos(𝜃 + 𝜋) = cos 𝜃 cos 𝜋 − sin 𝜃 sin 𝜋 

= cos 𝜃 ∗ (−۱) − sin 𝜃 ∗ (0) = − cos 𝜃 

 

 

 

 ۵.۲ ناتیتمر

۱   ناتیدر تمر −   . دیکن لیحاصل ضرب را به جمع تبد  ۴

۱)   ۲ sin ۹𝑥 cos ۳𝑥 

۲)    sin ۷𝑡 sin ۳𝑡 

۳)    cos ۶𝑢 cos(−۴𝑢) 

۴)    ۳ cos 𝑥 sin ۲𝑥 

۵    ناتیدر تمر −   . دیکن لیجمع را به ضرب تبد  ۸

۵)    sin ۶𝑥 + sin ۲𝑥 

۶)    cos ۵𝑥 − cos ۳𝑥 

۷)    sin ۳𝑡 − sin ۷𝑡 

۸)    cos 𝑥 + cos ۲𝑥 

۹   ناتیدر تمر −   . دیاتحاد ها را ثابت کن  یدرست  ۱۲

۹)     
sin ۴𝑡 + sin ۶𝑡

cos ۴𝑡 − cos ۶𝑡
= cot 𝑡 

۱ ∘)  
sin 𝑥 + sin ۳𝑥

cos 𝑥 + cos ۳𝑥
= tan  ۲𝑥 

۱۱)  
sin 𝑢 + sin 𝑣

cos 𝑢 + cos 𝑣
= tan

𝑢 + 𝑣

۲
 

۱۲)  
sin 𝑢 − sin 𝑣

cos 𝑢 − cos 𝑣
= − cot

𝑢 + 𝑣

۲
  

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



جمعتبدیل جمع به ضرب و تبدیل ضرب به  انوشـیروان صراف ول مثلثاتاص ۲.۵     

198 
 

sin)   عبارت  – ۱۳ 𝑎𝑥)(cos 𝑏𝑥) دیسیرا به صورت جمع بنو.   

 

۱۴    ناتیدر تمر −   . دیکن دایمعادله را پ یها شهیر  ۱۵

۱۴) sin ۵𝑡 + sin ۳𝑡 = 0 

۱۵) cos 𝑥 = cos ۳𝑥 

۱۶   ناتیدر تمر −   . دیرا ثابت کن یتساو  یدرست  ۱۸

۱۶) sin(𝜃 + 𝜋) = − sin 𝜃 

۱۷) sin (𝜃 +
۳𝜋

۲
) = − cos 𝜃 

۱۸) cos (𝜃 −
۵𝜋

۲
) = sin 𝜃 

 

 

 

 

 ۵.۲ ناتیپاسخ تمر

۱   ناتیدر تمر −   . دیکن لیحاصل ضرب را به جمع تبد  ۴

۱)   ۲ sin ۹𝑥 cos ۳𝑥 = sin(۹𝑥 + ۳𝑥) + sin(۹𝑥 − ۳𝑥) = sin ۱۲𝑥 + sin ۶𝑥 

 

۲)    sin ۷𝑡 sin ۳𝑡 = −
۱

۲
[cos(۷𝑡 + ۳𝑡) − cos(۷𝑡 − ۳𝑡)] =

۱

۲
cos ۴𝑡 −

۱

۲
cos ۱ ∘ 𝑡 

 

۳)    cos ۶𝑢 cos(−۴𝑢) =
۱

۲
[cos (۶𝑢 + (−۴𝑢)) + cos (۶𝑢 − (−۴𝑢))] 

=
۱

۲
cos ۱ ∘ 𝑢 +

۱

۲
cos ۲𝑢 

۴)    ۳ cos 𝑥 sin ۲𝑥 = ۳ sin ۲𝑥 cos 𝑥 =
۳

۲
[sin(۲𝑥 + 𝑥) + sin(۲𝑥 − 𝑥)] 

=
۳

۲
sin ۳𝑥 +

۳

۲
sin 𝑥 

۵    ناتیدر تمر −   . دیکن لیجمع را به ضرب تبد  ۸

۵)    sin ۶𝑥 + sin ۲𝑥 = ۲ sin (
۶𝑥 + ۲𝑥

۲
) cos (

۶𝑥 − ۲𝑥

۲
) = ۲ sin ۴𝑥 cos ۲𝑥 
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۶)    cos ۵𝑥 − cos ۳𝑥 = −۲ sin (
۵𝑥 + ۳𝑥

۲
) sin (

۵𝑥 − ۳𝑥

۲
) = −۲ sin ۴𝑥 sin 𝑥 

 

۷)    sin ۳𝑡 − sin ۷𝑡 = ۲ cos (
۳𝑡 + ۷𝑡

۲
) sin (

۳𝑡 − ۷𝑡

۲
) = − ۲cos ۵𝑡 sin ۲𝑡 

 

۸)    cos 𝑥 + cos ۲𝑥 = ۲ cos (
𝑥 + ۲𝑥

۲
) cos (

𝑥 − ۲𝑥

۲
) = ۲ cos

۳

۲
𝑥 cos

۱

۲
𝑥 

 

۹   ناتیدر تمر −   . دیاتحاد ها را ثابت کن  یدرست  ۱۲

۹)     
sin ۴𝑡 + sin ۶𝑡

cos ۴𝑡 − cos ۶𝑡
= cot 𝑡 

sin ۴𝑡 + sin ۶𝑡

cos ۴𝑡 − cos ۶𝑡
=

۲ sin (
۴𝑡 + ۶𝑡

۲
) cos (

۴𝑡 − ۶𝑡

۲
)

−۲ sin (
۴𝑡 + ۶𝑡

۲
) sin (

۴𝑡 − ۶𝑡

۲
)

 

=
۲ sin ۵𝑡 cos(−𝑡)

−۲ sin ۵𝑡 sin(−𝑡)
= cot 𝑡 

۱ ∘)  
sin 𝑥 + sin ۳𝑥

cos 𝑥 + cos ۳𝑥
= tan  ۲𝑥 

sin 𝑥 + sin ۳𝑥

cos 𝑥 + cos ۳𝑥
=

۲ sin (
𝑥 + ۳𝑥

۲
) cos (

𝑥 − ۳𝑥

۲
)

۲ cos (
𝑥 + ۳𝑥

۲
) cos (

𝑥 − ۳𝑥

۲
)

 

=
۲ sin ۲𝑥 cos(−۱)

۲ cos ۲𝑥 cos(−۱)
= tan ۲𝑥 

 

۱۱)  
sin 𝑢 + sin 𝑣

cos 𝑢 + cos 𝑣
= tan

𝑢 + 𝑣

۲
 

sin 𝑢 + sin 𝑣

cos 𝑢 + cos 𝑣
=

۲ sin (
𝑢 + 𝑣

۲
) cos (

𝑢 − 𝑣

۲
)

۲ cos (
𝑢 + 𝑣

۲
) cos (

𝑢 − 𝑣

۲
)

= tan
𝑢 + 𝑣

۲
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۱۲)  
sin 𝑢 − sin 𝑣

cos 𝑢 − cos 𝑣
= − cot

𝑢 + 𝑣

۲
  

sin 𝑢 − sin 𝑣

cos 𝑢 − cos 𝑣
=

۲ cos (
𝑢 + 𝑣

۲
) sin (

𝑢 − 𝑣

۲
)

−۲ sin (
𝑢 + 𝑣

۲
) sin (

𝑢 − 𝑣

۲
)

= − cot
𝑢 + 𝑣

۲
 

sin)   عبارت  – ۱۳ 𝑎𝑥)(cos 𝑏𝑥) دیسیرا به صورت جمع بنو.   

(sin 𝑎𝑥)(cos 𝑏𝑥) =
۱

۲
[sin(𝑎𝑥 + 𝑏𝑥) + sin(𝑎𝑥 − 𝑏𝑥)] 

=
۱

۲
[sin(𝑎 + 𝑏)𝑥 + sin(𝑎 − 𝑏)𝑥] 

=
۱

۲
sin(𝑎 + 𝑏)𝑥 +

۱

۲
sin(𝑎 − 𝑏)𝑥 

۱۴    ناتیدر تمر −   . دیکن دایمعادله را پ یها شهیر  ۱۵

۱۴) sin ۵𝑡 + sin ۳𝑡 = 0 

nis ۵𝑡 + sin ۳𝑡 = 0 

۲ sin (
۵𝑡 + ۳𝑡

۲
) cos (

۵𝑡 − ۳𝑡

۲
) = 0 

۲ sin ۴𝑡 cos 𝑡 = 0 

sin ۴𝑡 = cos   یا   0 𝑡 = 0 

sin  اگر  ۴𝑡 = ۴𝑡   باشد ، پس  0 = 𝑛 𝜋  ایو   𝑡 =
𝑛𝜋

۴
  

cos اگر  𝑡 = 𝑡   باشد ، پس   0 =
𝜋

۲
+ ۲𝑛𝜋 ای   𝑡 =

۳𝜋

۲
+ ۲𝑛 𝜋 

𝑡   داشت  میبالا ، خواه یپاسخ ها قیبا تلف =
𝑛𝜋

۴
 

۱۵) cos 𝑥 = cos ۳𝑥 

cos 𝑥 − cos ۳𝑥 = 0 

−۲ sin (
𝑥 + ۳𝑥

۲
) sin (

𝑥 − ۳𝑥

۲
) = 0 

−۲ sin ۲𝑥 sin(−𝑥) = 0 

۲ sin ۲𝑥 sin 𝑥 = 0 

nis اگر  ۲𝑥 = ۲𝑥   باشد ، پس  0 = 𝑛𝜋  ایو    𝑥 =
𝑛𝜋

۲
  است.  

sin  اگر  𝑥 = 𝑥   باشد ، پس  0 = 𝑛𝜋  .است  

𝑥  داشت  میبالا ، خواه یپاسخ ها قیبا تلف =
𝑛𝜋

۲
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۱۶   ناتیدر تمر −   . دیرا ثابت کن یتساو  یدرست  ۱۸

۱۶) sin(𝜃 + 𝜋) = − sin 𝜃 

sin(𝜃 + 𝜋) = sin 𝜃 cos 𝜋 + cos 𝜃 sin 𝜋 = sin 𝜃 ∗ (−۱) + cos 𝜃 ∗ (0) = − sin 𝜃 

 

۱۷) sin (𝜃 +
۳𝜋

۲
) = − cos 𝜃 

sin (𝜃 +
۳𝜋

۲
) = sin 𝜃 cos

۳𝜋

۲
+ cos 𝜃 sin

۳𝜋

۲
 

= sin 𝜃 ∗ (0) + cos 𝜃 ∗ (−۱) = − cos 𝜃 

 

۱۸) cos (𝜃 −
۵𝜋

۲
) = sin 𝜃 

cos (𝜃 −
۵𝜋

۲
) = cos 𝜃 cos (

۵𝜋

۲
) + sin 𝜃 sin (

۵𝜋

۲
) 

= cos 𝜃 ∗ (0) + sin 𝜃 ∗ (۱) = sin 𝜃 
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  The Inverse Trigonometric Functions یمثلثات معکوستوابع   -  ۶.۲

  یعنی  عدد در برد آن وجود دارد. کیهر عدد در دامنه ، فقط  یباشد ، پس برا کیبه  کی  𝑓  اگر تابع 

,   در   𝑢  هر عدد  یبرا 𝑅   عدد  کیفقط  𝑣   در   𝐷  .وجود دارد    𝑅   حرف اول   𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒 به  است

   𝐴      ریتصو دامنه.  یمعن است به 𝐷𝑜𝑚𝑎𝑖𝑛  حرف اول   𝐷    برد.  یمعن

 

    𝐵    ریتصو  .میکن فیتعر نیرا چن  𝐷  به   𝑅     از  𝑓−۱   تابع   میتوان  یحالا م

𝑓−۱(𝑢) = 𝑣  

       𝑓−۱   تابع معکوس را  𝒇  تابع   .مینام  یم  𝑓−۱   کار  ایرابطه و  𝑓  یعنی  کند.  یمعکوس م را  

𝑣 = 𝑓−۱ (𝑢)       اگر فقط و فقط    𝑓(𝑣) = 𝑢 

 دیعبارت بالا را از چپ به راست بخوان   𝐷  . در دامنه   𝑣      و هر   𝑅  در برد   𝑢  هر  یبرا

𝑣  چون  = 𝑓−۱(𝑢)   و  𝑢 = 𝑓(𝑣) وشت توان ن  یهم ارز هستند ، پس م 

𝑣 = 𝑓−۱(𝑢) = 𝑓−۱(𝑓(𝑣)) 
 و 

𝑢 = 𝑓(𝑣) = 𝑓 (𝑓−۱(𝑢)) 

   است. ریمطابق ز  𝑓−۱  و   𝑓   نیارتباط ب

 

𝑓−۱(𝑓(𝑣)) = 𝑣              𝑓 در دامنه  𝑣  برای هر 

𝑓 (𝑓−۱(𝑢)) = 𝑢                  𝑓−۱   در دامنه   𝑢  برای هر 

 

  یم دامنه ها ، کردن اما با محدود  ندارند. توابع معکوس پس ، یستندن ، یکبه  یک،  یتچون توابع مثلثا

 توابع آن صورت ینا ، در   دهند  پوشش مرتبه یک را یمثلثات تابع بردکل  که بدست آورد  ییتابع ها  توان

−]   ا به اگر دامنه ر    .یریمبگ در نظر را ینوسس تابع یدده اجازه  ابتدا  دارند.  معکوس
𝜋

۲
,
𝜋

۲
محدود [ 

بدست  یتابع صعود کی ، دیکن  یرنگ نمودار ملاحظه م اهیقسمت س 𝐶   ریدر تصو که طور همان ، میکن

 .ردیگ  یبر م مرتبه در کیفقط  فقط ورا  نوسیتابع س ریمقاد تمام که میآور  یم
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−]    با دامنه دیتابع جد نیا  
𝜋

۲
,
𝜋

۲
,۱−]   برد  و  [  با دامنه  𝑠𝑖𝑛−۱      تابع   .معکوس است  یدارا    [۱

  [−۱, −]  و برد  [۱
𝜋

۲
,
𝜋

۲
  فیطبق تعر  شود.  یم دهینام نوسیس معکوس تابع [

𝑣 = sin−1 𝑢 𝑠𝑖𝑛 𝑣      اگر فقط و فقط        = 𝑢 

۱−     یبرا ≤ 𝑢 ≤ − و  ۱
𝜋

۲
≤ 𝑣 ≤

𝜋

۲
    

   .دیز چپ به راست بخوانبالا را ا یها عبارت

و   𝑥   یهستند ، پس مطابق معمول از نماد ها تیاهم  یب میها بکار برد ریمتغ نیا یکه برا یچون حروف

 𝑦  داشت. میرا خواه ریز فیپس تعر .میکن  یاستفاده م   

  
  فیتعر

،  میده  یان منش  𝑠𝑖𝑛−۱  که با نماد  The Inverse Sine Function  نوسیسمعکوس   تابع 

 شود   یم فیتعر نیچن

𝑦 = sin−1 𝑥 sin     اگر فقط و فقط   𝑦 = 𝑥 

 .باشد

۱−   یبرا ≤ 𝑥 ≤ −  و     ۱
𝜋

۲
≤ 𝑦 ≤

𝜋

۲
   

 

sin−1    یو بجا مینام  یم  Arcsine Functionنوسیآرک س تابعرا  𝑠𝑖𝑛−۱   نیهمچن 𝑥   نماد

  arcsin 𝑥 میبر  یبکار م.   

arcsin  نماد  𝑥 اگر  رایز شود ،  یبکار برده م   𝑡 = arcsin 𝑥 ، پس  باشد  𝑡  کیطول  تواند  یم 

 است  کمان ایقوس  یمعن به  𝑎𝑟𝑐   که کلمه دیباش توجه داشته شود. ریتعب 𝑈     واحد دائره یرو کمان

   شما دارد. قهیو سل وقذ به یبستگ نیا  .میبر  یم دو نماد را بکار هر  حال هر در 

  که دیداشته باش توجه

−
𝜋

۲
≤ sin−1 𝑥 ≤

𝜋

۲
 

  نیهمچن

−
𝜋

۲
≤ arcsin 𝑥 ≤

𝜋

۲
 

  مطلوب است– ۱مثال 

(𝑎)     sin−1

(

 
√۲

۲

)

           (𝑏)    niscra(−
۱

۲
)         (𝑐)     sin−1 ۱ 

 پاسخ 

 

(𝑎) 
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𝑦    فیطبق تعر = sin−1 (
√۲

۲
sin     فقط اگرفقط واست    ( 𝑦 =

√۲

۲
 باشد ،   

−   یبرا
𝜋

۲
≤ 𝑦 ≤

𝜋

۲
    

−]   در بازه   𝑦  تنها عدد 
𝜋

۲
,
𝜋

۲
sin   یکه تساو  [ 𝑦 =

√۲

۲
𝑦   را بر قرار کند ،     =

𝜋

۲
 لذا   است.  

sin−1

(

 
√۲

۲

)

 =
𝜋

۴
 

−]    در بازه  𝑦  لازم است که  دیتوجه داشته باش
𝝅

۲
,
𝝅

۲
   مانند  یشود. عدد انتخاب  [

۳𝜋

۴
،  ستین حیصح  

sin  اگر چه  (
۳𝜋

۴
) =

√۲

۲
  است.   

 

(𝑏) 

𝑦   یفطبق تعر = arcsin (−
۱

۲
sin  اگرفقط  و فقط  است ،   ( 𝑦 = −

۱

۲
که   یدر صورت  باشد. 

  𝑦   در بازه   [−
𝜋

۲
,
𝜋

۲
𝑦  پس   باشد. [ = −

𝜋

۶
 لذا   است. 

arcsin (−
۱

۲
) = −

𝜋

۶
 

 

(𝑐) 

𝑦    میدار (𝑏)  و  (𝑎)  یمانند قسمت ها = sin−1 sin     فقط اگرفقط واست ،  ۱ 𝑦 =  یباشد، برا   ۱

   

−
𝜋

۲
≤ 𝑦 ≤

𝜋

۲
  

𝑦    جهیدر نت =
𝜋

۲
 لذا   است. 

sin−1 ۱ =
𝜋

۲
 

𝑦  ، نمودار  فیطبق تعر = sin−1 𝑥  مانند نمودار sin 𝑦 = 𝑥 ها مطابق  ریتفاوت که متغ نیاست ، با ا

  𝐷   ریتصو شوند.   یمحدود م ریز

−
𝜋

۲
≤ 𝑦 ≤

𝜋

۲
−   و    ۱ ≤ 𝑥 ≤ ۱  

  رساند.   یم ری، ما را به جدول ز میبکار برد  ۱   را که در مثال   یروش
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𝜋

۲
 

𝜋

۳
 

𝜋

۴
 

𝜋

۶
 0 −

𝜋

۶
 −

𝜋

۴
 −

𝜋

۳
 −

𝜋

۲
 y 

۱ 
√۳

۲
 

√۲

۲
 

۱

۲
 

0 
−

۱

۲
 

−
√۲

۲
 −

√۳

۲
 

−۱ x 

 

 
 

sin−1    یرمقاد یرسا 𝑥 کرد.  دایحساب پ نیماش قیتوان از طر  یرا م 

 رابطه 

𝑓−۱(𝑓(𝑣)) = 𝑣       𝑓 (𝑓−۱(𝑢)) = 𝑢 

   .دهدیرا به ما م ریمهم ز یس بر قرار است ، اتحاد هاهر تابع معکو یکه برا

sin−1(sin 𝑦) = 𝑦   اگر  −
𝜋

۲
≤ 𝑦 ≤

𝜋

۲
 

sin(sin−1 𝑥) = 𝑥   اگر   − ۱ ≤ 𝑥 ≤ ۱  
 

   بطور مناسب محدود شده باشند. 𝒚  و  𝒙  که   یهم نوشت، در صورت ریتوان به شکل ز  یم

arcsin(sin 𝑦) = 𝑦    و   sin(arcsin 𝑥) = 𝑥 

  

 مطلوب است  – ۲مثال 

sin−1 (tan
۳𝜋

۴
) 

 پاسخ 

  میاگر فرض کن

𝑦 = sin−1 (tan
۳𝜋

۴
) = sin−1(−۱) 

  فیباشد ، پس طبق تعر

sin 𝑦 = −۱  
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−]  در بازه  دیبا  𝑦  چون   است.
𝜋

۲
,
𝜋

۲
𝑦  انتخاب شود ، پس  [ = −

𝜋

۲
   است. 

 

 

,0]  را به بازه  نوسیاگر دامنه تابع کس 𝜋] ریکه تمام مقاد میآور  یبدست م یتابع نزول کی،  میمحدود کن 

   رنگ. اهیقسمت س 𝐸   ریتصو  دهد.  یپوشش ممرتبه  کیرا فقط  نوسیتابع کس

 
 The Inverse Cosine Function نوسیکس  معکوس تابعدارد بنام  معکوس کی دیتابع جد نیا

  . ریز فیبا تعر

  
  فیتعر

  شود.   یم فیتعر نیچن 𝒄𝒐𝒔−۱   با نماد   نوسیکس  معکوس تابع

     𝑦 = cos−1 𝑥    اگرفقط و فقط  soc𝑦 = 𝑥 ۱−   یباشد ، برا ≤ 𝑥 ≤ 0  و   ۱ ≤ 𝑦 ≤ 𝜋 

 

با نماد  شود. و   یم یدههم نام Arccosine Function  ینوستابع آرک کس،  ینوسکسمعکوس تابع 

  arccos 𝑥 شود.   ینشان داده م  

  .  میتوابع معکوس دار  یبا استفاده از خواص کل

soc(cos−1 𝑥) = cos(arccos 𝑥) = 𝑥 

cos−1(cos 𝑦) = arccos(cos𝑦) = 𝑦 

۱ −   یبرا ≤ 𝑥 ≤ 0   و  ۱ ≤ 𝑦 ≤ 𝜋  

 

 مطلوب است  – ۳مثال 

(𝑎)     cos−1 (
۱

۲
)         (𝑏)     cos−1

(

 −
√۳

۲

)

         (𝑐)    arccos 0 

 پاسخ 

(𝑎) 
  یفبر اساس تعر
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   𝑦 = cos−1 (
۱

۲
cos است، اگر فقط و فقط  ( 𝑦 =

۱

۲
0  . یبرا  باشد.   ≤ 𝑦 ≤ 𝜋   تنها عدد 𝑦   در

,0]   بازه  𝜋] یکه تساو  cos 𝑦 =
۱

۲
𝑦  را بر قرار کند ،    =

𝜋

۳
 لذا   است. 

cos−1 (
۱

۲
) =

𝜋

۳
 

(𝑏) 

𝑦  ،  فیبر اساس تعر = cos−1 (−
√۳

۲
cos است اگر فقط و فقط  ( 𝑦 = −

√۳

۲
 یبرا  باشد.  

  0 ≤ 𝑦 ≤ 𝜋  

 یتوان آنچه در کتب فارس  یاست را م:اگر فقط و فقط : یکه دارا لیقب نیاز ا  ییعبارت بالا و عبارت ها

   نوشت. نیبان متداول است چنز

𝑦  که  نیا یبرا  یشرط لازم و کاف = cos−1 (−
√۳

۲
cos  است که  نیباشد ، ا ( 𝑦 = −

√۳

۲
  

   عدد   𝑦   یمرجع برا هیزاو ایعدد مرجع 
𝜋

۶
,0]  در بازه  دیبا 𝑦   چون  است.   𝜋]   ، انتخاب شود

   .میکن  یعمل م ریمطابق ز

𝑦 = 𝜋 − (
𝜋

۶
) =

۵𝜋

۶
  

 لذا 

cos−1

(

 −
√۳

۲

)

 =
۵𝜋

۶
 

   است.

(𝑐) 
  . میدار (𝑏)  و  (𝑎)   یمانند قسمت ها

𝑦   که  نیا یبرا  یشرط لازم و کاف = nissoc0 است که   نیباشد ، ا  cos 𝑦 =  یباشد ، برا 0

  0 ≤ 𝑦 ≤ 𝜋 

𝑦    جهیدر نت =
𝜋

۲
arccos و   0 =

𝜋

۲
  

𝑦  ، نمودار  فیاس تعربر اس = cos−1 𝑥   مانند نمودار cos 𝑦 = 𝑥  0   یبرا,است ≤ 𝑦 ≤ 𝜋 

  𝐹   ریتصو
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 نمودار ، عبارتند از  یسه نقطه رو میریگ  ینتجه م   ۳از مثال شماره 

(
۱

۲
,
𝜋

۳
)   ،  

(

 −
√۳

۲
,
۵𝜋

۶

)

  ،  (0,
𝜋

۲
) 

  حساب بدست آورد.  نیماش لهیبوستوان   یرا م 𝑐𝑜𝑠−۱   ریمقاد هیبق

 

−)  اگر دامنه تابع تانژانت را به بازه باز 
𝜋

۲
,
𝜋

۲
   .دیآ  یبدست م کیبه  کیتابع  کی، پس  میمحدود کن  (

   .میرا داشته باش ریز فیتوان تعر   یم پس 

  

داده  شینما 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  نماد  ای 𝑡𝑎𝑛−۱   که با نماد،  تانژانت  آرک تابع ایمعکوس تانژانت   تابع فیتعر

   م،یکن  یم فیتعر نیچن شود ،  یم

    𝑦 = tan−1 𝑥 = arctan𝑥  و فقط  اگرفقط  tan𝑦 = 𝑥 ، باشد    𝑥  و  است  یقیحق هر عدد

  −
𝜋

۲
< 𝑦 <

𝜋

۲
   

 

−)  برد آن بازه باز است و   یقیدامنه تابع آرک تانژانت تمام اعداد حق  که  یدباش توجه داشته
𝜋

۲
,
𝜋

۲
)  

  𝐺   یرتصو است. 
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ces   حساب  یناستفاده از ماشبدون  – ۴مثال  (arctan
۲

۳
  . دیکن دایرا پ ( 

 پاسخ 

𝑦    میاگر فرض کن = arctan
۲

۳
tan𝑦  باشد ، پس   =

۲

۳ 
sec  میخواهیم  است. 𝑦 چون  . میکن دایرا پ

sec۲    میدان  یم 𝑦 = ۱+ tan۲ 𝑦  0   است و < 𝑦 <
𝜋

۲
  

sec 𝑦 = √۱+ tan۲ 𝑦 = √۱+ (
۲

۳
)

۲

 

= √۱+
۴

۹
= √

۱۳

۹
=
√۱۳

۳
 

 پس 

sec (arctan
۲

۳
) = sec 𝑦 =

√۱۳

۳
 

 

sin مقدار  – ۵مثال  (arctan
۱

۲
− arccos

۴

۵
   .دیکن دایرا پ (

 پاسخ 

𝑢   میکن  یرض مف = arctan
۱

۲
𝑣  و    = arccos

۴

۵
tan پس   باشد.   𝑢 =

۱

۲
cos و   𝑣 =

۴

۵
   است. 

sin(𝑢  میخواه  یم − 𝑣) میکن دایرا پ.   

 

,0)  در بازه  𝑣  و  𝑢  چون 
𝜋

۲
حاد بر حسب  یایزوا یآنها را به عنوان اندازه ها میتوان  یهستند ، م (

   .میپس دار  .میریرا در نظر بگ  𝐻   ریتصو هیقائم الزو یمثلث ها میتوان  یو م میکن تصور انیراد

sin 𝑢 =
۱

√۵

  ، cos 𝑢 =
۲

√۵

 ، sin 𝑣 =
۳

۵
 

  جهیدر نت

sin(𝑢 − 𝑣) = sin 𝑢 cos 𝑣 − cos 𝑢𝑠𝑖𝑛 𝑣 
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=
۱

√۵

∗
۴

۵
−

۲

√۵

∗
۳

۵
=
−۲

۵√۵

=
−۲√۵

۵
 

cos(sin−1  عبارت – ۶مثال  𝑥)  بر حسب  یعبارت جبر کیرا به صورت  𝑥 دیسیبنو.   

 پاسخ 

𝑦    میکن  یفرض م = sin−1 𝑥  باشد ، پس sin 𝑦 = 𝑥  .یبرا یعبارت جبر کی میخواه  یم است 

  cos(sin−1 𝑥 ) یبرا یعنی  .میا کن دیپ  . cos 𝑦  چون  −
𝜋

۲
≤ 𝑦 ≤

𝜋

۲
cos  است ، پس   𝑦 ≥ 0   

 و لذا  است. 

cos 𝑦 = √۱− sin۲ 𝑦 = √۱− 𝑥۲ 

  جهیدر نت

cos(sin−1 𝑥) = √۱− 𝑥۲ 

   .یدرا ثابت کن یراتحاد ز  یدرست– ۷مثال 

۱

۲
cos−1 𝑥 = tan−1√

۱− 𝑥

۱+ 𝑥
|𝑥|   برای,       < ۱ 

 پاسخ 

𝑦   میکن  یفرض م = cos−1 𝑥 .مینشان ده میخواه  یم  باشد  

۱

۲
𝑦 = tan−1√

۱− 𝑥

۱+ 𝑥
 

.۲  ، بخش  هیبر اساس فرمول نصف زاو    .میدار ۴

|nna
𝑦

۲
| = √

۱− cos 𝑦

۱+ cos 𝑦
 

𝑦   چون  = cos−1 𝑥  و  |𝑥| < 0  است ، پس  ۱ < 𝑦 < 𝜋 .0    ایو   است <
𝑦

۲
<
𝜋

۲
در   است.  

tan  جهینت
𝑦

۲
>   میپس دار  .میبردار مطلق را نماد قدر میتوان  یاست و م   0

tan
𝑦

۲
= √

۱− cos 𝑦

۱+ cos 𝑦
 

cos  چون  𝑦 = 𝑥 توان نوشت   یاست ، پس م 

tan
𝑦

۲
= √

۱− 𝑥

۱+ 𝑥
 

   است. ریزمعادله    معادله آخر معادل
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𝑦

۲
= tan−1√

۱− 𝑥

۱+ 𝑥
 

   .یمبدست آورد  میخواست  یکه م یا جهینت

 

−]   را  در بازه   ریمعادله ز یها شهیر – ۸مثال 
𝜋

۲
,
𝜋

۲
   .دیبدست آور  [

۵ sin۲ 𝑡 + ۳ sin 𝑡 − ۱ = 0  
 پاسخ 

   .میآور  یمعادله درجه دوم به حساب م کیمعادله را   

sin 𝑡 =
−۳±√۹+ ۲ ∘

۱ ∘
=
−۳±√۲۹

۱ ∘
 

   .می، دار نوسیتابع معکوس س فیبا استفاده از تعر

𝑡 = sin−1
۱

۱ ∘
(−۳+√۲۹) 

 و 

𝑡 = sin−1
۱

۱ ∘
(−۳−√۲۹) 

  یعمل م ریز قیو به طر میگذار  یم انیدر حالت رادحساب را  نی، ماش یبیبدست آوردن مقدار تقر یبرا

   .میکن

   .دیحساب وارد کن نیرا در ماش  ریعدد ز

۱

۱ ∘
(−۳+√۲۹) ≈∘∕ ۲۳۸۵۱۶۵ 

⧵∘   عدد   .دیرا فشار ده 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛    ای 𝑠𝑖𝑛−۱   سپس دکمه  ۲۴ ∘  ، پس  دیآور  یبدست م۸۳۸

𝑡 ≈   ∘∕ ۲۴ ∘ ۸ 

  قیطر نیبه هم است. 

𝑡 = sin−1
۱

۱ ∘
(−۳−√۲۹) ≈ sin−1(− ∘∕ ۸۳۸۵۱۶۵) ≈ − ∘∕ ۹۹۴۶ 
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 ۶.۲ ناتیتمر

−۱  ناتیدر تمر   . دیکن دایعبارت ها را پ ریحساب ، مقاد نیدون استفاده از ماشب    ۴

۱)     (𝑎)  sin−1
۱

۲
                                          (𝑏)   cos−1

√۳

۲
 

۲)     (𝑎)  arcsin 0                                         (𝑏)  arccos ۱ 

۳)     (𝑎) arcsin(−۱)                                   (𝑏) arccos(−۱) 

۴)     (𝑎) arctan√۳                                       (𝑏) arctan(−√۳) 

−۵  ناتیدر تمر   . دیکن دایعبارت ها را پ یبیتقر ریحساب ، مقاد نیبا استفاده از ماش  ۷

۵)     cos−1(∘∕ ۵۶۱۶) 

۶)     sin−1(− ∘∕ ۶۴۹۴) 

۷)    arctan(۲ ∕ ۱۷۷۵) 

−۸  ناتیدر تمر  .دیکن دایعبارت ها را پ ریحساب ، مقاد نیاستفاده از ماشبدون    ۱۳

۸)    sin (cos−1
۱

۲
)  

۹)   sin (arccos
۴

۵
)  

۱ ∘)  arcsin  (sin
۵𝜋

۴
) 

۱۱) cos (sin−1
۴

۵
+ tan−1

۳

۴
) 

۱۲) tan (arctan
۴

۳
+ arccos

۸

۱۷
) 

۱۳) sin [۲ arccos (−
۳

۵
)] 
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 ۶.۲ ناتیپاسخ تمر

−۱  ناتیدر تمر   . دیکن دایعبارت ها را پ ریحساب ، مقاد نیبدون استفاده از ماش    ۴

   را دارد.  یلازم و کافشرط   ایهمان مفهوم اگر فقط و فقط و   ⟺   توجه نماد 

۱)     (𝑎)  sin−1
۱

۲
                                          (𝑏)   cos−1

√۳

۲
 

(𝑎)     sin−1
۱

۲
 

𝑦 = sin−1
۱

۲
     ⟺     sin 𝑦 =

۱

۲
 

𝑦 =
𝜋

۶
 

(𝑏)     cos−1
√۳

۲
 

𝑦 = cos−1
√۳

۲
       ⟺   cos 𝑦 =

√۳

۲
 

𝑦 =
𝜋

۶
 

۲)     (𝑎)  arcsin 0                                         (𝑏)  arccos ۱ 

(𝑎)    arcsin 0 

𝑦 = arcsin 0    ⟺   sin 𝑦 = 0 

𝑦 = 0 

(𝑏)    arccos ۱ 

𝑦 = arccos ۱      ⟺     cos 𝑦 = ۱ 

𝑦 = 0 

۳)     (𝑎) arcsin(−۱)                                   (𝑏) arccos(−۱) 

(𝑎)    arcsin(−۱) 

𝑦 = arcsin(−۱)    ⟺ sin 𝑦 = −۱ 

𝑦 = −
𝜋

۲
 

(𝑏)    arccos(−۱) 

𝑦 = arccos(−۱)    ⟺   cos 𝑦 = −۱  

𝑦 = 𝜋 
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۴)     (𝑎) arctan√۳                                       (𝑏) arctan (−√۳) 

(𝑎)    arctan√۳ 

𝑦 = arctan√۳       ⟺    tan 𝑦 = √۳ 

𝑦 =
𝜋

۳
 

(𝑏)    arctan (−√۳) 

𝑦 = arctan (− √۳)     ⟺ tan 𝑦 = − √۳ 

𝑦 = −
𝜋

۳
 

−۵  ناتیدر تمر   . دیکن دایعبارت ها را پ یبیتقر ریحساب ، مقاد نیبا استفاده از ماش  ۷

 دیکل تیو در نها دی، عدد داخل پرانتز را وارد کن دیبگذار انیابر حسب رادحساب ر نیابتدا ماش :توجه 

حساب هم  نیدرجه باشد ، پاسخ ماشبرحسب  حساب نیاگر ماش . دیمربوطه را فشار ده یمعکوس مثلثات

   بر حسب درجه خواهد بود.

۵)     cos−1(∘∕ ۵۶۱۶) 

𝑡 = cos−1(∘∕ ۵۶۱۶) 

𝑡 ≈∘∕  رادیان    ۹۷۴۴۷۸

۶)     sin−1(− ∘∕ ۶۴۹۴) 

𝑡 = sin−1(− ∘∕ ۶۴۹۴) 

𝑡 ≈ − ∘∕ ۷ ∘       رادیان       ۶۷۹۵۲

۷)    arctan(۲ ∕ ۱۷۷۵) 

𝑡 = nisnna(۲ ∕ ۱۷۷۵) ≈  ۱ ∕ ۱۴ ∘   رادیان     ۲۸۳۲
 

−۸  ناتیدر تمر  .دیکن دایعبارت ها را پ ریحساب ، مقاد نیاستفاده از ماش بدون  ۱۳

۸)    sin (cos−1
۱

۲
) = sin (

𝜋

۳
) =

√۳

۲
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۹)   sin (arccos
۴

۵
)  

𝑣    میکن  یفرض م = arccos
۴

۵
sin   میدار ریز ریبا توجه به تصو باشد ، پس   𝑣 =

۳

۵
   است.  

 

۱ ∘)  arcsin  (sin
۵𝜋

۴
) 

در بازه  𝑥  که  یهستند ، هنگام گرید کیمعکوس  sin(𝑥) و  niscra(𝑥)  که  دیتوجه داشته باش

   [−
𝜋

۲
,
𝜋

۲
arcsin[sin(𝑥)]  پس   باشد. [ = 𝑥  است اگر فقط و فقط  𝑥   در بازه  [−

𝜋

۲
,
𝜋

۲
   باشد. [

   نجایاما ا
۵𝜋

۴
 میتوان  یاما م  .میبکار بر مایاتحاد را مستق نیا میتوان  یپس  نم   دامنه است.خارج از   

sin  میسیبنو (
۵𝜋

۴
) = sin (𝜋 −

۵𝜋

۴
) = sin (−

𝜋

۴
)  

sin لذا  (−
𝜋

۴
   .میپس دار  .ردیگ  یدر دامنه لازم قرار م  (

arcsin [sin (
۵𝜋

۴
)] = arcsin [sin (−

𝜋

۴
)] = −

𝜋

۴
 

۱۱) cos (sin−1
۴

۵
+ tan−1

۳

۴
) 

𝑢    میکن  یفرض م = sin−1
۴

۵
𝑣  و    = tan−1

۳

۴
   .میدار ریز ریباشد ، پس با توجه به تصو 

 
cos(𝑢 + 𝑣) = cos(𝑢) cos(𝑣) − sin(𝑢) sin(𝑣) 

=
۳

۵
∗

۴

۵
−

۴

۵
∗

۳

۵
= 0 
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۱۲) tan (arctan
۴

۳
+ arccos

۸

۱۷
) 

𝑢    میکن  یفرض م = arctan
۴

۳
𝑣   و    = arccos

۸

۱۷
  . میدار ریز ریپس با توجه به تصو باشد.   

 

tan(𝑢 + 𝑣) =
tan𝑢 + tan 𝑣

۱− tan𝑢 tan 𝑣
=

۴

۳
+

۱۵

۸

۱−
۴

۳
∗

۱۵

۸

 

=

۳۲+ ۴۵

۲۴

۱−
۶ ∘

۲۴

=

۷۷

۲۴

−۳۶

۲۴

= −
۷۷

۲۴
 

۱۳) sin [۲ arccos (−
۳

۵
)] 

 روش اول 

𝑡   میکن  یفرض م = arccos (−
۳

۵
soc پس  باشد.  ( 𝑡 = −

۳

۵
sin  و     𝑡 =

۴

۵
 که  میدانیم  است.  

sin(۲𝑡) = ۲ sin(𝑡) cos(𝑡) 
   .میپس دار

sin [۲ arccos(−
۳

۵
)] = sin(۲𝑡) = ۲ sin 𝑡 ∗ cos 𝑡 

= ۲(
۴

۵
)(−

۳

۵
) = −

۲۴

۲۵
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 وم روش د

nissoc  میکن  یفرض م (−
۳

۵
) = 𝑥   .پس  باشد cos 𝑥 = −

۳

۵
    یاست برا  

𝜋

۲
< 𝑥 < 𝜋  

 که  میدان  یم

sin 𝑥 = √۱− (cos 𝑥)۲ = √۱− (−
۳

۵
)

۳

=
۴

۵
    (

𝜋

۲
< 𝑥 < 𝜋) 

sin (۲ arccos (−
۳

۵
)) = sin ۲𝑥 = ۲ sin 𝑥 cos 𝑥 

= ۲(
۴

۵
) ∗ (−

۳

۵
) = −

۲۴

۲۵
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 فصل سوم  

   یهقائم الزاو یرغ یمثلث ها

Oblique Triangles 
  The Law of Sinesها  ینوسقانون س - ۱.۳

موسوم  Oblique Triangle  یهقائم الزاو یرمثلث غقائم نباشد ، بنام  یهزاو یک یمثلث که دارا یک

 یقسمت ها یه، بق یمرا بداناز آنها   یکیمقابل  زاویه یکدو ضلع و  یاو  ضلع  یکو  یهاگر دو زاو است. 

 یمتوان  ی، م یمده  یبخش مورد بحث قرار م ینکه در ا  ییرا با کمک فرمول ها یهقائم الزاو یرمثلث غ یک

   .یمکن یداپ

, 𝐴  ،  𝐵    ، حروف یدیمهمان طور که در فصل اول د 𝐶, 𝑎 , 𝑏 , 𝑐 , 𝛼 ،  𝛽 , 𝛾 یقسمت ها یرا برا 

   .میبر  یمختلف مثلث بکار م

مختصات  یمحور ها یرا در محل متعارف رو  𝑎   هیزاو  .میرا داشته باش  𝐴𝐵𝐶 مثلث  میکن  یفرض م

 هیزاو کی  𝑎   هیزاو  𝐴   ریدر تصو   باشد.  𝑥  در سمت مثبت محور  𝐵  که  ی، بطور میده  یقرار م

   هم صادق است. 𝑎  حاد  هیزاو کی یبرا ریبحث ز  منفرجه است.

 
قطع  𝐷  را در نقطه  𝑥  خط محور  نیا  .دیریرسم شده در نظر بگ  𝑦  به موازات محور   𝐶  که از   یخط

,𝑑(𝐶    دیفرض کن کند.   یم 𝐷) = ℎ  باشد ، پس مختصات نقطه  𝐶  شود   یم  ،  (𝐷, ℎ)میلذا دار.   

sin 𝛼 =
ℎ

𝑏
ℎ    یا     = 𝑏 sin 𝛼 

  میدار  𝐵𝐷𝐶  در مثلث 

sin 𝛽 =
ℎ

𝑎
ℎ   یا     = 𝑎 sin 𝛽 

  جهیدر نت

𝑏 sin 𝛼 = 𝑎 sin 𝛽 

  توان نوشت.   یکه م
sin 𝑎

𝑎
=

sin 𝛽

𝑏
 

  . میباشد ، دار  𝑥  در سمت مثبت محور   𝐶  در همان مکان متعارف باشد ، اما   𝛼   حال اگر 
sin 𝛼

𝑎
=

sin 𝛾

𝑐
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   دهد.  یرا به ما م ریز جهیبالا نت یدو تساو

 

  The Law of Sinesها  نوسیقانون س

 شود ، پس  یباشد و مطابق معمول نشان گذار هیقائم الزاو ریمثلث غ کی 𝐴𝐵𝐶   اگر 
sin 𝛼

𝑎
=

sin 𝛽

𝑏
=

sin 𝛾

𝑐
 

 

  هم نوشت.  یرتوان مطابق ز  یها را م ینوسسقانون 
𝛼

sin 𝛼
=

𝑏

sin 𝛽
=

𝑐

sin 𝛾
 

  میدار 𝐴𝐵𝐶   مثلث  در  -  ۱مثال 

𝛼 = ۴۸
∘
 ۲ ∘′   ،  𝛾 = ۵۷

∘
 ۳ ∘′   ،  𝑏 = ۴۷ ∕ ۳ 

   .دیبدست آور بیمثلث را بطور تقر یقسمت ها هیبق

 پاسخ 

 

𝛽 = ۱۸ ∘∘− (۵۷
∘
 ۳ ∘′+ ۴۸

∘
 ۲ ∘′) = ۷۴

∘
 ۱ ∘′ 

 چون 
𝑎

sin 𝛼
=

𝑏

sin 𝛽
 

 پس 

𝑎 =
𝑏 sin 𝛼

sin 𝛽
=

(۴۷ ∕ ۳) sin ۴۸
∘
 ۲ ∘′

sin ۷۴
∘
 ۱ ∘′

 

   .میدار حساب  نیبا استفاده از ماش

𝑎 ≈
(۴۷ ∕ ۳)(∘∕ ۷۴۷ ∘)

∘∕ ۹۶۲۱
≈ ۳۶ ∕ ۷ 

𝑐 =
𝑏 sin 𝛾

sin 𝛽
=

(۴۷ ∕ ۳) sin ۵۷
∘
 ۳ ∘′

sin ۷۴
∘
۱ ∘′ 

 

≈
(۴۷ ∕ ۳)(∘∕ ۸۴۳۴)

∘∕ ۹۶۲۱
≈ ۴۱ ∕ ۵ 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



افانوشـیروان صر  اصول مثلثات ۳.۱    قانون سینوس ها 

220 
 

 کیاما اگر دو ضلع و   کند.  یم جادیا  𝐴𝐵𝐶  مثلث منحصر به فرد  کی شهیهم ۱   اطلاعات مانند مثال

     .  دیآ  یمثلث منحصر به فرد بدست نم کی شهیهم از آنها داده شود.   یکی مقابل هیزاو

 . باشند  𝐴𝐵𝐶  دو ضلع مثلث  یقرار است طول ها  𝑏  و   𝑎   دیموضوع ، فرض کن نینشان دادن ا یبرا

 هیزاو  حاد باشد. هیزاو کی  𝑎 ∠  میکن  یفرض م  باشد.  𝑎  مقابل ضلع بطول  هیزاو 𝛼∠   دیفرض کن و 

  𝑎  پاره خط  . میده  یم مختصات قرار یمحور ها یرا در محل متعارف رو  𝐴𝐶  بطول  𝑏  ضلع  یرو

  𝐶  . ریتصو  .میکن  یجدا م  𝑎   هیزاو ییانتها

 
داده   𝛼∠   هیمقابل زاو  𝑎  چون طول ضلع   باشد.  𝑥 محور  یرو  ییجا کی دیبا  𝐵  یعنیراس سوم 

چهار حالت ممکن است  کرد.  دایپ  𝐶 و مرکز   𝑎 کمان  بطول  کیتوان با رسم   یرا م  𝐵 شده است ، 

  ند.  پاک شده ا مختصات یمحور ها نجایا . دیکن  یملاحظه م  𝐷   ریهمان طور که در تصو . دیایب شیپ

 

 
  شود.   یذکر م یرچهار حالت ممکن در ز

(𝑖) 

   شود.  یدرست نم یکند ، پس مثلث  یرا قطع نم 𝑥  کمان رسم شده ، محور 

(𝑖𝑖) 

  شود.   یم لیتشک هیمثلث قائم الزو کیمماس است ، پس   𝑥 کمان رسم شده با محور 

(𝑖𝑖𝑖) 

   شود.  یم لیکند ، پس دو مثلث  تشک  یرا در دو نقطه قطع م 𝑥   قسمت مثبت  محور  کمان رسم شده

(𝑖𝑣) 

  یم لیمثلث تشک کیکند ، پس   یرا قطع م 𝑥  محور   یشده هم قسمت مثبت و هم قسمت منفکمان رسم  

   شود.

 

  ریمثلا هنگام حل معادله ز  .میکن  یشوند که اقدام به حل مساله م  یمشخص م یبالا هنگام یحالت ها
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nis 𝛼

𝑎
=

sin 𝛽

𝑏
 

sin  دیفرض کن 𝛽 >    است. نشده لیتشک یکه مثلث کند  یم مشخص نیا  .میاوریببدست  ۱

sin اگر  𝛽 = 𝛽   ، پس  میاوریبدست ب ۱ = ۹    و لذا حالت دوم اتفاق افتاده است. ∘∘

sin  اگر  𝛽 < با امتحان کردن هر دو امکان ،   وجود دارد. 𝛽    یباشد ، پس دو حالت ممکن برا ۱

   اتفاق افتاده است. (𝑖𝑣)    ایو  (𝑖𝑖𝑖)   حالت  ایشود که آ  یروشن م

۹   از   شیب 𝛼    هیزاواگر اندازه  𝑎   شود که فقط   یم لیتشک  یباشد ، پس مثلث در صورت ∘∘ > 𝑏  باشد 

  𝐸    ریتصو

 
امکان وجود دارد ،  ینشود ، چند  یاز آنها داده م  یکیمقابل  یهزاو یککه اندازه دو ضلع و  یچون هنگام

   شود.  یگفته م Ambiguous Case  حالت مبهم صورت به آن  یندر ا

 

 ،  میداشته باش 𝐴𝐵𝐶  در مثلث اگر – ۲مثال 

𝛼 = ۶۷
∘
  ،   𝑐 = ۱۲۵ ،   𝑎 = ۱ ∘∘ 

   .دیکن دایاجزا مثلث را پ هیبق

 پاسخ 

sin 𝛾 =
𝑐 sin 𝛼

𝑎
=

(۱۲۵) sin ۶۷
∘

۱ ∘∘
 

≈
(۱۲۵)(∘∕ ۹۲ ∘ ۵)

۱ ∘∘
≈ ۱ ∕ ۱۵ ∘ ۶ 

sin  چون  𝛾 >    توان با اطلاعات داده شده ، رسم کرد.  یرا نم یاست ، مثلث ۱

 

 ،  میداشته باش 𝐴𝐵𝐶   اگر در مثلث  – ۳مثال 

𝑎 = ۱۲ ۴⁄  ،  𝑏 = ۸ ۷⁄  ،  𝛽 = ۳۶
∘
 ۴ ∘′ 

   .دیکن ادیپ بیمثلث را بطور تقر یقسمت ها هیبق

 پاسخ 

sin 𝛼 =
𝑎 sin 𝛽

𝑏
=

(۱۲ ∕ ۴) sin ۳۶
∘
 ۴ ∘′

۸ ∕ ۷
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≈
(۱۲ ∕ ۴) (∘∕ ۵۹۷۲)

۸ ∕ ۷
≈∘∕ ۸۵۱۲ 

۱۸  و   ∘0   نیب  𝛼∠   هیدو زاو  که یبطور باشد ، است وجود داشته ممکن ∘∘

  sin 𝛼 =∘∕  باشد.   ۸۵۱۲

′𝛼 ∠ حساب  نیا استفاده از ماشباشد ، ب  𝛼 ∠ مرجع  هیزاو  ′𝛼∠   میاگر فرض کن ≈ ۵۸
∘
 ۲  بدست  ′∘

   است. ریز مطابق  𝛼 ∠   یبرا پس دو امکان  .میآور   یم

∠𝑎۱ ≈ ۵۸
∘
 ۲ ∘′         ,    ∠𝑎۲ ≈ ۱۲۱

∘
 ۴ ∘′ 

 باشند ، پس  𝛼۲  ∠ و   𝛼۱ ∠ مربوط به  یسوم مثلث ها یها هیزاو𝛾۲     و   𝛾۱   میاگر فرض کن

𝛾۱ ≈ ۱۸ ∘∘− (۳۶
∘
۴ ∘′+ ۵۸

∘
۲ ∘′ ) = ۸۵

∘
    

 و 

𝛾۲ ≈ ۱۸ ∘∘− (۳۶
∘
 ۴ ∘′+ ۱۲۱

∘
۴ ∘′) = ۲۱

∘
 ۴ ∘′    

  𝐴۲𝐵𝐶    یگریو د 𝐴۱𝐵𝐶     یکی  پس دو مثلث با مشخصات داده شده وجود دارد.

 باشد ، پس  𝐴۱𝐵𝐶  ث در مثل 𝛾۱   ضلع مقابل   𝑐۱ اگر 

𝑐۱ =
𝑎 sin 𝛾۱

sin 𝛼۱

≈
(۱۲ ∕ ۴) sin ۸۵

∘

sin ۵۸
∘
 ۲ ∘∘

 

≈
(۱۲ ∕ ۴)(∘∕ ۹۹۶۲)

∘∕ ۸۵۱۱
≈ ۱۴ ∕ ۵ 

  باشد ، پس 𝐴۲𝐵𝐶   در مثلث  𝛾۲    هیمقابل زاو ضلع 𝑐۲  اگر 

𝑐۲ =
𝑎 sin 𝛾۲

sin 𝛼۲

≈
(۱۲ ∕ ۴) sin ۲۱

∘
 ۴ ∘′

sin ۱۲۱
∘
 ۴ ∘′

 

≈
(۱۲ ∕ ۴)(∘∕ ۳۶۹۲)

∘∕ ۸۵۱۱
≈ ۵ ∕ ۴ 

 

۶۴    دیخورش فراز هیزاو که یهنگام - ۴مثال 
∘
۹    هیزاو  که با تلفن ریت کیاست ،  

∘
  دیخورش نسبت  به 
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.   ریتصو  کند.  یم جادیمسطح ا نیزم یرو فوت ۲۱  به طول  یا هیسا شده است ، کج 𝐹  یبیتقر ولط 

  .دیکن دایپ را تلفن ریت

 پاسخ 

که حساب  دیکن  یملاحظه م . دی، توجه کن میکرده ا میکه در رابطه با اطلاعات داده شده ترس 𝐺   ریبه تصو

𝛽    میکرده ا = ۹ ∘∘− ۹
∘

= ۸۱
∘
 پس  

𝛾 = ۱۸ ∘∘− (۶۴
∘

+ ۸۱
∘
) = ۱۸ ∘∘− ۱۴۵

∘
= ۳۵

∘
 

 پس   باشد.  یم  𝐺   ریدر تصو   𝐴𝐵𝐶   مثلث   در 𝑎  طول   𝐵𝐶   ,   طول ضلع 

𝑎

sin ۶۴
∘ =

۲۱

sin 𝛾
 

𝛾  چون  = ۳۵
∘
   .میپس دار  

𝑎 =
(۲۱) sin ۶۴

∘

sin ۳۵
∘ =

(۲۱)(∘∕ ۸۹۸۸)

∘∕ ۵۷۳۶
≈ ۳۳ 

  فوت است. ۳ ۳   بایتلفن تقر ریپس ت

 

دونده از  کی  است.  𝑄  نقطه  کیشما ل  یمتر لویک  ۳  مسطح  نیزم یرو  𝑃   نقطه  کی – ۵مثال 

۲۵  در جهت   𝑄  نقطه 
∘ 

۷  و سپس در جهت   کند.  یحرکت م 𝑅  نقطه  کیبه طرف  یشمال شرق  ∘∘  

   .دیبدست آور بیشده را بطور تقر مودهیمسافت پ  رود.  یم  𝑃   به   𝑅  از  یجنوب غرب

 پاسخ 
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به رنگ قرمز  𝑆   به  𝑅  جنوب از  به شمال  همراه با خط  اهیس به رنگ دهدون ریمس 𝐻   ریدر تصو

   می، دار  میخوانده ا هستند ، پس بر اساس آنچه در هندسه یمواز 𝑅𝑆  و  𝑃𝑄  چون  . دیکن  یملاحظه م

∠𝑃𝑄𝑅 = ∠𝑄𝑅𝑆 = ۲۵
∘

 
 پس 

∠𝑃𝑅𝑄 = ۷ ∘∘− ۲۵
∘

= ۴۵
∘
 

  می. پس داردهدیرا به ما م 𝐼   ریتصو در 𝑃𝑄𝑅  مثلث ،  اطلاعات نیا

≃ ∠𝑄𝑃𝑅 = ۱۸ ∘∘− (۲۵
∘

+ ۴۵
∘
) = ۱۸ ∘∘− ۷ ∘∘= ۱۱ ∘∘ 

  . میدو مرتبه دار  ها نوسیاستفاده از قانون س  با

𝑞

sin ۲۵
∘ =

۳

sin ۴۵
∘    و     

𝑝

sin ۱۱ ∘∘
=

۳

sin ۴۵
∘ 

 پس 

𝑞 =
(۳) sin ۲۵

∘

sin ۴۵
∘ ≈

(۳)(∘∕ ۴۲۲۶)

∘∕ ۷ ∘ ۷۱
≈ ۱ ∕ ۸ 

𝑝 =
(۳) sin ۱۱ ∘∘

sin ۴۵
∘ ≈

(۳)(∘∕ ۹۳۹۷)

∘∕ ۷ ∘ ۷۱
≈ ۴ 

𝑝    بایشده تقر مودهیپس مسافت پ + 𝑞 = ۴ + ۱ ۸⁄ = ۵    متر است. لویک⁄۸
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 ۱.۳ ناتیتمر

  دایقسمت  خواسته شده را پو اطلاعات داده  شده ،  𝐴𝐵𝐶   مثلث  ریتصو به، با توجه  ریز ناتیدر تمر

فقط  ریز ریتصو  از آنها منفرجه.  یکی ایها حاد باشند و  هیکه ممکن است تمام زاو دیتوجه داشته باش .دیکن

   شده است. ها و اضلاع آورده هیزاو یدر مورد نام گذار یاور ادیجهت 

 

۱)     𝛾 = ۳۳
∘
      ،    𝛽 = ۶۷

∘
     𝑐 = ۵     ,    𝑏 =? 

۲)     𝑎 = ۱۱  , 𝑐 = ۵  ،    𝛾 = ۲۵
∘
    , ∠𝑎 =? 

۳)     𝑎 = ۱۱۴
∘
   ،  𝛾 = ۲۹

∘
  ،     𝑐 = ۹  ،  𝑎 =  ؟

 

    .دیبدست آور بیرا بطور تقر 𝐴𝐵𝐶   مثلث  یقسمت ها هیبق ریز ناتیدر تمر

 

۴)     ∠𝑎 = ۴۱
°
  ،   𝛾 = ۷۷

°
  ،     𝑎 = ۱ ∘∕ ۵ 

۵)     ∠𝑎 = ۲۷
∘
 ۴ ∘′   ،    𝛽 = ۵۲

∘
۱ ∘′    ،  𝑎 = ۳۲ ∕ ۴ 

 

   رودخانه  کی مخالف  یها که  در ساحل 𝐵   و   𝐴  دو نقطه  نیخواهد فاصله ب  یمهندس م کی – ۶

۲۴  به طول  𝐴𝐶   پاره خط  کی  کند. دایقرار دارند ، پ کند   یطرف رود خانه رسم م کیدر  اردی  ∘

۶۳   بیبه ترت 𝐴𝐶𝐵  و     𝐵𝐴𝐶   ها هیکه اندازه زاو یبطور
∘
 ۲ ۵۴   و  ′∘

∘
 ۱  . ریز ریتصو  باشند. ′∘

  . دیبدست آور بیرا بطور تقر  𝐵 و   𝐴   نیفاصله ب

 
 

۱   قایدق کند.  دایدرخت را پ کیخواهد ارتفاع   یهوشمند م یآقا – ۷   یدور م درخت هیاز پا اردی  ∘∘

۳۳  درخت  یتا بالا نیسطح زماز  هیزاو  کند.  یشود و به بالا نگاه م
∘
رشد  میدرخت مستق نیا  است. 

۸۳   هیزاو نیبلکه نسبت به سطح زم نکرده ،
∘
   .دیکن دایارتفاع درخت را پ  کرده است. جادیا  
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  ۱.۳ ناتیپاسخ تمر

 دایرا پ و اطلاعات داده  شده ، قسمت  خواسته شده 𝐴𝐵𝐶   مثلث  ریتصو ، با توجه به ریز ناتیدر تمر

فقط  ریز ریتصو  از آنها منفرجه.  یکی ایها حاد باشند و  هیکه ممکن است تمام زاو دیتوجه داشته باش  .دیکن

   شده است. ها و اضلاع آورده هیزاو یدر مورد نام گذار یاور ادیجهت 

 
 

۱)     𝛾 = ۳۳
∘
      ،    𝛽 = ۶۷

∘
     𝑐 = ۵     ,    𝑏 =? 

 
𝑐

sin 𝛾
=

𝑏

sin 𝛽
 

۵

sin(۳۳
∘
)

=
𝑏

sin(۶۷
∘
)
 

𝑏 =
(۵) sin(۶۷

∘
)

sin(۳۳
∘
)

≈ ۸ ∕ ۴۵ 

۲)     𝑎 = ۱۱  , 𝑐 = ۵  ،    𝛾 = ۲۵
∘
    , ∠𝑎 =? 
𝑎

sin 𝑎
=

𝑐

sin 𝛾
 

۱۱

sin 𝑎
=

۵

sin(۲۵
∘
)
 

۱۱ sin(۲۵
∘
) = ۵ sin 𝑎 

sin 𝑎 =
(۱۱) sin(۲۵

∘
)

۵
 

𝑎 = sin−1 (
(۱۱) sin(۲۵

∘
)

۵
) ≈ ۶۸ ∕ ۴

∘
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۳)     𝑎 = ۱۱۴
∘
   ،  𝛾 = ۲۹

∘
  ،     𝑐 = ۹  ،  𝑎 =? 

𝑐

sin  𝛾
=

𝑎

sin 𝑎
 

۹

sin(۲۹
∘
)

=
𝑎

sin(۱۱۴
∘
)
 

𝑎 =
(۹) sin(۱۱۴

∘
)

sin(۲۹
∘
)

≈ ۱۷ 

 

    .دیبدست آور بیرا بطور تقر 𝐴𝐵𝐶   ث مثل یقسمت ها هیبق ریز ناتیدر تمر

 

۴)     ∠𝑎 = ۴۱
°
  ،   𝛾 = ۷۷

°
  ،     𝑎 = ۱ ∘∕ ۵ 

sin 𝑎

𝑎
=

sin 𝛾

𝑐
 

sin(۴۱
∘
)

۱ ∘∕ ۵
=

sin(۷۷
∘
)

𝑐
 

𝑐 =
(۱ ∘∕ ۵) sin(۷۷

∘
)

sin(۴۱
∘
)

≈ ۱۵ ∕ ۶ 

 

𝛽 = ۱۸ ∘∘− (۴۱
∘

+ ۷۷
∘
) = ۶۲

∘
 

 

sin 𝑎

𝑎
=

sin 𝛽

𝑏
 

sin(۴۱
∘
)

۱ ∘∕ ۵
=

sin(۶۲
∘
)

𝑏
 

𝑏 =
(۱ ∘∕ ۵) sin(۶۲

∘
)

sin(۴۱
∘
)

≈ ۱۴ ∕ ۱ 
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۵)     ∠𝑎 = ۲۷
∘
 ۴ ∘′   ،    𝛽 = ۵۲

∘
۱ ∘′    ،  𝑎 = ۳۲ ∕ ۴ 

 𝛾 = ۱۷۹
∘
۶ ∘′− (۲۷

∘
 ۴ ∘′+ ۵۲

∘
۱ ∘′) = ۱ ∘∘∘  ۱ ∘′ 

 

sin 𝑎

𝑎
=

sin 𝛽

𝑏
 

sin(۲۷
∘
۴ ∘′)

۳۲ ∕ ۴
=

sin(۵۲
∘
۱ ∘′)

𝑏
 

𝑏 =
(۳۲ ∕ ۴) sin(۵۲

∘
۱ ∘′)

sin(۲۷
∘
۴ ∘′)

≈ ۵۵ ∕ ۱ 

 
sin 𝑎

𝑎
=

sin 𝛾

𝑐
 

sin(۲۷
∘
۴ ∘′)

۳۲ ∕ ۴
=

sin(۱ ∘∘∘ ۱ ∘′)

𝑐
 

𝑐 =
(۳۲ ∕ ۴) sin(۱ ∘∘∘ ۱ ∘′)

sin(۲۷
∘
۴ ∘′)

≈ ۶۷ ∕ ۷ 

 

   رودخانه  کی مخالف  یها که  در ساحل 𝐵   و   𝐴  دو نقطه  نیخواهد فاصله ب  یمهندس م کی – ۶

۲۴  به طول  𝐴𝐶   پاره خط  کی  کند. دایقرار دارند ، پ کند   یطرف رود خانه رسم م کیدر  اردی  ∘

۶۳   بیبه ترت 𝐴𝐶𝐵  و     𝐵𝐴𝐶   ها هیکه اندازه زاو یبطور
∘
 ۲ ۵۴   و  ′∘

∘
 ۱  . ریز ریتصو  باشند. ′∘

  . دیبدست آور بیرا بطور تقر  𝐵 و   𝐴   نیفاصله ب

 
 پاسخ 

  . میکن  یم ینام گذار نیرا چنها  هیزاو

∠𝐴𝐵𝐶 = 𝛽   ،  ∠𝐵𝐴𝐶 = 𝑎  ،  ∠𝐵𝐶𝐴 = 𝛾 

  . میکن  یم ینام گذار نیاضلاع را هم چن

𝐴𝐵 = 𝑐   ،  𝐴𝐶 = 𝑏   ,   𝐵𝐶 = 𝑎 
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sin 𝛽 

𝑏
=

sin 𝛾

𝑐
 

𝑐 =
𝑏 sin 𝛾

sin 𝛽
=

(۲۴ ∘) sin(۵۴ ∕ ۱۷
∘
)

sin(۶۲. ۵
∘
)

=  یارد   ۲۱۹

 

۱    قایدق کند.  دایدرخت را پ کیخواهد ارتفاع   یهوشمند م یآقا – ۷   یدور م درخت هیاز پا  فوت  ∘∘

۳۳  درخت  یالاتا ب نیاز سطح زم هیزاو  کند.  یشود و به بالا نگاه م
∘
رشد  میدرخت مستق نیا  است. 

۸۳   هیزاو نیبلکه نسبت به سطح زم نکرده ،
∘
   .دیکن دایارتفاع درخت را پ  کرده است. جادیا  

 پاسخ 

   .میکن  یرا بر اساس اطلاعات داده شده رسم م ریز ریتصو

 
  . میکن  یم ینام گذار نیبدست آمده را چن یایزوا

∠𝑋 = ۳۳
∘
    , ∠ 𝑌 = ۸۳

∘
  ،  ∠ 𝑍 = ۱۸ ∘∘− (۳۳

∘
+ ۸۳

∘
) = ۶۴

∘
  

   با حرف کوچک. . مینام  یم  𝑥  ارتفاع درخت را هم 

۱ ∘∘

sin 𝑍
=

𝑥

sin 𝑋
 

۱ ∘∘

sin(۶۴
∘
)

=
𝑥

sin(۳۳
∘
)
 

𝑥 =
(۱ ∘∘) sin(۳۳

∘
)

sin(۶۴
∘
)

≈ ۶ ∘∕   فوت  ۶
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 The Law of Cosinesها  ینوسکسقانون - ۲.۳

 میتوان  ی، نم میمثلث را داشته باش کیسه ضلع  ایو  𝐼𝑛𝑐𝑙𝑢𝑑𝑒𝑑 𝐴𝑛𝑔𝑙𝑒   آنها  ینب یهاگر دو ضلع و زاو

 ریز قانون میتوان  یاما م  .میمثلث را بدست آور یقسمت ها هیو بق میبکار بر مایمستق را ها نوسیس قانون

   .میرا بکار بر

 

  The Law of Cosinesها  نوسیقانون کس

 شده باشد ، پس  یمثلث باشد که طبق معمول متداول نام  گذار کی 𝐴𝐵𝐶   اگر 

𝑎۲ = 𝑏۲ + 𝑐۲ − ۲𝑏𝑐 cos 𝑎 

𝑏۲ = 𝑎۲ + 𝑐۲ − ۲𝑎𝑐 cos 𝛽 

𝑐۲ = 𝑎۲ + 𝑏۲ −  ۲𝑎𝑏 cos 𝛾 

 

 اثبات 

محور  یرا در محل متعارف رو  𝛼   هی، زاو میداشته باش 𝐴𝐵𝐶  اگر مثلث   .میکن  یفرمول اول را ثابت م

 .دیکن  یملاحظه م 𝐴   ریهمان طور که در تصو  .میده  یمختصات قرار م یها

 
که   یخط  است. صادق حاد هم هیمنفرجه است ، بحث ما در مورد زاو 𝛼   هیزاو ریتصو نیچه در ا گر  

,𝐾(𝑘  نقطه  را در 𝑥   رسم شده و محور 𝑦  محور  موازات به 𝐶    از  .دیریبگ در نظر کند ،  یقطع م (0

,𝑑(𝐶   میاگر فرض کن  𝑘) = ℎ  ، پس مختصات  باشد   𝐶 شود   یم   . (𝑘, ℎ) لذا  

cos 𝛼 =
𝑘

𝑏
sin    و    𝛼 =

ℎ

𝑏
 

  جهیو در نت

𝑘 = 𝑏 cos 𝛼     و    ℎ = 𝑏 sin 𝛼 

,𝑐)  ، شود   یم 𝐵  است ، پس مختصات  𝑐  طول  یدارا 𝐴𝐵  ط چون پاره خ با استفاده از فرمول  (0

  . میمسافت دار

𝑎۲ = [𝑑(𝐵, 𝐶)]۲ = (𝑘 − 𝑐)۲ + (ℎ − 0)۲ 

     𝑘 و  ℎ  لهیبوس بیرا به ترت    𝑏 cos 𝑎  و  ℎ sin 𝑎 پس  م،یکن  یم نیجانش 

𝑎۲ = (𝑏 cos 𝑎 − 𝑐)۲ + (𝑏 sin 𝑎)۲ 

= 𝑏۲  cos۲ 𝑎 − ۲𝑏𝑐 cos 𝑎 + 𝑐۲ + 𝑏۲  sin۲ 𝑎 

= 𝑏۲ (cos۲ 𝑎 + sin۲ 𝑎) + 𝑐۲ − ۲𝑏𝑐 cos 𝑎 

= 𝑏۲ + 𝑐۲ − ۲𝑏𝑐 cos 𝑎 
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 یها هیزاو بیدوم و سوم ، به ترت یاثبات فرمول ها یبرا . میها را ثابت کرد نوسیفرمول قانون کس نیاول

  𝛽    و   𝛾  دی، مطابق مراحل بالا عمل کن دیمختصات قرار ده یمحور ها یمحل متعارف رورا در.   

 

𝛼  اگر   𝐴   ریدر تصو  که دیتوجه داشته باش = cos  باشد ، پس   ۹°° 𝑎 = ها  نوسیاست و قانون کس 0

𝑎۲  .شود به   یم لیتبد = 𝑏۲ + 𝑐۲  یها م نوسیحالت مخصوص قانون کس کی ثاغورثیف هیلذا قض  

   باشد.

   .دیاوریرا بخاطر ب ریجمله ز دیتوان  یها ، م نوسیحفظ کردن قانون کس یبجا

 

  Alternative Form of The Law of Cosinesها  نوسیقانون کس نیگزیشکل جا

ضرب دو دو برابر حاصل  یمنها گریاست با مجموع مربع دو ضلع د یمثلث مساو کیمربع هر ضلع 

 .آنها  نیب هیزاو نوسیو کس گریضلع د

 

𝑎  ،  میداشته باش  𝐴𝐵𝐶  اگر در مثلث  – ۱مثال  = ۵  , 𝑐 = ۸  ،    𝛽 = ۷۷
°
 ۱ اجزا مثلث را  هیبق ′∘

  𝐵   ریتصو  .دیکن دایپ بیبطور تقر

  
 پاسخ 

𝑏۲ = ۵
۲

+ ۸
۲

− ۲(۵)(۸) cos ۷۷
°
۱ °′ 

≈ ۲۵ + ۶۴ − (۸ °)(∘∕ ۲۲۲۱) ≈ ۷۱ ∕ ۲ 

𝑏 ≈ √۷۱ ∕ ۲ ≈ ۸ ∕ ۴۴ ≈ ۸ ∕ ۴ 

   .میبر  یها را بکار م نوسیحالا قانون س

sin 𝛼 =
𝑎 sin 𝛽

𝑏
≈

(۵) sin ۷۷
°
 ۱ ∘′

۸ ∕ ۴۴
≈

(۵)(∘∕ ۹۷۵ ∘)

۸ ∕ ۴۴
≈∘∕ ۵۷۷۶ 

𝛼  .  میحساب دار  نیبا استفاده از ماش = ۳۵
∘
۲ ∘′   

𝛾 ≈ ۱۸ ∘∘− (۷۷
∘
۱ ∘′+ ۳۵

∘
۲ ∘′) = ۶۷

∘
۳ ∘′ 

 

دوم  هیکردن زاو دایپ  یها را برا نوسی، قانون س میکرد دایکه ضلع سوم را پ نیبعد از ا  ۱   ل در مثا

 هیزاو است بهتر ، میکه در بالاعمل کرد طور همان ، میکن  یم  یمراحل را ط نیکه ا یهنگام  .میبکار برد

ها را  نوسیکس البته قانون  .بود خواهد حاد شهیهم هیزاو نیا رایز  .میکن دایضلع را پ نیتر کوچک مقابل

   برد. ها ، بکار هیزاو هیبق کردن دایپ یبرا توان یم
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 با اضلاع   𝐴𝐵𝐶  مثلث  یبرا– ۲مثال 

𝑎 = ۹ ∘   ،  𝑏 = ۷ ∘   ،  𝑐 = ۴ ∘  

   .دیکن دایرا پ 𝑎 ،  ،    𝛽 ،  𝛾   یها هیاندازه زاو

 پاسخ 

  منفرجه باشد.  هیممکن است آن زاو رایز  .میکن  یم دایضلع را پ نیبرزگ  تر یروبرو هیابتدا زاو

cos 𝑎 =
𝑏۲ + 𝑐۲ − 𝑎۲

۲𝑏𝑐
=

۴۹ ∘∘ +۱۶ ∘∘ −۸۱ ∘∘

۵۶ ∘∘
≈ − ∘∕ ۲۸۵۷ 

𝑎   حساب ،  نیبا استفاده از ماش = arccos(− ∘∕ ۲۸۵۷) ≈ ۱ ∘ ۶ ∕ ۶ ∘ 

𝑎    هیزاو مایحساب شما مستق نیاست  ماش ممکن =  ۱ ∘ ۶
∘
۴ را به  هیاواندازه ز ایو  را به شمابدهد   ′∘

   .دیکن لیتبد قهیرا به دق یقسمت اعشار دیشود و با  یبه شما داده م یصورت اعشار

cos  𝛽 =
𝑎۲ + 𝑐۲ − 𝑏۲

۲𝑎𝑐
=

۸۱ ∘∘ +۱۶ ∘∘ −۴۹ ∘∘

۷۲ ∘∘
≈∘∕ ۶۶۶۷ 

𝛽   پس  = arccos(∘∕ ۶۶۶۷) ≈ ۴۸
∘
۱ ∘′  

𝛾 = ۱۸ ∘∘− (۱ ∘ ۶
∘
۴ ∘′+ ۴۸

∘
۱ ∘′) = ۲۵

∘
۱ ∘′ 

  

۳  الضلاع به ابعاد  یمتواز کی – ۳ مثال ∘ 𝑐𝑚  ۷  و ∘ 𝑐𝑚   ۶۵  ها  هیاز زاو  یکیو اندازه
∘
  .میدار 

   .دینک دیهر کدام از قطر ها را پ یبیاندازه تقر

   
 پاسخ 

روبرو با  یها هیچون زاو  .دیکن  یملاحظه م 𝐶   ریدر تصو 𝐵𝐷  و   𝐴𝐶   یالضلاع و قطر ها یمتواز

 هستند ، پس  یهم مساو

∠𝐵𝐴𝐷 = ۱۸ ∘∘− ۶۵
∘

= ۱۱۵
∘
 

   .میدار  𝐴𝐵𝐶  مثلث  یبرا ها نوسیبا استفاده از قانون کس

(𝐴𝐶)۲ = (۳ ∘)
۲

+ (۷ ∘)
۲

− ۲(۳ ∘)(۷ ∘) cos ۶۵
∘
 

= ۹ ∘∘ +۴۹ ∘∘ −۴۲ ∘∘ (∘∕ ۴۲۲۶) ≈ ۴ ∘ ۲۵ ∕ ۱ 

𝐴𝐶 ≈ √۴ ∘ ۲۵ ∕ ۱ ≈ ۶۳ ∕ ۴۴ ≈ ۶۳ 

   .میدار 𝐵𝐴𝐷   ، با استفاده از مثلث  قیطر نیبه هم

(𝐵𝐷)۲ = (۳ ∘)
۲

+ (۷ ∘)
۲

− ۲(۳ ∘)(۷ ∘) cos ۱۱۵
∘
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≈ ۹ ∘∘ +۴۹ ∘∘ −۴۲ ∘∘ (− ∘∕ ۴۲۲۶) ≈ ۷۵۷۴ ∕ ۹ 

𝐵𝐷 ≈ √۷۵۷۴ ∕ ۹ ≈ ۸۷ 

 

۴ به ارتفاع  رکیت کی – ۴مثال  ۱۷   هیتپه که با افق زاو کی یرو یفوت بطور عمود  ∘
∘
  یم جادیا  

 رکیت یفاصله انتها اگر  . میتپه نصب کن نییاتا پ رکیت یکابل از بالا کی میخواه  یم کند ، قرار دارد. 

 اقل چه مقدار کابل لازم است؟  فوت باشد ، حد  ۷۲  تپه  نییتا پا

 پاسخ 

 
 ریبا توجه به تصو . میکن دایرا پ  𝐴𝐶  میخواه  یم  کند.  یم ریاطلاعات داده شده را تصو 𝐷   یرتصو

 که  دیکن  یملاحظه م

∠𝐴𝐵𝐷 = ۹ ∘∘− ۱۷
∘

= ۷۳
∘
𝐴𝐵𝐶  ∠    و     = ۱۸ ∘∘− ۷۳

∘
= ۱ ∘ ۷

∘
 

   .میدار 𝐴𝐵𝐶  مثلث  یها برا نوسیبا استفاده از قانون کس

(𝐴𝐶)۲ = (۷۲)
۲

+ (۴ ∘)
۲

− ۲(۷۲)(۴ ∘) cos ۱ ∘ ۷
∘
 

≈ ۵۱۸۴ + ۱۶ ∘∘ −۵۷۶ ∘ (− ∘∕ ۲۹۲۴) ≈ ۸۴۶۸ 

𝐴𝐶 ≈ √۸۴۶۸ ≈  فوت  ۹۲

 

   مثلث استخراج کرد. کیمساحت  یبرا  یتوان بکار برد و فرمول جالب  یها را م نوسیقانون کس

   .میکن  یرا اثبات م یمقدمات جهینت کیابتدا 

   𝐴   ریمانند تصو  .میده  یمکان متعارف قرار م را در  𝛼    هی، زاو میداشته باش 𝐴𝐵𝐶       اگر مثلث

 از است عبارت  𝐶    از راس  ℎ  ، ارتفاع  میها نشان داد نوسیکس قانون در اثبات  همانطور که

 .  ℎ = 𝑏 sin 𝛼 از  است مثلث عبارت مساحت میدان  یم چون , 𝒜 =
۱

۲
𝑐ℎ  پس 

𝒜 =
۱

۲
𝑏𝑐 sin 𝛼 

  𝛽   دادن  با قرار  داده شود. در مکان متعارف قرار دیکه با ستیمخصوص ن هیزاو کیدر مورد  بحث ما

𝒜   یفرمول ها بیبه ترت هم 𝛾  و  =
۱

۲
𝑎𝑐 sin 𝛽    و  𝒜 =

۱

۲
𝑎𝑏 sin 𝛾   دیآ  یبدست م.   
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  Area of a Triangleمثلث  کیمساحت 

   آنها. نیب هیزاو نوسیاست با نصف حاصل ضرب طول دو ضلع و س یمثلث مساو کیمساحت 

 

𝑎    .میدار 𝐴𝐵𝐶   در مثلث  – ۵مثال   = ۲ ۲⁄ ∘ 𝑐𝑚    و   𝑏 = ۱ ∕ ۳ ∘   𝑐𝑚     و 

    𝛾 =  ۴۳
∘
۱ ∘′     

  . دیکن دایمثلث را پ یبیمساحت تقر

 پاسخ 

𝒜 =
۱

۲
𝑎𝑏 sin 𝛾   

𝒜 =
۱

۲
(۲ ∕ ۲)(۱ ∕ ۳) sin ۴۳

∘
۱ ∘′ 

≈ (۱ ۴۳⁄ )(∘∕ ۶۸۴۱) ≈∘∕    سانتی متر مربع   ۸ ۹
  

  Heron’s Formulaفرمول هرون 

,  𝑎   به اضلاع  𝐴𝐵𝐶   مساحت مثلث  𝑏  , 𝑐  است. ریمطابق ز   

𝒜 = √𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐) 

𝑠   در فرمول بالا  =
۱

۲
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) .است   

 

۱۶   ،  یارد  ۱۲۵   به ابعاد   ینیکشاورز زم یک – ۶مثال  ∘  یبیمساحت تقر  دارد.   یارد ۲۲۵   ،   یارد

   .دیکن دایرا پ نیزم

 پاسخ 

  میکن  یفرض م

𝑎 = ۱۲۵   , 𝑏 = ۱۶ ∘    ،  𝑐 = ۲۲۵ 

 باشد ، پس 

𝑠 =
۱

۲
(۱۲۵ + ۱۶ ∘ +۲۲۵) =

۱

۲
(۵۱ ∘) = ۲۵۵ 

𝑠 − 𝑎 = ۲۵۵ − ۱۲۵ = ۱۳ ∘ 

𝑠 − 𝑏 = ۲۵۵ − ۱۶ ∘= ۹۵ 

𝑠 − 𝑐 = ۲۵۵ − ۲۲۵ = ۳ ∘ 

𝒜 = √(۲۵۵)(۱۳ ∘)(۹۵)(۳ ∘) ≈ ۹۷۲ ∘  یارد مربع    
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  ۲.۳ یناتتمر

 .یدکن یدامثلث را پ یقسمت ها یهبق یبیمقدار تقر یرز یناتدر تمر

۱)    𝛼 = ۶ ∘∘   ،     𝑏 = ۲ ∘   ،   𝑐 = ۳ ∘ 

۲)     𝛾 = ۱۱۵
∘
۱ ∘′   ،   𝑎 = ۱ ۱⁄ ∘      ،    𝑏 = ۲ ∕ ۱ ∘ 

۳)     𝑎 = ۲  ،   𝑏 = ۳   ،  𝑐 = ۴ 

۴)     𝑎 = ۲۵  ،   𝑏 = ۸ ∘   ،  𝑐 = ۶ ∘ 

۱۵     ،    فوت ۱۷۵    مثلث عبارت است از  یکطول دو ضلع  – ۵ ∘ آنها  نیب هیو زاو   فوت 

 , ۷۳
∘
۴    .دیکن دایپ ضلع سوم را ′∘

 

در ساعت در  لیما   ۲۴   کند و با سرعت   یترک مبعد از ظهر  یکدر ساعت  بندر را  یکشت یک – ۶

۳۵   جهت 
∘
۱ ساعت  در گرید  یکشت کی  کند.  یحرکت م  یجنوب شرق  ۵⁄ نقطه  ظهر ازهمان از بعد  

۲   در ساعت در جهت  لیما ۱۸    باسرعت دو  نیا بیتقر بطور  کند.  یبندر را ترک م یجنوب غرب  ∘∘

   هم فاصله دارند. با یمسافت چه ظهر ، از بعد ساعت سه در  یکشت

 

  . دی، بدست آور بیرا بطور تقر 𝐴𝐵𝐶  مساحت مثلث  ریز ناتیدر تمر

۷)     𝛼 = ۶ ∘∘    ،  𝑏 = ۲ ∘    ،  𝑐 = ۳ ∘ 

۸)     𝛽 = ۱۵ ∘∘    ،   𝑎 = ۱۵ ∘    ،   𝑐 = ۳ ∘∘ 
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 ۲.۳ ناتیپاسخ تمر

 .یدکن یدامثلث را پ یقسمت ها یهبق یبیمقدار تقر یرز اتیندر تمر

𝛼     𝛽     𝛾     

۱)    𝛼 = ۶ ∘∘   ،     𝑏 = ۲ ∘   ،   𝑐 = ۳ ∘ 

 پاسخ 

𝑎۲ = 𝑏۲ + 𝑐۲ − ۲𝑏𝑐 cos 𝛼  

𝑎۲ = (۲ ∘)
∘

+ (۳ ∘)
۲

− ۲(۲ ∘)(۳ ∘) cos ۶ ∘∘ 

= ۴ ∘∘ +۹ ∘∘ −(۱۲ ∘∘)
۱

۲
= ۷ ∘∘ 

𝑎 = √۷ ∘∘≈ ۲۶ 

 

𝑏۲ = 𝑎۲ + 𝑐۲ − ۲𝑎𝑐 cos 𝛽 

۲𝑎𝑐 cos 𝛽 = 𝑎۲ + 𝑐۲ − 𝑏۲ 

cos 𝛽 =
۶۷۶ + ۹ ∘∘ −۴ ∘∘

۲(۲۶)(۳ ∘)
≈∘∕ ۷۵ 

𝛽 = arccos(∘∕ ۷۵) ≈ ۴۱
∘
 

 

𝑐۲ = 𝑎۲ + 𝑏۲ − ۲𝑎𝑏 cos 𝛾 

cos 𝛾 =
𝑎۲ + 𝑏۲ − 𝑐۲

۲𝑎𝑏
=

۶۷۶ + ۴ ∘∘ −۹ ∘∘

۲(۲۶)(۲ ∘)
≈∘∕ ۱۷ 

𝛾 = arccos(∘∕ ۱۷) ≈ ۸ ∘ 

   

 

 

۲)     𝛾 = ۱۱۵
∘
۱ ∘′   ،   𝑎 = ۱ ۱⁄ ∘      ،    𝑏 = ۲ ∕ ۱ ∘ 

 پاسخ 

۱۱۵
∘
۱ ∘′= ۱۱۵ ∕ ۱۶

∘
 

𝑐۲ = 𝑎۲ + 𝑏۲ − ۲𝑎𝑏 cos 𝛾 

𝑐۲ = (۱ ∕ ۱ ∘)
۲

+ (۲ ∕ ۱ ∘)
۲

− ۲(۱ ۱⁄ ∘)(۲ ۱⁄ ∘) cos ۱۱۵ ∕ ۱۶
∘
 

= ۱ ۲۱⁄ + ۴ ۴۱⁄ − ۴ ∕ ۶۲ cos ۱۱۵ ∕ ۱۶ ≈ ۷ ∕ ۵۸ 

𝑐 ≈ √۷ ۵۸⁄  ≈ ۲ ∕ ۷۵ 
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𝑎۲ = 𝑏۲ + 𝑐۲ − ۲𝑏𝑐 cos 𝛼  

cos 𝛼 =
𝑏۲ + 𝑐۲ − 𝑎۲

۲𝑏𝑐
=

(۲ ∕ ۱ ∘)
۲

+ (۲ ∕ ۷۵)
۲

− (۱ ∕ ۱ ∘)
۲

۲(۲ ∕ ۱ ∘)(۲ ∕ ۷۵)
 

=
۴ ۴۱⁄ + ۷ ۵۶⁄ − ۱ ∕ ۲۱

۲(۲ ∕ ۱ ∘)(۲ ∕ ۷۵)
≈∘∕ ۹۳ 

𝛼 = arccos(∘∕ ۹۳) ≈ ۲۱ ∕ ۵۷
∘

≈ ۲۱
∘
۱ ∘′ 

 

𝑏۲ = 𝑎۲ + 𝑐۲ − ۲𝑎𝑐 cos 𝛽 

cos 𝛽 =
𝑎۲ + 𝑐۲ − 𝑏۲

۲𝑎𝑐
=

(۱ ∕ ۱ ∘)
۲

+ (۲ ∕ ۷۵)
۲

− (۲ ∕ ۱ ∘)
۲

۲(۱ ∕ ۱ ∘)(۲ ∕ ۷۵)
 

=
۱ ۲۱⁄ + ۷ ۵۶⁄ − ۴ ∕ ۴۱

۲(۱ ∕ ۱ ∘)(۲ ∕ ۷۵)
≈∘∕ ۷۲ 

𝛽 ≈ arccos(∘∕ ۷۲) ≈ ۴۳ ∕ ۹۴
∘

≈ ۴۳
∘
۴ ∘′ 

 

۳)     𝑎 = ۲  ،   𝑏 = ۳   ،  𝑐 = ۴ 

 پاسخ 

𝑎۲ = 𝑏۲ + 𝑐۲ − ۲𝑏𝑐 cos 𝛼  

cos 𝛼 =
𝑏۲ + 𝑐۲ − 𝑎۲

۲𝑏𝑐
=

۳
۲

+ ۴
۲

− ۲
۲

۲(۳)(۴)
=

۹ + ۱۶ − ۴

۲۴
 

۲۱

۲۴
≈∘∕ ۸۷ 

𝛼 ≈ arccos(∘∕ ۸۷) ≈ ۲۹
∘
 

 

𝑏۲ = 𝑎۲ + 𝑐۲ − ۲𝑎𝑐 cos 𝛽 

cos 𝛽 =
𝑎۲ + 𝑐۲ − 𝑏۲

۲𝑎𝑐
=

۴ + ۱۶ − ۹

۲(۲)(۴)
=

۱۱

۱۶
≈∘∕ ۶۸ 

𝛽 ≈ arccos(∘∕ ۶۸) ≈ ۴۷
∘
 

 

 

𝛾 = ۱۸ ∘∘− (۲۹
∘

+ ۴۷
∘
) = ۱ ∘ ۴

∘
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۴)     𝑎 = ۲۵  ،   𝑏 = ۸ ∘   ،  𝑐 = ۶ ∘ 

 پاسخ 

𝑎۲ = 𝑏۲ + 𝑐۲ − ۲𝑏𝑐 cos 𝛼  

cos 𝛼 =
𝑏۲ + 𝑐۲ − 𝑎۲

۲𝑏𝑐
=

۸ ∘۲+ ۶ ∘۲− ۲۵
۲

۲(۸ ∘)(۶ ∘)
 

=
۶۴ ∘∘ +۳۶ ∘∘ −۶۲۵

۹۶ ∘∘
=

۹۳۷۵

۹۶ ∘∘
≈∘∕ ۹۸ 

𝛼 ≈ arccos(∘∕ ۹۸) ≈ ۱۱ ۴۸⁄
∘

= ۱۱
∘
۶۲

′
 

 

𝑏۲ = 𝑎۲ + 𝑐۲ − ۲𝑎𝑐 cos 𝛽 
 

cos 𝛽 =
𝑎۲ + 𝑐۲ − 𝑏۲

۲𝑎𝑐
=

۲۵
۲

+ ۶ ∘۲− ۸ ∘۲

۲(۲۵)(۶ ∘)
=

۶۲۵ + ۳۶ ∘∘ −۶۴ ∘∘

۳ ∘∘∘
 

=
−۲۱۷۵

۳ ∘∘∘
≈ − ∘∕ ۷۳ 

𝛽 = arccos(− ∘∕ ۷۳) ≈ ۱۳۶ ∕ ۸۹
∘

≈ ۱۳۶
∘
۵۳

′
 

 

𝛾 ≈ ۱۸ ∘∘− (۱۱
∘
۶۲

′
+ ۱۳۶

∘
۵۳

′
) = ۳۱

∘
۸۵

′
 

 

۱۵     ،    فوت ۱۷۵    مثلث عبارت است از  یکطول دو ضلع  – ۵ ∘ آنها  نیب هیو زاو   فوت 

 , ۷۳
∘
۴  .دیکن دایپ ضلع سوم را ′∘

    پاسخ

  میکن  یفرض م

𝑎 = ۱۵ ∘ 𝑏   ،  فوت   = 𝛾   ،  فوت  ۱۷۵ = ۷۳
∘
۴ ∘′  

   .میدار باشد ، پس

𝑐۲ = 𝑎۲ + 𝑏۲ − ۲𝑎𝑏 cos 𝛾 = ۱۵ ∘۲+ ۱۷۵
۲

− ۲(۱۵ ∘)(۱۷۵) cos(۷۳ ∕ ۶۶
∘
) 

≈ ۳۸۳۵۴ 

𝑐 = √۳۸۳۵۴ ≈  فوت   ۱۹۶
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در ساعت در  لیما   ۲۴   کند و با سرعت   یبعد از ظهر ترک م یکبندر را در ساعت   یکشت یک – ۶

۳۵   جهت 
∘
۱ ساعت  در گرید  یکشت کی  کند.  یحرکت م  یجنوب شرق  ۵⁄ نقطه  ظهر ازهمان از بعد  

۲   در ساعت در جهت  لیما ۱۸    باسرعت دو  نیا بیتقر بطور  کند.  یبندر را ترک م یربجنوب غ  ∘∘

   هم فاصله دارند. با یمسافت چه ظهر ، از بعد ساعت سه در  یکشت

.۱   به بخش  مایو هوا پ یجهت کشت نییتع یبرا : یآور ادی  - پاسخ  ۱   .دیمراجعه کن ∘

.۱   بر اساس آنچه در بخش  ۱    .میکن  یمرا رسم  ریز ریتصو گفته شد و اطلاعات مساله ، ∘

 
 کند   یم  یاول در مدت دو ساعت ط یکشت که یمسافت

 𝑎 = ۲ ∗ ۲۴ =  مایل   ۴۸

۱ دوم در مدت  یکه کشت یمسافت   ۵⁄  کند   یم یط 

𝑏 = (۱ ∕ ۵) ∗ ۱۸ =  مایل  ۲۷

 دوم.  یکشت یبه معن  𝑆ℎ𝑖𝑝 ۲  اول ،  یکشت یبه معن  𝑆ℎ𝑖𝑝 ۱  بندر ،   یمعن  به  𝑃𝑜𝑟𝑡  بالا  ریدر تصو

   𝑆۳۵
∘
𝐸  ۳۵   یعنی

∘
𝑆۲   ،   یجنوب شرق   ∘∘ 𝑊 ۲    یعنی    .یجنوب غرب  ∘∘

  داشت.  میبالا خواه ری، با توجه به تصو میفرض کن 𝑐   را  یدو کشت نیا اگر فاصله  

 𝛾 =  ۲ ∘∘+ ۳۵
∘

= ۵۵
∘
    

𝑐۲ = 𝑎۲ + 𝑏۲ − ۲𝑎𝑏 cos(۵۵
∘
) = ۴۸

۲
+ ۲۷

۲
− ۲(۴۸)(۲۷) cos(۵۵

∘
) 

= ۲۳ ∘ ۴ + ۷۲۹ − ۲۵۹۲(cos ۵۵
∘
) 

≈ ۱۵۴۶ 

𝑐 ≈ √۱۵۴۶ ≈  مایل    ۳۹

 

  . دی، بدست آور بیرا بطور تقر 𝐴𝐵𝐶  مساحت مثلث  ریز ناتیدر تمر

۷)     𝛼 = ۶ ∘∘    ،  𝑏 = ۲ ∘    ،  𝑐 = ۳ ∘ 

 پاسخ 

𝒜 = (
۱

۲
) (۲ ∘)(۳ ∘) sin(۶ ∘∘) ≈ ۲۶ ∘ 
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۸)     𝛽 = ۱۵ ∘∘    ،   𝑎 = ۱۵ ∘    ،   𝑐 = ۳ ∘∘ 

 پاسخ 

𝒜 = (
۱

۲
) (۱۵ ∘)(۳ ∘∘) sin(۱۵ ∘∘) ≈ ۱۱۲۵ 
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  The Law of Tangentsقانون تانژانت ها  - ۳.۳

ها بدست  ینوسقائمه بکار برد ، از قانون س یرغ یحل مسائل مثلث ها یتوان برا  یکه م یگریفرمول د

   .یمکن  یشروع م یربا فرمول ز  .یدآ  یم

𝑎

𝑏
=

nis 𝛼

sin 𝛽
 

را از  کیو اگر عدد  میآور  یم بدست (𝑖)  ، فرمول  میرا به دو طرف معادله بالا اضافه کن کیاگر عدد 

   .میآور  یبدست م (𝑖𝑖)   ، فرمول  میهر دو طرف معادله بالا کم کن

(𝑖)     
𝑎

𝑏
+ ۱ =

sin 𝛼

sin 𝛽
+ ۱ 

(𝑖𝑖)     
𝑎

𝑏
− ۱ =

sin 𝛼

sin 𝛽
− ۱ 

  . میکن یسیباز نو ریآنها را مطابق ز میتوان  یحالا م

(𝑖)     
𝑎 + 𝑏

𝑏
=

sin 𝛼 + sin 𝛽

sin 𝛽
 

(𝑖𝑖)     
𝑎 − 𝑏

𝑏
=

sin 𝛼 − sin 𝛽

sin 𝛽
 

   .می، پس از ساده کردن ، دأر میکن میتقس  (𝑖) مربوطه  یبر سمت ها (𝑖𝑖)  اگر سمت چپ و سمت راست 
𝑎 − 𝑏

𝑎 + 𝑏
=

sin 𝛼 − sin 𝛽

sin 𝛼 + sin 𝛽
 

.۲  ه حاصل ضرب بخش جمع ب لیتبد یاستفاده از فرمول هابا      .میدار  ۵

𝑎 − 𝑏

𝑎 + 𝑏
=

۲ cos
۱

۲
(𝑎 + 𝛽) sin

۱

۲
(𝑎 − 𝛽)

۲ sin
۱

۲
(𝑎 + 𝛽) cos

۱

۲
(𝑎 − 𝛽)

 

 توان نوشت   یم

𝑎 − 𝑏

𝑎 + 𝑏
= cot

۱

۲
(𝑎 + 𝛽) tan

۱

۲
(𝑎 − 𝛽) 

cot و چون  𝜃 =
۱

tan 𝜃
    .میپس دار  

 

 

 قانون تانژانت ها 

𝑎 − 𝑏

𝑎 + 𝑏
=

tan
۱

۲
(𝑎 − 𝛽)

tan
۱

۲
(𝑎 + 𝛽)

 

 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



صرافانوشـیروان  هاقانون تانژانت    اصول مثلثات ۳.۳    

242 
 

 دو هر شامل که  میکن دایپ یمشابه یفرمول ها میتوان  یها ، م نوسیقانون س گرید یاستفاده از فرمول ها با

   باشد. از مثلث و اضلاع مقابل آنها. یا هیزاو

 

  General form of the Law of Tangents قانون تانژانت ها   یشکل کل

است با نسبت تانژانت نصف تفاضل  یمثلث به مجموع آنها مساو کینسبت  تفاضل هر کدام از دو ضلع 

   گرفته شوند.  بیترت کیبه  دیتفاضل ها با  آنها.  مجموعامقابل آن دو ضلع به نصف  یها هیزاو

  

۱۸  مثلث  کی یها هیمجموع زاوچون  ، پس نصف  میرا بدان   𝜃    مثلا  هیزاو کیاست ، اگر   ∘∘

   گرید هیمجموع دو زاو
۱

۲
(۱۸ ∘∘− 𝜃) .کردن  دایپ یتوان برا  ی، قانون تانژانت ها را م جهیدر نت  است

   .میبدان را آنها نیب هیو زاو ضلع دو اگر بکار برد ، مثلث کیاجزائ  هیبق

 

 مثال 

   .میاگر داشته باش , دیکن دایاجزائ آنرا پ هیبق  مفروض است. 𝐴𝐵𝐶   مثلث 

    𝛼 = ۷ ∘∘ ۲ ∘′   ،   𝑏 = ۵۸ ۳⁄ ،   𝑐 = ۲۱ ∕ ۶ 

 پاسخ 

 با استفاده از قانون تانژانت ها 

𝑏 − 𝑐

𝑏 + 𝑐
=

nas
۱

۲
(𝛽 − 𝛾)

tan
۱

۲
(𝛽 + 𝛾)

 

𝛼   چون  + 𝛽 + 𝛾 = ۱۸  است ، پس   ∘∘

𝛽 + 𝛾 = ۱۸ ∘∘− 𝛼 = ۱۸ ∘∘− ۷۲
∘
۲ ∘′= ۱ ∘ ۷

∘
۴ ∘′ 

 پس 

۱

۲
(𝛽 + 𝛾) = ۵۳

∘
۵ ∘′ 

𝑏  چون  + 𝑐 = ۷۹ ۹⁄ 𝑏   ، واست ،    − 𝑐 = ۳۶   سپ⁄۷

۳۶ ∕ ۷

۷۹ ∕ ۹
=

tan
۱

۲
(𝛽 − 𝛾)

tan ۵۳
∘
۵ ∘′

 

tan
۱

۲
(𝛽 − 𝛾) =

(۳۶ ∕ ۷) tan ۵۳
∘
۵

′

۷۹ ∕ ۹
 

≈
(۳۶ ∕ ۷)(۱ ∕ ۳۶۸ ∘)

۷۹ ∕ ۹
≈∘∕ ۶۲۸۴ 

۱

۲
(𝛽 − 𝛾) = arctan(∘∕ ۶۲۸۴) ≈ ۳۲ ∕ ۱۵

∘
≈ ۳۲

∘
۱ ∘′ 
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۱

۲
(𝛽 − 𝛾) = ۳۲

∘
۱ ∘′ 

 اما 

۱

۲
(𝛽 + 𝛾) = ۵۳

∘
۵ ∘′ 

𝛽  ،  میبالا را با هم جمع کن یدو عبارت ها نیاگر طرف است.  = ۸۶
∘
دو  نیو اگر طرف دیآ  یبدست م 

𝛾  ،  میبالا را از هم کم کن یعبارت ها = ۲۱
∘
۴    .دیآ  یبدست م  ′∘

   .میدار  𝑎  کردن  دایپ یها برا نوسیبا استفاده از قانون س تینها در   و

𝑎 =
𝑏 sin 𝑎

sin 𝛽
=

(۵۸ ∕ ۳) sin ۷۲
∘
۲ ∘′

sin ۸۶
∘  

≈
(۵۸ ∕ ۳)(∘∕ ۹۵۲۸)

∘∕ ۹۹۷۶
≈ ۵۵ ∕ ۷ 

 

  خلاصه کرد.  ریز  یحالت ها چهارتوان در   یقانون تانژانت ها را م

(۱)    
𝑎 − 𝑏

𝑎 + 𝑏
=

tan
۱

۲
(𝛼 − 𝛽)

tan
۱

۲
(𝛼 + 𝛽)

  

(۲)     
𝑏 − 𝑐

𝑏 + 𝑐
=

tan
۱

۲
(𝛽 − 𝛾)

tan
۱

۲
(𝛽 + 𝛾)

 

(۳)     
𝑐 − 𝑎

𝑐 + 𝑎
=

tan
۱

۲
(𝛾 − 𝛼)

tan
۱

۲
(𝛾 + 𝛼)

 

(۴)     
𝑏 − 𝑎

𝑏 + 𝑎
=

tan
۱

۲
(𝛽 − 𝑎)

tan
۱

۲
(𝛽 + 𝑎)
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  ۳.۳ ناتیتمر

  . دیکن دایرا پ  𝐴𝐵𝐶  مثلث  یاجزا هیبا توجه به اطلاعات داده شده ، بق ریز ناتیدر تمر

 

۱)     𝑎 = ۵  ،  𝑏 = ۳  ،  𝛾 = ۹۶
∘
 

𝛽   میباش اگر داشته – ۲ = ۹ ∘∘   ، 𝛾 = ۳ ∘∘  ،    𝑏 =    𝑐   مطلوب است اندازه ضلع   ۵

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



صرافانوشـیروان  هاقانون تانژانت    اصول مثلثات ۳.۳    

245 
 

 ۳.۳ ناتیپاسخ تمر

  . دیکن دایرا پ  𝐴𝐵𝐶  مثلث  یاجزا هیبا توجه به اطلاعات داده شده ، بق ریز ناتیدر تمر

 

۱)     𝑎 = ۵  ،  𝑏 = ۳  ،  𝛾 = ۹۶
∘
 

 پاسخ 

𝑎 + 𝛽 +  𝛾 = ۱۸ ∘∘ 

 پس 

𝑎 + 𝛽 = ۱۸ ∘∘− ۹۶
∘

= ۸۴
∘
 

𝑎 − 𝑏

𝑎 + 𝑏
=

tan
۱

۲
(𝑎 − 𝛽)

tan
۱

۲
(𝑎 + 𝛽)

 

۵ − ۳

۵ + ۳
=

tan
۱

۲
(𝑎 − 𝛽)

tan
۱

۲
(𝑎 + 𝛽)

 

tan
۱

۲
(𝑎 − 𝛽) =

۲

۸
tan ۴۲

∘
=∘∕ ۲۲۵۱ 

۱

۲
(𝑎 − 𝛽) = arctan(∘∕ ۲۲۵۱) = ۱۲ ∕ ۷

∘
 

 پس 

𝑎 − 𝛽 = ۲۵ ∕ ۴
∘
 

   .میداردو معادله  حالا

𝑎 − 𝛽 = ۲۵ ∕ ۴
∘
 

𝑎 + 𝛽 = ۸۴
∘
 

  . میکن  یدو معادله را با هم جمع م نیطرف

۲𝑎 = ۱ ∘ ۹ ∕ ۴
∘
 

𝑎 = ۵۴ ∕ ۷
∘
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𝛽 = ۸۴
∘

− ۵۴ ۷⁄
∘

= ۲۹ ∕ ۳
∘
 

   .میکن  یم دایرا پ ها ، ضلع سوم نوسیبا استفاده از قانون س

𝑐 =
𝑎 sin 𝛾

sin 𝑎
=

۵ sin ۹۶
∘

sin ۵۴ ∕ ۷
∘ = ۶ ∕∘ ۹ 

 

𝛽   میباش اگر داشته – ۲ = ۹ ∘∘   ، 𝛾 = ۳ ∘∘  ،    𝑏 =    𝑐   مطلوب است اندازه ضلع   ۵

 پاسخ 

𝑏 − 𝑐

𝑏 + 𝑐
=

tan
۱

۲
(𝛽 −  𝛾)

tan
۱

۲
(𝛽 +  𝛾)

 

۵ − 𝑐

۵ + 𝑐
=

tan
۱

۲
(۹ ∘∘− ۳ ∘∘)

tan
۱

۲
(۹ ∘∘+ ۳ ∘∘)

 

۵ − 𝑐

۵ + 𝑐
=

tan ۳ ∘∘

tan ۶ ∘∘
 

۵ − 𝑐

۵ + 𝑐
=

۱

√۳

√۳

 

۵ − 𝑐

۵ + 𝑐
=

۱

۳
 

۳(۵ − 𝑐) = ۵ + 

𝑐 = ۲ ∕ ۵ 
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  Elementary Tests یمقدمات یتست ها - ۱.۴

 

 اول  یسر یها تست

 

  یتوابع مثلثات  ییدر مورد دامنه نوسان ، دوره تناوب ، برد و گام جا بجا

𝑦 اگر  – ۱ = cos 𝑥   باشد ، حد اکثر مقدار  𝑦    است؟ کدام 

𝑎)  ۱              𝑏) − ۱          𝑐) 𝜋        𝑑)  ۲ 𝜋       

𝑓(𝑥)   یدور تناوب تابع مثلثات - ۲ = ۲ nis(۵𝑥)   است؟ کدام 

𝑎) 
𝜋

۵
             𝑏)  

۲𝜋

۵
          𝑐)  𝜋۵        𝑑)  𝜋 

𝑓(𝑥)     تابع نوسان دامنه  - ۳ = −۳ cos(𝜋 𝑥)   است؟ کدام 

𝑎)  ۳              𝑏)  − ۳          𝑐)  𝜋         𝑑)  ۲  
 دور تناوب دارد ؟  نیبزرگ تر ریاز توابع ز کیکدام  - ۴

𝑎)  𝑓(𝑥) = ۲ ∘ sin (۲𝑥 −
𝜋

۲
)                   𝑏)  𝑓(𝑥) = − sin(𝜋 𝑥) 

𝑐)  𝑓(𝑥) = ۲ sin(∘∕ ۱𝑥)                             𝑑)  𝑓(𝑥) = − sin(∘∕ ۱𝜋 𝑥) 

𝑓(𝑥)   برد تابع  - ۵ = −۴ cos(۲𝑥 −  کدام است؟  (۳

𝑎)  (0, ۴)        𝑏)  [0, ۴]        𝑐)  (−۴, ۴)       𝑑)  [−۴, ۴] 

𝑓(𝑥)    ییبجا گام جا  - ۶ = ۷ sin (۲𝑥 −
𝜋

۳
 کدام است؟  (

𝑎)  
𝜋

۳
             𝑏)  

𝜋

۶
           𝑐)  −

𝜋

۶
           𝑑)  −

𝜋

۳
 

𝑓(𝑥)   برد تابع  - ۷ = −۶ cos (𝜋 𝑥 −
𝜋

۲
) +  کدام است؟  ۲

𝑎)  [−۶, ۶]         𝑏)  [−۴, ۸]        𝑐)  [0, ۸]       𝑑)  [−۶, 0] 

𝑓(𝑥)   دامنه نوسان تابع  - ۸ = ۴ sin(𝑥) cos(𝑥)  کدام است؟ 

𝑎)  ۴         𝑏)  ۳          𝑐)  ۲          𝑑)  ۱ 

𝑓(𝑥)   دور تناوب تابع  - ۹ =∘∕ ۵ sin(𝑥) cos(𝑥)    کدام است؟ 

𝑎)   ∘∕ ۵       𝑏)  ۲𝜋         𝑐)  
𝜋

۲
           𝑑)  𝜋 

𝑓(𝑥)  دامنه نوسان  - ۱۰ = sin(𝑥) + cos(𝑥)  کدام است؟ 

𝑎)  √۲       𝑏)  
√۲

۲
       𝑐)  ۲ √۲         𝑑)  ۲ 

 اول  یسر یهاتست   یجواب ها

۱ (𝑎)     ۲(𝑏)     ۳ (𝑎)   ۴ (𝑐)      ۵ (𝑑)   ۶ (𝑏)    ۷ (𝑏)    ۸ (𝑐)   ۹(𝑑)    ۱ ∘  (𝑎)     
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 دوم   سری یها تست 

 

 ها در مکان متعارف  یهدر مورد زاو

۳−  یهزاو یک - ۱  آن در کدام ربع صفحه است؟  ییضلع انتها در مکان متعارف قرار دارد.    ∘∘

𝑎)  𝑄𝐼          𝑏)  𝑄𝐼𝐼         𝑐)  𝑄𝐼𝐼𝐼      𝑑) 𝑄𝐼𝑉 

𝑥    یهزاو - ۲ =
۲𝜋

۳
 آن در کدام ربع صفحه است؟  ییضلع انتها در مکان متعارف قرار دارد.  

𝑎)  𝑄𝐼        𝑏)  𝑄𝐼𝐼          𝑐)  𝑄𝐼𝐼𝐼       𝑑)  𝑄𝐼𝑉  

𝑡    یهزاو - ۳ = ۱۳۳  آن در کدام ربع صفحه است؟ ییضلع انتها در مکان متعارف قرار دارد.  ∘∘

𝑎)  𝑄𝐼        𝑏)  𝑄𝐼𝐼         𝑐)  𝑄𝐼𝐼𝐼      𝑑)  𝑄𝐼𝑉 

𝑡   هیزاو - ۴ = −
۷𝜋

۴
 آن در کدام ربع صفحه است؟ ییضلع انتها در مکان متعارف قرار دارد.   

𝑎)  𝑄𝐼        𝑏)  𝑄𝐼𝐼         𝑐)  𝑄𝐼𝐼𝐼      𝑑)  𝑄𝐼𝑉 

𝑎   هیزاو - ۵ = −۱۵۵  آن در کدام ربع صفحه است؟ ییضلع انتها در مکان متعارف قرار دارد.   ∘∘

𝑎)  𝑄𝐼        𝑏)  𝑄𝐼𝐼         𝑐)  𝑄𝐼𝐼𝐼      𝑑)  𝑄𝐼𝑉 

=∝   هیزاو - ۶ −
۵۵𝜋

۳
 آن در کدام ربع صفحه است؟ ییضلع انتها در مکان متعارف قرار دارد.   

𝑎)  𝑄𝐼        𝑏)  𝑄𝐼𝐼         𝑐)  𝑄𝐼𝐼𝐼      𝑑)  𝑄𝐼𝑉 

 

 دوم   یسر یها تست یجواب ها

1. d) 

2. b) 

3. c) 

4. a) 

5. c) 

6. d) 
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 سوم  یسر یها تست

 

  انیها به درجه و راد هیاندازه زاو لیدر مورد تبد

𝑎    هیاگر زاو - ۱ =
۷𝜋

۶
 باشد ، اندازه آن بر حسب درجه کدام است؟  

𝑎)  ۱۵ ∘∘         𝑏)  ۲۱ ∘∘          𝑐)  ۱ ∘∘∘         𝑑)  ۱۲ ∘∘ 

𝑏   هیاگر زاو - ۲ = ۳۳  کدام است؟  انیراد آن بر حسبباشد ، اندازه  ∘∘

𝑎)  
۱۱𝜋

۳
        𝑏)  

۷𝜋

۴
              𝑐)  

۷𝜋

۶
            𝑑)  

۱۱𝜋

۶
 

𝑎    هیاگر زاو - ۳ =
۲۱𝜋

۵
 باشد ، اندازه آن بر حسب درجه کدام است؟  

𝑎)  ۷۵۶
∘
        𝑏)  ۷۱ ∘∘          𝑐)  ۳۶

∘
        𝑑)  ۴۲ ∘∘ 

𝑏   هیاگر زاو - ۴ = −۷۵  کدام است؟  انیراد باشد ، اندازه آن بر حسب ∘∘

𝑎)  −
۲۵𝜋

۶
        𝑏)  

۲۵𝜋

۶
              𝑐)  −

۱۵𝜋

۶
            𝑑)  −

۳۵𝜋

۶
 

𝑎    هیاگر زاو - ۵ = −
۱۵𝜋

۲
 باشد ، اندازه آن بر حسب درجه کدام است؟  

𝑎)  ۱۳۵
∘
        𝑏)  ۱۳۵ ∘∘          𝑐)  −۹ ∘∘         𝑑)  −۱۳۵ ∘∘ 

 

 سوم  یسر یها تست یهاجواب 

1. b) 

2. d) 

3. a) 

4. a) 

5. d) 
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  هیمثلث قائم الزاو یتست ها - ۲.۴

 

 کدام است؟  ریز ریدر تصو  𝐴   هیاندازه زاو - ۱

 

𝑎)  ۱۷
∘
       𝑏)  ۲۷

∗
        𝑐)  ۳۷

∗
        𝑑)  ۴۷

∘
 

 

 کدام است؟  ریز ریدر تصو  𝑥  اندازه - ۲

 

𝑎) ۱          𝑏)  ۹              𝑐 )  ۲ ∘         𝑑)  ۳    

 

۴۹   هیزاو کیاندازه  هیمثلث قائم الزاو کیدر  - ۳
∘
۵  است و طول وتر     متر است. یسانت  ∘

 کدام است؟  هیزاو نیضلع مقابل ا یبیطول تقر

𝑎) ۳۲ ۸⁄         𝑏) ۵۷ ۵⁄         𝑐) ۳۷ ۷⁄     𝑑)  ۳ ∘∕ ۳   

 

𝐴   هیاندازه زاو ریدر مثلث ز - ۴ = ۳ 𝐴𝐶   و   ∘∘ =    کدام است؟  𝐵𝐶  اندازه   است. ۸

 

𝑎)  
۸√۳

۳
        𝑏)  

۴√۳

۳
        𝑐)  ۴        𝑑)  ۸ 
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sin  ریدر مثلث ز - ۵ 𝑎   کدام است؟ 

 

𝑎)  
۱۳

۹
      𝑏)  

۹

۱۳
        𝑐)  

۱۳√۱ ∘

۵ ∘
        𝑑)  

۱۳

۲۴
 

 

 کدام است؟  𝐴𝐶  ، طول  ریدر مثلث ز - ۶

 

𝑎)  ۹        𝑏)  ۹√۲       𝑐)  ۱۸√۲       𝑑)  ۱۸ 

 

 

 طول وتر کدام است؟  ریدر مثلث ز - ۷

 

𝑎)  ۵       𝑏)  ۱ ∘        𝑐)  ۲۵        𝑑)  √۵ 
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۴  مربع  کیطول قطر  - ۸  مساحت آن مربع کدام است؟  متر است.   ∘

𝑎)  ۸ ∘ 𝑏)  ۸        متر مربع     ∘∘        متر مربع 

 𝑐)  ۱۶ ∘∘ 𝑑)  ۴      متر مربع   ∘ رمت مربع    

𝐶𝐷    و  𝐴𝐷   رب تاس دعمو 𝐵𝐶   ریز ریتصو رد - ۹ = 𝐷∠   هیزاو هانداز و ۸ = ۶  و  ∘∘

   ∠𝐴 = ۴۵
∘
  ؟است مکدا  𝐴𝐵   لطو  .است  

 

𝑎)  ۸√۶          𝑏)  ۸√۳            𝑐)  ۸√۲           𝑑)  ۸ 

 

 

  ؟است مکدا  𝐴𝐵   لطو ، ریز  ریدرتصو - ۱۰

 

𝑎)  ۱۲√۲          𝑏)  ۱۲           𝑐)  ۱۲√۳        𝑑)  ۱۲√۶ 
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cos   ریز ریتصو رد - ۱۱ 𝜃 ؟است مکدا  

 

𝑎)  
۳

۵
          𝑏)  

۴

۵
          𝑐)  

۱

۵
        𝑑)  

۲

۵
 

  ؟است مکدا  𝑚   لطو ، ریز ریتصو رد - ۱۲

 

𝑎)  ۵        𝑏)  ۱ ∘ √۲      𝑐)  ۲ ∘ √۲      𝑑)  ۵√۲    

  

 هیالزاو مقائ ثمثل یها تتس خپاس

۱ (𝑏)     ۲ (𝑑)     ۳ (𝑐)       ۴  (𝑑)     ۵  (𝑐)       ۶  (𝑐)      ۷  (𝑑)      ۸  (𝑏)       ۹  (𝑎)  

۱ ∘   (𝑐)       ۱۱  (𝑏)      ۱۲  (𝑑)        
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  یمثلثات یمعادله ها یهاتست  - ۳.۴

  عبارت  𝑥  از  یریچه مقاد یبرا - ۱
nis 𝑥

۱+cos 𝑥
 نشده است؟  فیتعر  

𝑎)  0∘          𝑏)  ۶ ∘∘          𝑐)  ۹ ∘∘          𝑑)  ۱۸ ∘∘   

0   در بازه  - ۲ ≤ 𝑥 ≤ ۳۶ sin۲  معادله   𝑥  چند مقدار از  ∘∘ 𝑥 =
۱

۴
   کند؟  یم را بر قرار  

𝑎)  ۱            𝑏)  ۲               𝑐)  ۳               𝑑)  ۴     

   عبارت   𝑥  از  یریمقاد چه یبرا - ۳
sin۲ 𝑥

۱−sin۲ 𝑥
  نشده است؟ فیتعر 

𝑎)  0∘            𝑏)  ۴۵
∘
۹   و   ∘∘               𝑐)  ۹ ∘∘ ۲۷   و   ∘∘         𝑑)  ۱۸ ∘∘      

sin(𝑥   که نیا یبرا - ۴ + 𝑏) = cos 𝑥 ، مقدار باشد   𝑏  کدام باشد ؟ دیبا  

𝑎)  
۳𝜋

۲
            𝑏)  −

𝜋

۲
          𝑐)  − 𝜋          𝑑)  

𝜋

۲
          

0   در بازه  - ۵ ≤ 𝑥 ≤ ۲  𝜋   ۳  معادله cos(۲𝑥) =    دارد ؟ شهیر چند ۳−

𝑎)  0                𝑏)  ۱               𝑐)  ۲               𝑑)  ۳          

0   در بازه  - ۶ ≤ 𝑥 ≤ ۲𝜋 مقدار  چند   𝑥   ۳   معادله sin۲ 𝑥 + sin 𝑥 − ۲ =   یم قرار را بر 0

  کند؟

𝑎)  0                𝑏)  ۱               𝑐)  ۲               𝑑)  ۳          

۳  معادله  - ۷  cos(۲𝑥) = ,0]  در بازه   ۵− ۲ 𝜋]  دارد ؟ شهیچند ر  

𝑎)  0                 𝑏)  ۱               𝑐)  ۲               𝑑)  ۳       

sin۲  معادله  𝑥  چه مقدار از  یبرا - ۸ 𝑥 + nis 𝑥 =   ست؟یقرار ن بر 0

𝑎)  
𝜋

۲
                 𝑏)  𝜋                𝑐)  

۳𝜋

۲
         𝑑)  ۲ 𝜋      

۳  معادله  - ۹ cos(۲𝑥) = ,0]  در بازه   ۱− ۲ 𝜋]  دارد ؟ شهیچند ر 

𝑎)  ۱                   𝑏)  ۲                  𝑐) ۳              𝑑)  ۴        

,∘0]  در بازه  - ۱۰ ۳۶ sin  میدار  𝑥  مقدار   کدام یبرا  [∘∘ 𝑥 = cos 𝑥  

𝑎)  ۴۵
∘    

𝑏)  ۴۵           فقط   
∘
۲۲۵  و  

∘
         𝑐)  ۱۳۵

∘
۳۱۵  و  

∘
       𝑑)  ۲۲۵

∘
     فقط   

 

 

 

 پاسخ 

۱   (𝑑)         ۲  (𝑑)            ۳  (𝑐)      ۴  (𝑑)      ۵  (𝑐)       ۶   (𝑑)        ۷  (𝑎)          ۸  (𝑎) 

۹  (𝑑)           ۱ ∘   (𝑏) 
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  یحیپاسخ تشر

۱) 

۱ + son 𝑥 = 0 

cos 𝑥 = −۱ 

𝑥 = ۱۸ ∘∘ 

۲) 

sin۲ 𝑥 =
۱

۴
 

𝑥 =
𝜋

۶
   ،  𝑥 =

۵𝜋

۶
    ،   𝑥 =

۷𝜋

۶
  ،   𝑥 =

۱۱𝜋

۶
 

۳) 

۱ − sin۲ 𝑥 = 0 

sin 𝑥 = ±۱ 

۴) 

 

             
 

  ۵) 

۳ cos(۲𝑥) = −۳ 

cos(۲𝑥) = −۱ 

۲𝑥 = 𝜋 + ۲𝑛  𝜋 

𝑥 =
𝜋

۲
   ،   𝑥 =

۳𝜋

۲
 

۶) 

۳ sin۲ 𝑥 + sin 𝑥 − ۲ = 0 

(۳ sin 𝑥 − ۲)(sin 𝑥 + ۱) = 0 

sin 𝑥 =
۲

۳
     sin 𝑥 = −۱ 
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۳ نمودار قرمز رنگ ، نمودار بالا   ریدر تصو sin 𝑥 − ۲ = نمودار  نیکه ا دیکن  یملاحظه م است.    0

,0]  در بازه  ۲ 𝜋]   محور  𝑥  رایاست ز  یمنطق کند.   یرا در دو نقطه قطع م  sin 𝑥 =
۲

۳
 هیزاو یعنی  

  𝑥  دو  نیا ییضلع انتها یدو نقطه رو باشد و هم در ربع صفحه دو.  کیتواند هم در ربع صفحه   یم

, ۵√)   از  عبارتند هیزاو , ۵√−)   و (۲ ۲ ) 

sin  رنگ ، نمودار  اهینمودار س 𝑥 + ۱ = ,0]  نمودار در بازه  نیاست که ا 0 ۲ 𝜋]  محور  𝑥   را در

  کند.   ینقطه قطع م کی

۷) 

۳ os(۲𝑥) = −۵ 

cos(۲𝑥) = −
۵

۳
 

cos اما  𝑥 ≤ معادله  نیپس ا  باشد. شتریب کیتواند از   ینم نوسیقدر مطلق تابع کس یعنی است.  |۱|

 ندارد.  یقیحق شهیر

۸) 

sin۲ 𝑥 + sin 𝑥 = 0 

(sin 𝑥)(sin 𝑥 + ۱) = 0 

sin 𝑥 = 0    ،   sin 𝑥 = −۱  

۹) 
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  یمثلثات یها همعادل یها تتس - ۴.۴

 

۶   دریا سطح به نسبت که دریائی فانوس یک بالای از - ۱  قیقا کی بینش هیزاو ، دارد ارتفاع متر ∘

  ۱۵
∘
 است؟ چقدر یائیدر فانوس هیپا تا قیقا فاصله . است 

 

  پاسخ

 

𝑂𝐵𝐴∠   میدانیم . قیقا مکان  𝐵   و باشد یائیدر فانوس ارتفاع  𝑂𝐴  کنیم  می فرض = ۱۵
∘
 و 

 𝑂𝐴 = ۶ ∘  متر  

tan ۱۵
∘
=

𝑂𝐴

𝑂𝐵
 

𝑂𝐵 =
𝑂𝐴

tan۱۵
∘ 

𝑂𝐵 = 𝑂𝐴 cot ۱۵
∘
= ۶ ∘ cot(۴۵ − ۳ ∘) 

= ۶ ∘ [
cot۴۵

∘
cot ۳ ∘∘+ ۱

cot ۳ ∘∘− cot ۴۵
∘ ] = ۶ ∘

[
 
 
 √۳ + ۱

√۳ − ۱]
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۱   ارتفاع به  قائم  تمام نا برج یک فراز زاویه - ۲ ۴۵  مسطح سطح یرو  𝐴   نقطه تا متر  ∘∘
∘
 . است  

۶   کامل برج تا 𝐴   نقطه همان از فراز هیزاو است قرار اگر  چه تمام نا برج ارتفاع پس ، باشد  ∘∘

  ابد؟ی شیافزا دیبا مقدار

 
 

    پس، . باشد کامل برج  𝐵𝐷   و تمام نا برج 𝐵𝐶   کنیم  می فرض

𝐵𝐶 = ۱ ∘∘ 𝐵𝐴𝐶∠      ،   متر  = ۴۵
∘
    ،  ∠𝐵𝐴𝐷 = ۶ ∘∘     ،    𝐶𝐷 = 𝑥  متر  

tan ۴۵
∘
=

𝐵𝐶

𝐴𝐵 
  ⇒    ۱ =

۱ ∘∘

𝐴𝐵
 

  . میدار  𝐴𝐵𝐶   مثلث در

tan ۴۵
∘
=

𝐵𝐶

𝐴𝐵
 

۱ =
۱ ∘∘

𝐴𝐵
 

𝐴𝐵 = ۱ ∘∘  متر  

  . میدار  𝐴𝐵𝐷   مثلث در حالا

tan ۶ ∘∘=
𝐵𝐷

𝐴𝐵
 

√۳ =
𝐵𝐷

۱ ∘∘
 

𝐵𝐷 = ۱ ∘∘ √۳ 

  پس

𝐵𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐶𝐷 

۱ ∘∘ √۳ = ۱ ∘∘  +𝑥 

𝑥 = ۱ ∘∘ (√۳ − ۱)  متر 
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۱   طول به بان نرد کی - ۳  بان نرد  هیپا و وارید نیب فاصله  .دارد قرار  وارید کی مقابل متر ∘

 به بان ردن که یا نقطه تا نیزم فاصله و کند  یم جادیا وارید با بان نرد که را یا هیزاو  .است متر ۲  

   .دیکن دایپ دارد هیتک وارید

 

 
  پاسخ

 مثلث در  .باشند یعمود وارید 𝐴𝐶   ، یافق و مسطح نیزم 𝐵𝐶    ، بان نرد 𝐴𝐵   میکن  یم فرض

  𝐴𝐵𝐶 میدار.    

nis𝐴 =
𝐵𝐶

𝐴𝐵
=

۲

۱ ∘
=∘∕ ۲ 

∠𝐴 = arcsin(∘∕ ۲) =∘∕ ۲ ∘ ۱۳
∘
 

∠𝐴 =∘∕ ۲
∘
 

⧵∘   هیزاو وارید با بان نرد پس ۲
∘
   .سازد  یم  

cos𝐴 =
𝐴𝐶

۱ ∘
 

𝐴𝐶 = (۱ ∘) cos(∘∕ ۲
∘
) = (۱ ∘)(∘∕ ۹۸) = ۹ ∕ ۸ 

۹  به بان نرد پس ∕    .رسد  یم وارید یمتر  ۸
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۱   فاصله در که  یشخص - ۴  و نیزم نیب هیزاو که کند  یم مشاهده ، است ستادهیا درخت کی یمتر  ∘∘

۱۸   درخت یبالا
∘
   .دیکن دایپ را درخت یبیتقر ارتفاع  .است  

  پاسخ

 

tan(۱۸
∘
) =

ℎ

۱ ∘∘
 

ℎ = (۱ ∘∘) tan(۱۸
∘
) = ۳۲ ۵⁄  متر     

 

۲۵    از ، است رفتن بالا  حال در یعمود بطور که بالون کی فراز هیزاو - ۵
∘

۱   ساعت در  به ∘∘:∘

  ۶ ۱   ساعت در  ∘∘ ∘:∘ ۳  فاصله در فراز هیزاو رصد نقطه  .رسد  یم ۲  بالون پرواز محل یمتر  ∘∘

 را بالون رفتن بالا یبیتقر سرعت ، باشد  نواخت کی بالون رفتن بالا سرعت میکن فرض اگر  .دارد قرار

   .دیکن دایپ

  پاسخ

 

tan(۲۵
∘
) =

ℎ۱

۳ ∘∘
tan(۶     و        ∘∘) =

ℎ۱ + ℎ۲

۳ ∘∘
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ℎ۱ = (۳ ∘∘) tan(۲۵
∘
) ℎ۱      و      + ℎ۲ = (۳ ∘∘) tan(۶ ∘∘) 

ℎ۲ = (۳ ∘∘) [tan(۶ ∘∘) − tan(۲۵
∘
)] 

 رفتن بالا سرعت پس ، رود بالا  ℎ۲   بالون که کشد  یم طول قهیدق ۲   ، مساله فرض اساس بر اگر

  داشت میخواه ، میبنام  𝑆   رفتن بالا سرعت اگر د،یآ  یم بدست ریز مطابق

𝑆 =
ℎ۲

دقیقه     ۲
=

۳ ∘∘ [tan (۶ ∘∘− tan(۲۵
∘
))]

۲ ∗ ۶ ∘
 = ۳ ۱۶⁄  متر در ثانیه      

 

 ساعت در  .شود  یم کینزد 𝐴   نقطه به ثابت ارتفاع و میمستق خط کی طول در مایپ هوا کی - ۶

  ۱ ۲    مایپ هوا فراز هیزاو ∘∘:∘ ۱   ساعت در و است ∘∘ ∘:∘ ۶   فراز هیزاو ۱  ارتفاع  .است ∘∘

۶   نواخت کی سرعت با مایپ هوا اگر ، دیکن دایپ را مایپ هوا    .کند  یم پرواز ساعت در لیما  ∘∘

  پاسخ

 

= دقیقه  ۱    میدان  یم.میکن  یم دایپ را مایپ هوا توسط شده  یط مسافت ابتدا    
۱

۶∘
       ساعت  

𝑑مسافت   = (۶ ∘∘) (
۱

۶ ∘
) = ۱ ∘  مایل 

tan(۲ ∘∘) =
ℎ

𝑑 + 𝑥
tan(۶    و     ∘∘) =

ℎ

𝑥
 

  . شود  یم جهینت بالا معادله دو از

ℎ =
𝑑

۱

tan(۲ ∘∘)
−

۱

tan(۶ ∘∘)

= ۴ ۶⁄  مایل    
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