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 مـثلاً در ايـن جـا       . رسـاند   ها نيز به سادگي شما را بـه جـواب مـي             تان مشكل است، نوشتن مجموع       براي هاي سيگما   ويژگياده از    اگر استف  :تذكر

A: دانيم مي    1 1 1
4 5 13خواهيم   و ميB      12 11 3

13 12 4داريم.  را بيابيم : 

B ( ) ( ) A                    
1 0

1 3 1 1 2 1 4 1 1 1 11 1 1 1 01 3 1 2 4 1 3 1 2 4


   

 دنباله و سري



 

سايت رياضي سرا

www.riazisara.ir



 99 »دنباله و سري«فصل دوم 
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( k )nn k sin sin sin(k ) cosk ( ) ( ) 

     
                  


1

2 2
2 12 1 1 12 2 2


 

 :داريم.  فرد را جمع كنيمnشوند و بايد تنها جملات با   زوج حذف ميnبنابراين در مجموع، جملات با 

k k
k

n n k kn n k k k

n nsin sin ( ) ( ) ( )
    

 
    

    
         

 
    

1

1 2 1
1 1 1 1 1

13 1 13 3 3 1 32 2 43 32 2 2 1 4 1 52 2 2 4 12 4

 

n هرگاه ):  5 ( تست n

n
( a )


 



 3 2 1 2

1
 دام است؟ك a باشد، مقدار 96 همگرا به 2

1 (6 2 (9 3 (8
3 4 (3 

n : حل n
n n n

n n
n n n n

( a ) a ( )
a (a ) a a

   
 

 
   

   


   
3 2 33 2 1 2
2 1 2 1 2

1 1 1 1

2 2 4 82 4 

a بايداولاً  2  :نيمك  همگرايي سري هندسي پيدا ميكمك سري را به ثانياً حاصل.  سري همگراستطبق فرض، زيرا 8

aaaa a a a a , a a
a a

a

                
 

22 2 8
1 22 2

2

8
8 84 96 4 96 3 3 24 3 38 38 81

 

 . است4 ي  گزينهدرستپاسخ 
 


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nحاصل  ):  7 ( ي مسأله
n

n




1 2
 . را به دست آوريد

 .دهيم  براي حل آن چند روش ارائه مي.هاي هندسي است  سري هندسي نيست، اما قابل تبديل به مجموعي از سريك سري ي اين:حل
 :نويسيم هاي هندسي مي سري را به صورت مجموعي از سري: روش اول

n
n

n .....

.......





          



 

  

   



1

1 2 3 1 1 1 1 1 1
2 4 8 2 4 4 8 8 82

1
2
1 1
4 4
1 1 1
8 8 8
1 1 1 1

16 16 16 16



 

1با قـدر نـسبت    سري هندسي كياز اعداد زير هم، هر ستون شويم كه     با كمي دقت متوجه مي    
 يعنـي ابتـدا در سـتون اول    .كنـد  را مـشخص مـي   2

  1 1 1
2 4 8 ،  سپس در ستون دوم  1 1 1

4 8 1 6 ها برابر است با نبنابراين مجموع آ.  و الي آخر: 

...        
   

1 1 1
1 1 12 4 8 1 21 1 1 2 4 11 1 1 12 2 2 2

 

 :آوريم دست مي به Sاي براي  معادله» سيگما«هاي  ناميم و با استفاده از ويژگي  ميSحاصل سري را  :روش دوم

n n n n n n n n
n n n n n n n

n n n n nS S ( ) ( ) S
      


      

               1
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2    

 

nعبارت (
n
2

n به ازاي    حال داريم. )نيمك آغاز ك را از عدد يي اولتوانيم سيگما شود، پس مي ميصفر  برابر: 

S S S S S       


1 1 1 1 1 22 2 1 21 2
 

| شرط  با: سومروش x | x:  داريم1 x ... x   


2 11  :كنيم  ضرب ميxها را در   و سپس آنگيريم مي از طرفين مشتق ، ابتدا1
x xx x ... x x x ...

( x) ( x)
        

 
2 2 3

2 2
11 2 3 2 3

1 1
 

|بنابراين با شرط  x | n :، داريم1

n

xnx
( x)






 2

1 1
x،حال با جايگذاري  1

n : آوريم  در اين فرمول به دست مي 2
n

n S




   
1

1
2 2 212
4

 

n  حاصل:تمرين
n

n




2

1 2
 »6: جواب نهايي«. مثال قبل بيابيدبا روشي مانند  را 

3نيم، پس از برخورد به زمين تا        ك ل قائم رها مي   ك متري به ش   h را از ارتفاع     توپي ):  8 ( ي مسأله
اين عمـل   . آيد   ارتفاع اوليه بالا مي    4

 ارتفاع اوليه چقدر بوده است؟. شود  متر متوقف مي42شود، تا بعد از طي  رار ميكبارها و بارها ت

h  :توانيم بيان كنيم ي زير مي صورت معادله  فرض سؤال را به:حل h h ( ) h ( ) h ...     2 23 3 3 3 424 4 4 4 

ي به طرف بـالا و همـان انـدازه بـه طـرف              كشود، ي    مرتبه محاسبه مي   2كنيد به جز مسير اوليه هر مسير          طور كه مشاهده مي     همان
 : به دو طرف تساوي فوق داريمh حال با اضافه كردن .پايين

(h h ( ) h ...) h h( ) h h h h            


23 3 12 42 2 42 8 42 64 4 31 4

 

h3
4

h




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 به وجودل كو مربع جديدي مطابق شكنيم  مي قسمت تقسيم 4به را  هر ضلع آن 8 مربع به ضلع در ):  6 ( تست
 مساحت حد مجموع . نيمك رار ميكتاين عمل را مرتباً . كنيم ها را رنگ مي هاي گوشه  و يكي از مثلثآوريم مي

 شده چقدر است؟ قسمت رنگ
1 (64  2 (32 
3 (16  4 (48 

a برابر است با    ضلع مربع دوم   ي   اندازه :راه اول  :حل   2 2
2 6 2 2 چنـين    و هـم  (بـه دليـل تـشابه، طـول اضـلاع           حال دقت كنيد كـه      ،  10

 :ها را به دست آوريم توانيم قدرنسبت آن دهند، كه مي  هندسي تشكيل ميي دنبالهيك هاي متوالي  مربع)  مساحت

S
 قدرنســـبت دنبالـــه ي مســـاحت هـــا قدرنســــبت دنبالــــه ي اضــــلاع

 مســاحت بــزرگ تــرين مثلــث   


   

  
   



2 10 10 10
68 4 16 16101 12 6 6 162

 

 . است16شده برابر  مساحت قسمت رنگ

1شده  ل داريم، مساحت قسمت رنگكه در شك لحاظ تقارني    به :راه دوم 
هـا را رنـگ     از چهار گوشه تمـام مثلـث   مساحت مربع اوليه است، زيرا اگر4

  پس،گاه تمام مربع بزرگ رنگ خواهد شد نيم آنك

S     1 648 8 164 4 

 . درست است3 ي گزينه
 

 ضلعي منتظم ديگري به دست آيد و اين عمل را مرتباً 6نيم تا ك را به هم وصل 6 ضلعي منتظم به ضلع 6 ك اضلاع ي اگر وسط  :تمـرين 
 بزنيم، حد مجموع مساحت رنگ شده چقدر است؟رنگ ناري را ك مثلث 6ي از كهر بار فقط ينيم و كراركت

9 :جواب نهايي 3 
 

 :سر مولد اعشاريك 
سر متنـاظر بـا     كندسي بنويسيم و حد همگرايي سري هندسي را بيابيم تا            سري ه  كتوانيم متناظر با آن ي      باشد، مي    عدد اعشاري متناوب     ك ي اگر  

 .آن به دست آيد
 . را بيابيد از اعداد اعشاري زيرك متناظر با هر يسرك ):  9 ( ي مسأله

3/) الف 51 
0/) ب 125 
 :نويسيم  يك سري هندسي مي،متناظر عدد ) الف:حل

/ ... ( ...)             51 51 51 1 1 51 1 348 1163 51 3 3 1 3100 10000 100 100 10000 100 99 99 33
100

 

 :نويسيم  يك سري هندسي مي،متناظر عدد )ب
/ / ... / ( ...)              25 25 25 1 1 25 1 1 25 124 620 125 0 1 0 1 11000 100000 1000 100 10 1000 99 10 990 990 495

100

 

aسري هندسي متناظر با  :تمرين / bc ،جواب نهايي. سر متناظر با آن را بنويسيدك و :abc ab
90 

aاگر  ):  7 ( تست /0 b و 49 / 1 ]، حاصل 9 a] [ b]4   چقدر است؟2
1 (3 2 (4 3 (5 4 (6 

a از فرض :حل /0 a: آوريم  به دست مي)9(ي  مانند مسأله، 49  1
b از فرض و 2 / 1 b گيريم نتيجه مي، 9    :، پس2

[ a] [ b]   4 2 2 4 6 
 . است4 ي  گزينهدرستپاسخ 


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kاگر  :  نكته mA / a a .....a b b .....b 1 2 1 گاه  ، آن2


m k

m k

a a .....b a a ....a
A

... ...
ــا  ت


 1 2 1 2

99 900 0 

 
Aاگر  :مثال / 2 Aگاه  ، آن3517  23517 2351

9000 

B اگر يا / 25 Bگاه  ، آن012  25012 250
990 

 

 سري تلسكوپي 
 :كنيم  را معرفي مي)ي تلسكوپي قاعده(ويژگي ادغام ابتدا 

k

n n
n

(a a ) ( a


  1 2
1

a ) ( a 1 3 a 2 ) ( a 4 a 3 k k) (a a  1
k

n n k
n

) (a a ) a a 


    1 1 1
1

 

}ي  چه تعداد از جملات دنباله ):  10 ( ي مسأله }
n n 

1
1

  شود؟9نيم تا حاصل ك را جمع 

 : باشد، بنابراين 9 اول برابر ي  جملهk فرض كنيم مجموع :حل
k k

n n
( n n )

n n 

    
  

1 1

1 9 1 9
1

 

naاگر قرار دهيم  nگاه  ، آنna n  1  :داريم. ي تلسكوپي استفاده كنيم توانيم از قاعده و در نتيجه مي. 1
k

n n k
n

(a a ) a a k k k 


            1 1 1
1

1 1 9 1 10 99 

 .شود  مي9نيم حاصل كمع  جمله از دنباله را ج99يعني اگر 
 

 :توانيم بنويسيم ميي تلسكوپي  قاعدهبا استفاده از  :ي تلسكوپي يافتن سري با استفاده از قاعده :  نكته
k k

n n k n n k n n nk k nn n n
(a a ) a a lim (a a ) lim (a a ) (a a ) lim a a1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1



    
    

             

nnاگر يعني 
lim a L


گاه سري همگرا به  ، آنL a nnباشد و اگر   مي1
lim a


 . موجود نباشد، سري واگرا است
 

 در سري -1 :مثال
n

n n( )
n n





 
 

1

2 5 2 7
7 3 7 n، اگر قرار دهيم 10

na
n



2 5
7 n: گاه خواهيم داشت ، آن3

na
n

1

2 7
7  :، بنابراين)چرا؟ (10

n n nnn n

n nS ( ) (a a ) a lim a
n n

 


 

      
   1 1

1 1

2 5 2 7
7 3 7 10 

n

na , lim S
n

     
1

7 2 5 2 7 2 29
10 7 3 7 10 7 70 

 در سري -2
n

( )
n n







1

1 2
naي تلسكوپي استفاده كنيم، زيرا اگر  توانيم از قاعده ، نمي1

n
 naگاه  ، آن1

n 
1
2

1. 

مجموع سري  ):  8 ( تست
n

( )
n n n n






  
 2 2

3

1 1
2 4 3

 كدام است؟ 

1 (1
12 2 (1

6 3 (1
15 4 (1

8 

n) چون :حل ) (n ) n n     2 21 2 1 4 na، پس اگر قرار دهيم 3
n n


2
1

2
 :آيد ، سري به صورت زير در مي

n n
n n

( ) (a a ) a a a a
n n n n

 


 

       
  

  1 3 4 4 52 2
3 3

1 1
2 4 3

 

nn n
a lim a lim ( )

n n 
      


3 2

1 1 1 1
15 15 152

 

 .درست است) 3(ي  بنابراين گزينه



www.riazisara.ir



106 

 .هاي زير را بيابيد  از سريكحاصل هر ي ):  11 ( ي مسأله

) الف
n n(n )



 
1

2
) ب 1

n n



 
 2

1

1
4 1

) پ 
n

n
(n )!






1
1 

) ت
n n n (n ) n



   
1

1
1 1

 

n)دانيم   مي) الف:حل ) n
n(n ) n(n ) n n

 
  

  
11 1 1

1 1  :، بنابراين1

 
n n

nnn n n
a a

( ) (a lim a )
n(n ) n(n ) n n



  

  
     

    
1

1
1 1 1

2 1 1 12 2 2 21 1 1 

كنيم در    كنيم و سعي مي     مخرج كسر را تجزيه مي    . ي عمومي سري را به صورت تفاضل دو كسر بنويسيم           كنيم جمله   سعي مي ) الف( مانند قسمت    )ب
 :صورت كسر تفاضل دو عامل را ايجاد كنيم

 
n n

nnn n n n
a a

( n ) ( n )S ( ) (a lim a )( n )( n ) ( n )( n ) n nn


   

   

         
        

1

12
1 1 1 1

2 1 2 11 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 24 1

 

 :نويسيم صورت تفاضل دو كسر مي ي عمومي سري را به جمله )پ


n n

nnn n n n
a a

n n nS ( ) ( ) a lim a
(n )! (n )! (n )! (n )! n! (n )!



   

   

          
       

1

1
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1
 

 :نويسيم صورت تفاضل دو كسر مي ي عمومي سري را به جمله )ت

n n n

nn

n n
n n (n ) n n(n )( n n ) n(n )

( ) a lim
n n n

  

  





  
      

      


  



1 1 1

1
1

1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1



 

 

مجموع سري  ):  9 ( تست
k ( k )( k )



  
1

1
2 1 2  كدام است؟ 3

1 (1
4 2 (1

3 3 (1
2 4 (2

3 

 :داريم :حل

k k k

( k ) ( k )S ( )
( k )( k ) ( k )( k ) k k

  

  

  
   

       
1 1 1

2 3 2 11 1 1 1 1
2 1 2 3 4 2 1 2 3 4 2 1 2 3 

kaزيرا اگر قرار دهـيم      . ي تلسكوپي استفاده كنيم     توانيم از قاعده    ولي ظاهراً نمي  
k




1
2 kaگـاه     ، آن 1

k 
1

1
2 ka و   1

k 
2
1

2  و بـه    3

kجاي  k
k

(a a )





 1
1

k با  k
k

(a a )





 2
1

 : توانيم به صورت زير عمل كنيم اما مي. ايم  مواجه

k k k k k k k k k k
k k k k

S (a a ) (a a a a ) (a a ) (a a )
   

      
   

            2 1 1 2 1 1 2
1 1 1 1

1 1 1 1
4 4 4 4 

 : داريم. ايم به اين ترتيب به دو سري تلسكوپي رسيده

n nn n
S (a lim a ) (a lim a ) (a a ) ( )

 
        1 2 1 2

1 1 1 1 1 114 4 4 4 3 3 

 .درست است) 2(ي  پس گزينه


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 :دست آوريم ي زير را به توانيم نكته با روشي مثل تست قبل مي
 

nnاگر  :  نكته
lim a L


، گاه آنn n
n

(a a )





 2
1

nn : برابر است با  
(a a ) lim a (a a ) L


    1 2 1 22 2 

n :به همين ترتيب n k k
n

(a a ) (a a .... a ) kL





      1 2
1

 
 

 .هاي زير را بيابيد  از سريكحاصل هر ي ):  12 ( ي مسأله

) الف
n

( n )( n )




 

1

4
2 1 2 ) ب 5

n

n

(n n )
(n )!

 



 


1 2

1

2 4
n) پ 1

n

n( ) log( )n








1
1 2 

 :نويسيم صورت تفاضل دو كسر مي ي عمومي سري را به جمله ) الف:حل

 
n n

nnn n n
a a

( n ) ( n ) ( ) (a a a lim a )
( n )( n ) ( n )( n ) n n



  

  

  
      

       
3

1 2 3
1 1 1

2 5 2 14 4 2 1 1 2 32 1 2 5 6 2 1 2 5 3 2 1 2 5 3 

n
( lim ) ( )

n

      


2 1 1 1 1 2 15 5 3 4633 1 3 5 2 1 3 15 45 

 :نويسيم صورت تفاضل دو كسر مي ي عمومي سري را به جمله )ب

n n

n n n n n n

nn n n
a a

(n n ) (n n)( ) ( ) lim
(n )! (n )! (n )! (n )! (n )! (n )!



       

  

          
       

2

1 2 1 2 1 1 1 1

1 1 1

2 4 2 2 4 2 2 21 2 2 31 1 1 1 1 1 
 

n) سرعت رشد :يادآوري )!1 از n12شود تر است و بنابراين مقدار حد آخر برابر صفر مي  بيش. 
 :نويسيم صورت تفاضل دو كسر مي ي عمومي سري را به جمله )پ

n n

n n n n

n n n a a

nS ( ) log ( ) (log n log(n )) (( ) log n ( ) log(n ))
n



  


  

          
  

2

2

1 1 1
1 1 2 1 1 22   

nفاده كنيم، زيراتوانيم است ي ذكر شده نمي جا از نكته در اين
n
lim ( ) log n


  1 .توانيم به صورت زير عمل كنيم، ابتدا مجموع جزئي را تشكيل دهيد اما مي: 
n n n

n k k k k k k n n n n
k k k

S (a a ) (a a ) (a a ) a a a a a a (a a )       
  

               2 1 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2
1 1 1

 

k :بنابراين k n n nn nk
S (a a ) lim S a a lim (a a )



  
 

       2 1 2 1 2
1

 

n n n
n n

nS log log lim (( ) log(n ) ( ) log(n )) log lim ( ) log( ) log
n

  

 

             





1 2 1 11 2 1 1 1 2 2 1 22 

دقت كنيد كه 
n

nlim log( )
n

 


1
2  و n( )   .دار است ي كران  يك دنباله11

 سري ):  10 ( تست
n

n

( ) n
n








 2
1

1
4 1

  به چه عددي همگرا است؟

1 (1
4 2 ( 1

4 3 (1 4 (1- 

 :م تا كسر تفكيك شودرا ايجاد كني كنيم در صورت عوامل آن ي عمومي، سعي مي ي مخرج كسر جمله  تجزيهبعد از :حل


n n

n n
n

n n n
n n n n n

nn n
a a

( ) n ( ) ( n n ) ( ) ( )( n )( n ) n nn
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( lim )n n n n n



  

  
  

 

       
   

           
    

  

 
1

2
1 1 1

1

1 1

1 4 1 2 1 2 11 1 1 1 114 4 2 1 2 1 4 2 1 2 14 1
1 1 1 1 11 1 1 1 1

4 2 1 2 1 4 2 1 2 1 4 1 2 1 4

 

 . است2 ي  گزينهدرستپاسخ 
 



**
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 سري حاصل ):  11 ( تست
n

( n )( n )( n )




  

1

1
2 1 2 1 2   چقدر است؟3

1 (1
3 2 (1

4 3 (1
6 4 (1

12 

 نـيم، ك م بـه زيـاد مرتـب مـي        كنيم و عوامل را از    ك ابتدا مخرج را به ضرب عوامل اول تجزيه مي         .ها به شرح زير است      اين گونه سري   حل    روش :حل
وپي حاصـل را ماننـد      كي تلـس     قاعـده  كمكنيم و به    ك را در سيگما ضرب و تقسيم مي        نيم و آن  ك ترين عامل را پيدا مي      ترين و بيش    مك اختلاف   سپس
 .آوريم  ه دست مي قبل بهاي مثال

n n

n n
a a

( n ) ( n ) ( ) ( )
( n )( n )( n ) ( n )( n ) ( n )( n )



 

 

  
   

        
1

1 1

2 3 2 11 1 1 1 1 1 1
4 2 1 2 1 2 3 4 2 1 2 1 2 1 2 3 4 1 3 12 

 

 . است4 ي  گزينهدرستپاسخ 
 

 :ي انواع ديگر سري بحثي كوتاه درباره 
هـا    ايـي سـري   ي همگرايـي و واگر      دربـاره . ها مـشخص شـود      ها را به هندسي يا تلسكوپي تبديل كنيم تا همگرايي يا واگرايي آن              توانيم سري   همواره نمي 

 . كنيم كه در كتاب درسي نيز مطرح شده است اشاره مي» آزمون مقايسه«هاي متفاوتي در رياضيات عالي اثبات شده است، كه در اين بخش تنها به  قضيه

n براي دو سري ):آزمون مقايسه(قضيه 
n

a





1
n و 

n
b






1
n، اگر براي هر  Nداشته باشيم  :na   ،nb   و n na bگاه ، آن : 

n اگر -1
n

a





1
nگاه   واگرا باشد، آن

n
b






1
 .  نيز واگرا است

n اگر -2
n

b





1
nگاه   همگرا باشد، آن

n
a






1
 . نيز همگرا است

nدر حالت اول    
n

a





1
nشود و چون      تر مي    از هر عددي بزرگ     na b     همين امر براي ،n

n
b






1
ا به همـين ترتيـب حالـت دوم ر   . افتد   نيز اتفاق مي   

 . مي توانيم توجيه كنيم

 البته لازم نيست شرط :تذكر n na b براي هر nبرقرار باشد، كافي است نشان دهيم : n n
n n

a b
 

 
 

1 1
 

ايم كه     هاي ابتداي بخش نشان داده      مسألهدر   :مثال
n nn

 

 


 
1 1

1 1
1 ، پس چون    2

n






1

1
زيرا  ( واگرا است    2

n
lim


1
2 (  ،

n n



 
1

1
 نيز واگـرا    1

 :ي زير قابل بيان است  واقع نكتهدر. است
 

سري  :  نكته
n n






1

 . يك سري واگرا است1
 

نشان دهيد سري  ):  13 ( ي مسأله
n n




 2

1

 همگرا و سري 1
n n






1

 . واگرا است1

 .تر است ي عمومي يك سري همگرا كوچك ي عمومي سري اول از جمله دهيم جمله براي استفاده از آزمون مقايسه، نشان مي :حل

n n n
n : n n(n ) ( )

n(n ) n(n ) n nn n

  

  
         

    2
2 2

2 2 2

1 1 1 1 1 12 1 1 1 1 

چون سري 
n n(n )



 
2

1
 همگرا است، سري 1

n n




 2

2

 لاًيا معاد (1
n n




 2

1

 . باشد نيز طبق آزمون مقايسه همگرا مي) 1

nبراي نشان دادن واگرايي سري دوم از نامساوي          n داريم  :
n n nn

 

 
 

1 1

1  و چون سري     1
n n






1

گيريم     واگرا است، نتيجه مي    1
n n






1

1 

 .است واگرانيز 


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 :ايم ي زير بيان كرده را در نكتهي قبل  مسألهحالت كلي 
 

pسري   :  نكته
n n






1

pبراي  ) شود   سري ناميده مي   - pكه   (1  p همگرا و براي     1  توان نـشان داد كـه        به راحتي مي  .  واگرا است  1

pاي همين شرط بر
n (n a)



 


1

 ). عددي ثابتa( برقرار است 1

 :مثال
n n n






1

p)  يك سري همگرا است1 ) 3
 و 2

n n



 


1

1
3

p) باشد  يك سري واگرا مي ) 1
2. 

هاي در مورد سري ):  12 ( تست
n

S
(n )(n )






 1
1

1
1 3،

n
S

( n ) ( n )






  
2

1

1
1 3

 و
n

S
(n )(n )






 
3 2 2

1

1
1 3

 ؟م درست است كدا

1 (S1 و S3 همگرا و S2هر سه همگرا هستند) 2 . واگرا است . 
3 (S1 همگرا و S2 و S34 . واگرا هستند (S1 و S2 همگرا و S3واگرا است . 

 :  داريمS3 و S2براي . باشد  يك سري تلسكوپي است و همگرا ميS1 اولاً :حل
p,p

n n n n
S S

( n ) ( n ) n n n

 ســري
 واگــرا واگــرا

     

   
    

   
   

1
2

2 2
1 1 1 1

1 1 1 1 1
61 3 2 4 6

 

p,p

n n
S S

(n )(n ) n
 ســري

 همگرا      همگرا     
 

 

 
  

 
  4

3 32 2 4
1 1

1 1
1 3

 

 .درست است) 1(ي  بنابراين گزينه

 قبلمثلاً در تست . ي عمومي آن استفاده كنيد ارز سري به جاي جمله توانيد از جملات هم  براي بررسي همگرايي يا واگرايي يك سري مي       :تذكر 

توانيم واگرايي يا همگرايي   ميS2به جاي 
n n






1

1
2

، واگرايي يا همگرايي S1جاي   بررسي كنيم، يا به را
n n




 2

1

 . را1

هاي  واگرايي يا همگرايي سري ):  14 ( ي مسأله
n

nS
n








1 2
1

5 3
3 1

 و 
n

nS
n n








2 2
1

5 3
5 2

 . را تعيين كنيد

توانيم واگرايي يا همگرايي        مي S1 طبق تذكر قبل به جاي       :حل
n

n
n




 2

1

5
3

كه چون   .  را بررسي كنيم   
n n






1

5 1
. باشـد    نيز واگرا مـي    S1 واگرا است،    3

 :كنيم زير را بررسي مي ، سري S2به همين ترتيب براي   
p,p

p
n n

nS S S
n nn n

 ســري
 همگرا      همگرا     

   


 

    
3
2

3 3 212
1 1

5 1
5

 

 
 :ي زير قابل بيان است قبل نكتهي  مسألهبا استفاده از 

هاي كسري مانند  در سري :  نكته
k k

m m
n

an bn
a n b n

 




 
  


1

1
1




m، در صورتي سري همگرا است كه  k  1. 

 

 چه عددي باشد تا a ):  15 ( ي مسأله
n

( a )n
( n )





 


 2
1

2 1 3
2 1

  همگرا باشد؟

aتر باشد، بايد  ي مخرج كم ي صورت بايد بيش از يك درجه از درجه  چون درجه:حل  2 1  پس ،a  1
2. 

 جمع بندي سري مسائل ها و تست 
ه كبه فرض آن  ):  16 ( ي مسأله

n
A

n





 2
3

، حاصل 1
n n n



  3 2
3

1
2

 .به دست آوريد Aبرحسب را  

 : حل
n n n n n

n (n ) A
n(n ) n(n )n (n ) n (n ) n

    

    

 
    

  
    2 2 2

3 3 3 3 3

21 1 1 1 1 1 1 2 1
2 2 2 2 4 2 22 2

 

 
nn

n
aa

A A( ) A ( )
n n






       


2

3

1 1 1 1 1 1 314 2 2 4 2 2 8 2 






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 سري اگر ):  13 ( تست
n

a b( )n n






 

1
6 2 9 aشد،  با2 همگرا به 6 b2چقدر است؟  

1 (4 2 (28 3 (12- 4 (16- 

 :توانيم بنويسيم  رو مي صورت روبه  سري را به:حل
n n

a b
a b( ) ( )n n n n

 

 

  
    

1 1

2 3
6 2 9 6 3 1 3 2 
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xاگر  -1  1ي  گاه جواب معادله ، آنx x x
x

    2 3 11  كدام است؟  

1 (1
3 2 (1

2 3 (1
4 4 (1

5 

nسري  -2

n
a





 1

1
  همگرا است؟ 2، به عدد a به ازاي چه مقدار 

1 ( 3 1 2 (2 3 3 (( ) 3 1 4 (3 1 

مقدار سري  -3
k k

k
k






1

5 2
10

 م است؟  كدا

1 (2
3 2 (3

2 3 (3
4 4 (4

3 

kحاصل  -4 k
k

cos(k )







1 2 3

  كدام است؟ 

1 ( 1
7 2 (1

3 3 (5
6 4 ( 1

5 

nسري  -5 n

n
( )


 


 1 2 1

1
3   به كدام عدد همگراست؟ 2

1 (3
7 2 (21

4 3 (3
2 4 (2

7 

kاگر سري  -6
k

a



 2 1

1 3
3 به عدد 

  كدام است؟ a همگرا باشد، 4

1 (1
2 2 (1 3 (2 4 (3 

nسري  -7 n

n
( )





 2 2

1
2 3 … 

2همگراست به ) 1
4همگراست به ) 2 3

 واگراست) 4 1همگراست به ) 3 3

ل سري حاص -8
k

k
k

 




1

2

2
3

  كدام است؟ 

1 (1 2 (1
3 3 (2

3 4 (2
9 

nسري  -9

n
(log )






1
  به كدام عدد همگرا است؟ 2

1 (log( )2
5 2 (log5 2 3 (log( )5

 . واگراست) 4 2

www.riazisara.ir



112 
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 

  
1 1 1

5 2
5 2 5 2 1 310 10 110 10 5 2 4 410 1 110 10

 

 

kcosبا توجه به   )1( ي گزينه  -4 k ( )  1شود ، سري به يك سري هندسي تبديل مي: 

k
k

k k k k
k k k

cos(k ) ( ) ( )
  

  

 
     

  
  

1 1 1

1
1 1 16

6 1 72 3 2 3 1 6

 

 :را به صورتي استاندارد بنويسيم ايم كه بايد آن با يك سري هندسي مواجه  )1( ي گزينه  -5

nn n n
n

n n n
( )

  
 

  
     


  1 2 1

2
1 1 1

2
3 2 3 2 3 393 2 2 2 9 2 2 73 1 9

 

 :را به صورتي استاندارد بنويسيم ايم كه بايد آن با يك سري هندسي مواجه  )3( ي گزينه  -6

k
k k

k k k

a a a aa ( ) a a
  

 
  

        


  2 1 1 2
1 1 1

1
1 1 3 3 393 3 29 1 8 8 43 3 3 1 9

 

 :را به صورتي استاندارد بنويسيم ايم كه بايد آن با يك سري هندسي مواجه  )4( ي گزينه  -7

. سري واگراست
n

n n n
n

n n n
( ) ( )

   

  
      

4 12 2 2 3

1 1 1

4 42 3 3 9 33
 

 :را به صورتي استاندارد بنويسيم ايم كه بايد آن با يك سري هندسي مواجه  )3( ي گزينه  -8

k k
k

k k

( )
( )

 

 
     


 

2
1

2 2

2
2 1 2 1 1 4 23

2 3 2 2 2 3 33 1 3

 

logچون   )2( ي گزينه  -9 2 1سري همگرا است و داريم ،: 

n

n

log log log log(log ) loglog log log loglog( )




    

  5
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 :را به صورتي استاندارد بنويسيم ايم كه بايد آن با يك سري هندسي مواجه  )2( ي گزينه  -10

n n n n n

n n n
( ) x ( ) x ( x ) ( x)

x x x x x

  
  

  

           
 

  1 1 1
2

1 1 1 11 1 1  
 

1 برابر هندسي ي دنبالهقدرنسبت   )1( ي گزينه  -11
3

 :  است، پس

nn

a
a alim S a ( )


        

 

3 3 3 3 1 3 3 31 3 1 3 11
3

 

 :  ، بنابراين… و aq ،aq2اند از   باشد، جملات بعد آن عبارتaي سري  اگر يك جمله  )1( ي گزينه  -12

n n a

n n

q qa aq a a q a q
q q

 


 
       

  
1 1

111 1 2
 

 :رو باشيم كنيم تا با يك سري هندسي استاندارد روبه تر مي ي عمومي سري را ساده جمله  )4( ي گزينه  -13
k k k( )( ) ( )( )( ) ( )          1 2 22 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 

k k

k k
S ( ) ( )

( )( )( ) ( )

 


 

           
     

 2
2 2

1 1

2 1 21 1 1 12 1 2 1 3 221 2 1 2 1 2 2 3 2 42 1 2 1
 

 :رسيم  در صورت و مخرج هر كسر، به يك سري هندسي ميk4 و k2هاي  با فاكتورگيري از عامل  )2( ي گزينه  -14

k kk k k
k k k k

k k k

( ) ( )
( )

  

  

    
  

  
2 2 2

4
2 1 22 4 2 116

4 2 24 8 4 1 2 1 4

 

 
n{Sي ابتدايي  با نوشتن چند جمله  )4( ي گزينه  -15  : آوريم دست مي  فرم كلي آن را به{

S 1 1 

S S   2 1 2 2
1 11
2 2

 

S S3 2 3 2 3
1 1 11

2 2 2
     

n

n n nn k knk k
S S lim S



 
             


 2 3

2 2

1
1 1 1 1 1 341 1 1 1 1 22 2 2 2 2 1 2


 

ي منفي مانند  با نوشتن هر جمله  )3( ي گزينه  -16 1
1صورت   به27 2

27  :صورت تفاضل دو سري هندسي بنويسيم يم سري را بهتوان ، مي27

n
n

n n
S ( ) ( ) ( )

1 1

1 1
1 1 1 2 2 1 2 1 2 113 2723 9 27 27 729 3 1 1 2 26 2627 1 13 27

 

 
              

 
   

x هندسي برابر است با ي دنبالهقدر نسبت   )4( ي گزينه  -17 2 3
 : ، بنابراين شرط همگرايي عبارت است از3

x| | | x | x x x2 3 1 2 3 3 3 2 3 3 2 6 33
                 

nت توانيم به صور كه سري را مي با توجه به آن  )1( ي گزينه  -18

n
x ( x )





1 2

1
xبراي ( بنويسيم 3  (براي همگرايي بايد داشته باشيم ، : 

| x | x x | x | | x | x         2 2 2 31 13 1 3 1 3 33
 

xبراي    كند شخص ميي موردنظر را م محدوده) 1(ي  ، پس گزينه)شود ي جملات آن صفر مي همه( نيز به وضوح سري همگراست . 
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|بايــد   )3( ي گزينه  -19 tan x | tan، پــس بايــد 1 x  1 yي مثلثــاتي يــا نمــودار  بــا توجــه بــه دايــره. 1 tan x ايــن شــرط بــراي ،

x   4 x3 و   4 5
4 4
  )  ي    در محدودهx 3

2 2
   (  دهد     رخ مي)        ها    و در حالت كلي بايد به دو سر محدودهk2     اضـافه شـود  .(

3چون   كند ي مناسبي را مشخص مي  محدوده3ي  ، گزينه. 

nسري    )4( ي گزينه  -20

n
r






1
| به ازاي     r | n است و سري      همگرا 1

n
( )
r






1

| به ازاي    1 |
r
1 |يا معادلاً    (1 r | بنابراين سري اصلي كـه     . )1

 .گاه همگرا نيست  تشكيل شده، هيچاز جمع اين دو سري

 :صورت جمع دو سري بنويسيم  توانيم به سري موردنظر را مي  )4(  ي گزينه  -21
n

n n
n

n n n

b b( ) ( )
a aa

  

  

    
3 3 3

1 1 

|كه هر دو سري همگرا باشد، بايد  براي آن |
a
1 |b و 1 |

a
 |: پس. 1 a | | و 1 b | | a |اين دو شرط برقرار است) 4(ي  ، كه در گزينه . 

qراي همگرا بودن آن بايد ايم كه ب با يك سري هندسي مواجه  )3( ي گزينه  -22  1 1: 

log [x] log ( ) log [x] log [x] [x] x             2 2 2 2
1 121 1 2 1 1 22 2 

 :توانيم بنويسيم عدد موردنظر را به اين صورت مي  )3( ي گزينه  -23

n
n

/ / / /
( ) ( )




         2 3 2

1

12 12 12 120 12 0 12 0 0012 0 000012 100 100 100 10
  

nn گيريم از فرض نتيجه مي  )2( ي گزينه  -24
lim a /


 1 /: ، كه طبق نكات درس1  11 1 101 1 9 9. 

 :طبق نكات بخش آموزش داريم  )1( ي گزينه  -25
ba ba/ ba ba ba a , b a b              5 5 5 5 520 5 5 5 520 5 525 5 2 7990 990 99 

/: طبق نكات بخش آموزش داريم  )3( ي گزينه  -26  139 1 461 39 99 pپس . 33  q و 46  33. 

a : طبق نكات بخش آموزش داريم   ) 3(  ي گزينه  -27 a b/ a a b    7 70 7 7 999 99 11
 

a است، بنابراين 9، مضرب a7 دورقمي عددپس  7 a:  و داريم72  b و 2  8. 
 :بنويسيم) شامل جملات زوج و جملات فرد سري اول(صورت جمع دو سري  توانيم به هر سري را مي  )3( ي گزينه  -28

k
n k k k k k

n k k k k k k
a a a

      


  
      

           1 2
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      
 

11
3 1 9 8 17493 1 1 8 3 24 241 19 4

 

)ncos: دانيم  مي)  2( ي گزينه  -29 ) 2 )   برايn و  ) هاي فردncos( )  12)   برايn بنابراين جملات با    ). هاي زوجn        فـرد در سـري حـذف 

)ncos زوج، چون با تواني زوج سروكار داريم، مهم نيست           nشوند و در جملات با        مي )  )ncos يا  12 )  12 .توانيم بـه جـاي    در هر حال مي

 :بنابراين.  قرار دهيم1آن 

k k

k k
n k S ( ) ( )

 

 
     


 2

1 1

1
1 1 142 2 4 1 31 4

 

sin(k: ، داريم kچون براي هر عدد صحيح        )2( ي گزينه  -30 )     شوند،    برابر صفر مي    جملات مجموع  ي   همه ي چهارم به بعد     ، بنابراين از جمله

nبراي (شود   مي4 مضرب !nزيرا   n!k، و )4   :درنتيجه.  يك عدد صحيح خواهد شد4

n n
n n

sin(n! ) sin(n! ) sin( ) sin( ) sin( )
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nبراي(ي سوم مجموع به بعد        از جمله   )2( ي گزينه  -31  !cos(nشـود، بنـابراين      مـي  6 مضرب   !n، عدد )3 )3   ـ         را مـي  ر تـوانيم بـه صـورت زي

 :بنويسيم

cos( k ) cos( k )   6 2 13 

 : شود ي سوم به بعد، به يك سري هندسي تبديل مي بنابراين سري از جمله

n
n n n

n n n n

cos(n! ) cos(n! ) cos(n! ) cos( ) cos( ) ( )
( )

  

   

    
          


   

3
2

1 1 3 3

2 1
1 1 1 3 1 113 3 3 3 3 4

4 16 4 8 32 1 32 48 964 4 4 1 4

 

]nبه وجود با توجه   )1( ي گزينه  -32  : هاي فرد تفكيك كنيمnهاي زوج و n، بايد سري را به دو سري براي 2[

n[ ] k

n k (k )n k [ ][ ] [ ] n k k(k )

n k

n k

  


  


   

       
  

     

  
2 22

2 2 12 1 22 2 1 1 12 1 22 2

1
2 2 2 1 1 1 1 1 4 54

1 1 3 3 32 2 1 12 4 42 1 2 2 2

 

1كنيم، مثلث جديد با نسبت        الاضلاع را به هم وصل مي       هاي اضلاع يك مثلث متساوي      وقتي وسط   )4( ي گزينه  -33
. تشابه است  با مثلث قبلي م    2

) برابر )دنبالهيا همان قدر نسبت (ها  هاي آن پس نسبت مساحت ) 21 1
2  : بنابراين. شود  مي4

 a
: a , q S

q
 حد مجموع       

 

2 1
1

3 3 4 312 34 4 1 1 31 4

  مساحت اولين مثلث

a است، و قطر مربع اوليه       aچون قطر مربع جديد همان        )4( ي گزينه  -34 a مربع    نسبت تشابه دو   ،2
a

 1
2 2

.  است 

1نيز )  هندسيي دنبالهيا همان قدر نسبت (ها  بنابراين نسبت محيط
2

 : داريم. باشد  مي

n
n

a aaq , a a S a a ( ) a( )
q

1
1

1

4 21 44 4 2 2 1 4 2 21 12 2 11
2




          

 
(  ــربع ــن م ــط اولي  (محي

n :  شود، داريم  كاسته مي) و به تبع آن شعاع    ( درصد از قطر  20در هر مرحله چون  )   4(  ي گزينه  -35 n n nr r r r   1
20 4

100 5 

n n
n n

S ( r ) r ( )
 

 
               


 

1 1

1
1 1 4 1 4 4 1 5222 2 5 2 5 5 2 4 21 5

 

 :صورت تفاضل دو كسر بنويسيم توانيم به ي سري را مي هر جمله  )2( ي گزينه  -36

S ( ) ( )               
  

1 12 7 17 12 22 17 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 7 12 12 17 17 22 5 7 12 12 17 17 22 5 7 35  

 :صورت تفاضل دو كسر بنويسيم توانيم به ي سري را مي هر جمله  )3( ي گزينه  -37

nn
lim S


               
  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
12 20 30 3 4 4 5 5 6 3 4 4 5 5 6 3   

 :صورت تفاضل دو كسر بنويسيم توانيم به يي سري را م هر جمله  )3( ي گزينه  -38

 
k k

nnk k
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S ( ) a lim a
(k )(k ) k k



 

 
       

     

1

4
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1 1 1 1 12 3 3 2 

 :صورت تفاضل دو كسر بنويسيم توانيم هر جمله را به  از داخل مجموع، مي8با بيرون كشيدن عدد   )2( ي گزينه  -39

 
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
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 :آوريم دست مي ي تلسكوپي به  را با استفاده از قاعدهS2 و S1 حاصل :راه اول  )1( ي گزينه  -40

 

 

n n

n n

nnn
a a

nnn
a a

S ( ) a lim a
n n

S S
S ( ) a lim a

n n
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
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


           

    
 





1

1

1 1
1

1 2

2 1
1

1 1 1
1 2 2

1 1 1
2 3 61 1 1
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n{aچون   )2( ي گزينه  -66 nn: كران است، پس  صعودي و بي{
lim a


 و داريم : 

nسري واگرا  n nnn
(a a ) lim a a






     1 1
1

 

n{aي  چون دنباله  )1( ي گزينه  -67 nnكران است، پس   صعودي و بي{
lim a


  .نابراين ب
n n
lim

a
1 و داريم  : 

nn n nn
S ( ) lim

a a a a a




    

1 1 11

1 1 1 1 1 

 :نويسيم صورت تفاضل دو لگاريتم مي ي مجموع را به هاي لگاريتم هر جمله با استفاده از ويژگي  )2( ي گزينه  -68

n n

n n n n n n

n n n nn n nn
b b

a a a a a aS log( ) log( ) (log( ) log( ))
a a a aa



  
    
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      
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  
          

n: دانيم مي  )3( ي گزينه  -69 n na S S    : ، بنابراين1

n
n (n )(n )n na

n (n ) n(n ) n(n )
     

    

2 1 11 1
1 1 1 1 1 

در عبارت   )2( ي گزينه  -70
n

k

k
n

 2
1

توانيم   است، پس ميk، متغير عبارت داخل مجموع 
n2
 : را از سيگما خارج كنيم1

n n

n nn nk k

n(n )k n n nS k ( n) lim S lim
n n n n n n  

             
2 2
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 

naچون   )4( ي گزينه  -71
n

  3
nn و 81

lim a


 1 سري واگرا است ، . 

nnگيريم   از همگرايي سري نتيجه مي   ) 2(  ي گزينه  -72
lim a


 بنابراين ، : n
n n

(a ) ( )lim
a

 
 

 

2 2 2

2
1 1 1

3 2 23 2

 

nnاگر   )2( ي گزينه  -73
lim a L


،گاه   آنn nn n
lim a lim a L1 2 
 

 گيريم سري نتيجه مي همگرايي  از، حال : 

n n n n
n n nn

a a a alim L L (L ) L lim aa


  

              

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nچون سري   )  4( ي گزينه  -74
n

b





1
nn:  همگرا است، داريم   

lim b


  . حال از اين كهn{a n{bدار است و   كران{  همگرا به صفر، نتيجـه  {

nيعني (ها نيز  ضرب آن يريم حاصلگ مي n{a b  . همگرا به صفر است) {
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nاگر سري     )3( ي گزينه  -75
n

a





1
nn: گاه   همگرا باشد، آن   

lim a


     بنابراين  .  نيست ت، ولي عكس آن درسL   تواند باشـد     مي   هر عدد حقيقي .

naمثال براي 
n

  . است) 4(و ) 2(هاي  ، مثال نقضي براي گزينه1

]مقدار دانيم  مي  )3( ي گزينه  -76 ]
n
n براي 10   برابر صفر است، زيرا در اين صورت 10

n
 10 1بنابراين ، : 

n n
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n n
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 
            
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kبراي   )1( ي گزينه  -77  k: ، داريم5 k   5 2بنابراين ، :k
k
 


5 12و درنتيجه  :k[ ]
k
 


5
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 :توانيم بنويسيم صورت زير مي سري را به  )1( ي گزينه  -78
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          
       


1

1
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 

aگيريم  از فرض سؤال نتيجه مي  )3( ي گزينه  -79 a ...  1 2  :، حال داريم2
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nn:گيريم از همگرايي سري اول نتيجه مي  )4( ي گزينه  -80
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

 پس اگر ،n
n
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a

گاه ، آن:nn
lim b


  .پس سريn
n

b





1
 .  واگرا است

nحاصل سري هندسي   )2( ي گزينه  -81
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

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 :را با اين سري مقايسه كنيمتوانيم سري موردنظر  بنابراين مي. دانيم  را مي
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nx با فاكتورگيري عامل :راه اول  )3( ي گزينه  -86 1رسيم ي سري، به يك سري هندسي مي  در هر جمله: 
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nاما  . ايم  كنيد به يك سري تلسكوپي همگرا رسيده        طور كه مشاهده مي     همان
n n
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 
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 
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2 1
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