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���� ��� :
        
        تعاريف:تعاريف:تعاريف:تعاريف:

        خم مسطح: خم مسطح: خم مسطح: خم مسطح: 

  ها است كه بتوانيـم آن را بدون بلند كردن قلم از روي كاغذ رسم كنيم. اي از نقطه خم مسطح مجموعه  

  ي خمهاي مسطح هستند. ها، همه و زاويه ها خط ، پارهها خط ، نيمها خط  

        خم ساده:خم ساده:خم ساده:خم ساده:

بـه   رسـند.  هاي انتهايي بـه هـم مـي    اي خود را قطع نكند مگر در حالتي كه نقطهه يك خم ساده، يك خم مسطح است كه هيچيك از نقطه

  مسير حركت داشته باشيم. 2عبارت ديگر خم ساده خمي است كه از هر نقطه روي آن حداكثر 

        خم بسته:خم بسته:خم بسته:خم بسته:

ي است كه از هر نقطه به عبارت ديگر خم بسته خم شود. هاي انتهايي يك خم بر هم منطبق باشند، آن خم بسته ناميده مي اگر نقطه  

  مسير حركت داشته باشيم. 2روي آن حداقل 

   خم ساده بسته:خم ساده بسته:خم ساده بسته:خم ساده بسته:
، خمي است كه از بستهساده خم به عبارت ديگر شود بسته ناميده ميساده بر هم منطبق باشند، آن خم ساده هاي انتهايي يك خم  نقطه اگر

  مسير حركت داشته باشيم. 2هر نقطه روي آن دقيقاً 

        جمع بندي:جمع بندي:جمع بندي:جمع بندي:

  

  

  خم مسطح 

  

 

 

        قضيه خم جردن: قضيه خم جردن: قضيه خم جردن: قضيه خم جردن: 

  كند. ، صفحه را به سه زيرمجموعه جدا از هم، درون، بيرون و روي خم تقسيم ميCي بسته  هر خم ساده  

                ي محدب و غير محدب:ي محدب و غير محدب:ي محدب و غير محدب:ي محدب و غير محدب:    ناحيهناحيهناحيهناحيه

هـاي يـك صـفحه بـه دو دسـته محـدب و غيـر محـدب          ناحيـه  شود. اجتماع يك خم ساده بسته با درون آن يك ناحيه ناميده مي  

ي دلخواه آن را بـه هـم وصـل     خطي كه هر دو نقطه ها) محدب است، اگر پاره اي از نقطه شود.يك ناحيه محدب (يا مجموعه بندي مي قهطب

  كند، كاملاً درون ناحيه قرار گيرد. مي

كنـد، كـاملاً درون    مـي ها را به هم وصل  خطي كه آن در غير اين صورت اگر حداقل دو نقطه در ناحيه وجود داشته باشند به طوري كه پاره

  شود. ناحيه قرار نگيرد، آن ناحيه غير محدب خوانده مي

        ::::چند ضلعيچند ضلعيچند ضلعيچند ضلعي

هم صفحه باشند و هـيچ   ها خطپاره خط تشكيل شده است. به طوري كه پاره  3چند ضلعي يك خم ساده بسته است كه از اجتماع حداقل 

 سه رأس متوالي آن روي يك خط قرار نگرفته باشند.

        

 ساده 

 غير ساده

    ...لوزي ،مربع ،دايره :بسته

  ...نيم خط ،پاره خط ،زاويه :باز

   ...,∞∞∞∞علامتهايي مانند  :بسته

 ...,ααααعلامتهايي مانند  :باز
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        ::::چند ضلعي محدبچند ضلعي محدبچند ضلعي محدبچند ضلعي محدب

  هرگاه مجموعه نقاط دروني يك چند ضلعي يك مجموعه محدب باشد، چند ضلعي را محدب گوييم.  

 .باشدكمتر  180°هايش از زاويه تمام شرط لازم و كافي براي آن كه يك چند ضلعي، محدب باشد آن است كه

  مجموعه محدب نباشد؟ يك ناحيه محدود به يك چندضلعي در كدام حالت ممكن است، مثال:����

  ) تمام نقاط پاره خطي كه دو نقطه دلخواه آن را به هم وصل كند، عضو آن مجموعه باشد.1  

  باشد. 180°) هر زاويه داخلي آن كمتر از 2  

  ) ساير رأسها در يك طرف هر خطي قرار دارند كه بر ضلع آن منطبق است.3  

  ) يك قطر آن را به دو مجموعه محدب تقسيم كند.4  

  پاسخ است.   4گزينه : حل����

  مثال نقض براي اين موضوع شكل مقابل است: 

        چند ضلعي منتظم:چند ضلعي منتظم:چند ضلعي منتظم:چند ضلعي منتظم:

قابـل  . هر چند  ضـلعي منـتظم   هايش نيز با هم مساوي باشند ي زاويه يك چند ضلعي منتظم است هرگاه همه اضلاع آن با هم و همه  

  دايره است. يك چند ضلعي منتظم، محدب نيز هست.يك دايره و محاط شدن در يك محيط شدن بر 

        و خواص چندضلعي هاي محدب:و خواص چندضلعي هاي محدب:و خواص چندضلعي هاي محدب:و خواص چندضلعي هاي محدب:    نكاتنكاتنكاتنكات

)ضلعي محدب  nاز هر رأس  -1 )n −   گذرد. قطر مي 3

ضلعي محدب مساوي  nتعداد قطرهاي  -2
n(n )− 3

2
 است. 

  ضلعي محدب تبديل كنيم، چه مقدار به اقطار اضافه خواهد شد؟ 101ضلعي محدب را به  100مثال: اگر يك ����

  حل:����

99
2

3100100

2

3101101
====

−−−−
−−−−

−−−− )()(  

))))ضلعي به  nبه طور كلي اگر يك  ))))1++++n  ،ضلعي تبديل شود(((( ))))1−−−−n شود.ار آن اضافه ميقطر به اقط  

  در كدام چند ضلعي تعداد قطرها سه واحد بيشتر از تعداد ضلعها است؟ مثال:����

  حل: ����

23
3 5 6 0 6

2

n(n )
n n n n

−−−−
− = ⇒ − − = ⇒ =− = ⇒ − − = ⇒ =− = ⇒ − − = ⇒ =− = ⇒ − − = ⇒ =  

n)ضلعي محدب مساوي  nهرع زواياي داخلي وجمم -3 )− × °2  است.   180

ي آن يـك زاويـه    اندازه .درجه است 2570يكي از آنها برابر  جز بهچندضلعي محدب، مجموع همه زواياي داخلي،  مثال: در يك����

  ر است؟چقد

  حل:����

5018018050501801425701802 −−−−====⇒⇒⇒⇒====++++⇒⇒⇒⇒++++××××====°°°°====−−−−°°°°××××−−−− kx̂kx̂x)n(  
>>>>>>>>°°°°چون چندضلعي محدب است،  1800 x̂  تنها لذاx  قابل قبول°°°°==== 130x .است  

ضلعي منتظم مساوي nهر زاويه  نتيجه:
n

360
180−= 

(n )

n

− ×2 180
 است. 

  كدام است؟ nاست.  150°ضلعي منتظم  nي يك  زاويه اندازهمثال: ����

  حل:����

 1230
360

150
360

180 ====⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒====−−−− n
nn
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  ، طول اقطار را به دست آوريد.aدر شش ضلعي منتظم به ضلع مثال: ����

  حل: ����

  قضيه كسينوسها و قطر بزرگ را با قضيه فيثاغورث به دست مي آوريم. قطر كوچك را با

ayaaaaxy

axacosaaax

243

331202

222222

22222

====⇒⇒⇒⇒====++++====++++====

====⇒⇒⇒⇒====−−−−++++====
 

  

 است،   360°ضلعي محدب مساوي  nباشد. لذا جمع زواياي خارجي مي n180ضلعي محدب  nمجموع زواياي داخلي و خارجي يك  - 4

ضلعي منتظم  nهر زاويه خارجي  :1 نتيجه
n

360
  است. 

  دارد. زاويه حاده داخلي 3حداكثر ضلعي  nهر  :2 نتيجه

  

برابر است با:      a ضلعي منتظم به ضلع  nمساحت  -5
n
a OH× ×

2
 

 برابر است با: aضلعي منتظم به ضلع  nلذا مساحت   
2

4

na
S Cot

n

ππππ
==== 

2برابر است با:   aضلعي منتظم به ضلع  6مساحت  حالت خاص مهم:

2

33
a 

    تظم كدام است؟واحد مربع است.مساحت هشت ضلعي من 2در شكل مقابل مساحت مربع مثال:����

  حل:����

)(x)x(S

)(
xxxS

12442
2

2

2

1
8

12
24

222

22

2
2222

8 −−−−========××××××××××××====

−−−−====
−−−−
−−−−

====
++++

====→→→→====++++→→→→====

  

  بيابيد.Sهاي زير بر حسب  مساحت هر يك از نواحي بوجود آمده بوسيله اقطار را در شش ضلعي مثال:����

  حل:����
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S
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3
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6
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6
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12
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6
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9
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        حالات خاص:حالات خاص:حالات خاص:حالات خاص:

nمساوي است با:       Rاي به شعاع  ضلعي منتظم محاط در دايره nمساحت  الف) AOBS nS n R sin
n

∆= = × 21 360
2

  

nPو محيط آن برابر است با:          nR sin
n

=
180

2    

  

  

  

  برابر كدام است؟ Rضلعي منتظم محاط در دايره به شعاع  : مساحت هشتمثال����

  حل: ����

22 22
8

360
4 RsinRS ======== 

  باشد، مساحت شش ضلعي منتظم محاط در آن كدام است؟  12اگر در يك دايره مساحت مثلث متساوي الاضلاع محاطي برابر با  مثال:����

  حل:����

ثلث گونه كه در مثال فوق معلوم شد مساحت شش ضلعي دو برابر مساحت م همان

  است. 24متساوي الاضلاع است. پس مساحت شش ضلعي برابر 

  

  

برابـــر اســـت بـــا:   Rاي بـــه شـــعاع  ضـــلعي منـــتظم محـــيط بـــر دايـــره nمســـاحت  ب)

nS nR tan
n

= 2 180
nPو محيط آن برابر است با       nR tan

n
=

180
  است. 2

  

  

  برابر كدام است؟ Rاي به شعاع  ضلعي منتظم محيط بر دايره مثال: مساحت شش����

  حل: ����

22 32
6

180
6 RtanRS ========  

شود كـه اضـلاع و محـيط و تمـامي      ضلعي منتظم كوچكتر حاصل مي nضلعي منتظم را بهم وصل كنيم، يك  nع يك اگر اوساط اضلا -6

اجزاي طولي آن 
n

Cos
π

ضلعي منتظم اوليه است. و مساحت آن  nبرابر 
n

Cos
π2.مساحت اوليه است  

n
SCosS

n
aCosa

π

π

2=′

=′
  

 

  .هاي منتظم بيشترين مساحت را دارند. ها با محيط ثابت، چند ضلعي در بين چند ضلعي -7

  

••••

••••

••••

••••

••••

••••

a

a′′′′

A B

O

R

O

R 
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��

:ر����  
ها به سبب روابطي كه بين اجـزاي آنهـا وجـود دارد،    برخي از چهارضلعيباشد.  مي هاترين نوع چندضلعيساده ،پس از مثلث، چهارضلعي

 كنيم.اهميت بيشتري دارند. در اين قسمت انواع و خواص آنها را بررسي مي

        نكات: نكات: نكات: نكات: 

  برابر است با:   θين دو قطر ي ب و زاويه bو  aمساحت چهار ضلعي محدبي به اقطار  -1

θabSinS
2

1
= 

  

  

  هاي محدب: چند نامساوي در چهار ضلعي -2

  الف) هر ضلع دلخواه چهار ضلعي محدب همواره از مجموع سه ضلع ديگر ان كوچكتر است:

BCADABDC ++<  
 

  

  
باشد، آن گاه مجموع فواصل آن  ABCDنقطه دلخواه درون چهار ضلعي محدب  Oب) اگر 

  تر و از مجموع سه ضلع ديگر كوچكتر است: تا دو سر يك ضلع، از آن ضلع بزرگ 

ADDCBCOBOAAB ++<+<  
 

  
تر و از  ج) مجموع فواصل هر نقطه داخل چهار ضلعي محدب، از رئوس آن از نصف محيط بزرگ

  نشان دهيم، خواهيم داشت:  P2تر است. كه اگر محيط چهار ضلعي را با  برابر محيط كوچك 5/1

P3==== (محيط)
2

3
<+++<= ODOCOBOAP (محيط)

2

1  

 
لع چهار ضلعي محدب به طور ضربدري از زواياي مجاور به د) زواياي مجاور به كوچكترين ض

  ترين ضلع بزرگ ترند.  بزرگ
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        انواع چهارضلعي:انواع چهارضلعي:انواع چهارضلعي:انواع چهارضلعي:

        الاضلاع:الاضلاع:الاضلاع:الاضلاع:متوازيمتوازيمتوازيمتوازي

دو مــوازي اي اســت كــه اضــلاع آن دوبــهچهارضــلعي ،الاضــلاعتعريــف: متــوازي

و  AB||CDدر شــكل كــه در آن  ABCDالاضــلاع يكديگرنــد. ماننــد متــوازي

AD||BC .است  

  شوند:ها داراي خواصي است كه با قضاياي زير بيان ميالاضلاع علاوه بر خواص عمومي چهارضلعيمتوازي

  الاضلاع، اضلاع مقابل مساوي يكديگرند.در هر متوازي -1

  هاي مجاور مكمل يكديگرند.متساوي و زاويه ،هاي مقابلالاضلاع زاويهدر هر متوازي -2

  كنند.گر را نصف ميالاضلاع قطرها يكديدر هر متوازي -3

  

        قضاياي عكس:قضاياي عكس:قضاياي عكس:قضاياي عكس:

  الاضلاع است.دو متساوي باشند چهارضلعي متوازياگر در يك چهار ضلعي اضلاع مقابل دوبه -1

  الاضلاع است.دو متساوي باشند، چهارضلعي متوازيهاي مقابل دوبهاگر در يك چهارضلعي زاويه  -2

  الاضلاع است.چهارضلعي متوازي ،ع مكمل يكديگر باشنداگر در يك چهارضلعي هر دو زاويه مجاور به يك ضل  -3

  الاضلاع است.  چهارضلعي متوازي ،اگر در يك چهارضلعي قطرها منصف يكديگر باشند  -4

  الاضلاع است.چهارضلعي متوازي ،اگر در يك چهارضلعي دو ضلع مقابل متوازي و متساوي باشند  -5

  

  كند؟الاضلاع را مشخص نميوازيهاي زير يك مت: كداميك از چهارضلعيمثال����

  ) چهارضلعي اي كه دو ضلع موازي و دو ضلع مساوي داشته باشد.1  

  ) چهارضلعي اي كه قطرهايش منصف يكديگر باشند.2  

  ) چهارضلعي اي كه دو ضلع مساوي و موازي داشته باشد.3  

  رويش مساوي باشند.) چهارضلعي اي كه زواياي روبه4  

  ت.  پاسخ اس 1گزينه  :حل����

  كنند. ها خصوصيات متوازي الاضلاع را بيان ميي متساوي الساقين نيز دو ضلع موازي و دو ضلع مساوي دارد. بقيه گزينه ذوزنقه

            ::::نكاتنكاتنكاتنكات

  در هر متوازي الاضلاع، مجموع مربعات قطرها برابر است با مجموع مربعات اضلاع   -1

AC BD AB BC CD AD+ = + + +2 2 2 2 2 2 

  

  

را به وسطهاي دو ضلع غير مجاور يي كه يك رأس ها خطدر هر متوازي الاضلاع پاره  -2

  كنند. كنند، قطر مقابل به آن رأس را به سه بخش مساوي با هم تقسيم مي آن وصل مي

BL CL
DP PQ BQ

DM CM

=
⇒ = =

=
  

A B

CD

A B

D C

A B

D C
P

M

Q L
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مساحت متوازي الاضلاع برابر است با حاصل ضرب ارتفاع نظير يك ضـلع در آن    -3

باشـد،   θو زاويه بـين آنهـا    b,aاگر طول و عرض متوازي الاضلاعي همچنين  ضلع

  داريم:

S absin= θ  
 

ي دلخـواه داخـل متـوازي الاضـلاع      يـك نقطـه   Oدر هر متوازي الاضلاع اگر   -4

   باشد، داريم:

1

2
AOB COD AOD BOC ABCDS S S S S+ = + =+ = + =+ = + =+ = + =  

يي وصـل مـي مـي كنـيم. اگـر      هـا  خطبه رئوس پاره  250به مساحت  ABCDداخل متوازي الاضلاع  Oاز نقطه دلخواه  :مثال����

  كدامست؟  OCDلثباشد، مساحت مث 70برابر  OAB مثلث  مساحت

 :حل����

55125
2

250
====→→→→========++++ OCDOCDOAB SSS  

 كند.الاضلاع آن را به دو مثلث همنهشت تقسيم ميقطر هر متوازي -5

ABو  ABعمود بر ساق  ACدر متوازي الاضلاع مقابل قطر  :مثال���� ,AC= =5  هاشور زده شـده در  است. مساحت قسمت 6

  شكل كدام است؟

  : حل����

  ا:كند، لذ قطر هر متوازي الاضلاع آن را به دو مثلث همنهشت تقسيم مي

ABCDABC SSBCDABD,ADCABC
2

1
====⇒⇒⇒⇒∆∆∆∆====∆∆∆∆∆∆∆∆====∆∆∆∆ ∆∆∆∆  

  اقطار متوازي الاضلاع منصف يكديگرند، لذا:

CODBOC SSCO ∆∆∆∆∆∆∆∆ ====⇒⇒⇒⇒است  ∆∆∆∆BCDميانه مثلث  ⇒⇒⇒⇒==== OBDO  

5730
4

1

301565
2

1

4

1

2

1

/S

SS

SSS

COD

ABCDABC

ABCDBCDCOD

====××××====⇒⇒⇒⇒










====⇒⇒⇒⇒====××××××××====

========⇒⇒⇒⇒

∆∆∆∆

∆∆∆∆

∆∆∆∆∆∆∆∆
 

كنيم. از تلاقي اين خطوط، يك چهارضـلعي حاصـل مـي   يي موازي قطرها رسم ميها خط ،از چهار رأس يك چهارضلعي :مثال����

  شود. نسبت مساحت چهارضلعي اول به مساحت چهارضلعي حاصل شده، كدام است؟

الاضـلاع  دو موازي باشـند، متـوازي  عي كه اضلاع روبرويش دوبههر چهارضل :حل����

  لذا: كند.الاضلاع آن را به دو مثلث همنهشت تقسيم ميباشد. قطر هر متوازي مي

MNPQABCD SS

CDPOCD
OD||CP

DP||OC

AQDAOD
OD||AQ

QD||AO

BNCBOC
NC||BO

OC||BN

AMBAOB
AM||BO

MB||AO

2

1
====⇒⇒⇒⇒




















∆∆∆∆====∆∆∆∆⇒⇒⇒⇒




∆∆∆∆====∆∆∆∆⇒⇒⇒⇒




∆∆∆∆====∆∆∆∆⇒⇒⇒⇒




∆∆∆∆====∆∆∆∆⇒⇒⇒⇒



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θ
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        مستطيل:مستطيل:مستطيل:مستطيل:

دو مـوازي  هـاي چهارضـلعي قائمـه باشـند، اضـلاع آن دوبـه      انـد. اگـر زاويـه   هاي آن قائمهاي است كه زاويهتعريف: مستطيل چهارضلعي

الاضـلاعي قائمـه باشـد، سـه زاويـه      اند. اگر يك زاويه از متوازيهايش قائمهالاضلاع است كه زاويهيكديگرند. پس مستطيل نوعي متوازي

  الاضلاعي است كه يك زاويه قائمه داشته باشد.توان گفت: مستطيل متوازياند. پس ميديگــر آن نيز قائمه

  شود:ا دارد، ضمناً داري خاصيت مهمي است كه با قضيه زير بيان ميالاضلاع رمستطيل همه خواص يك متوازي

  در هر مستطيل قطرها مساوي يكديگرند. 

        

        قضيه عكس: قضيه عكس: قضيه عكس: قضيه عكس: 

  مستطيل است. ،الاضلاعي كه قطرهاي آن متساوي باشندمتوازي

  تساوي قطرهاي يك چهارضلعي براي مستطيل بودن آن چه شرطي است؟ :مثال����

 ) نه شرط لازم و نه شرط كافي4) شرط لازم و كافي           3    ) شرط كافي 2                        ) شرط لازم1   

  :حل����

  اگر چهار ضلعي مستطيل باشد، قطرهاي آن مساويند، پس تساوي قطرها شرط لازم است.

  داريم: ABCDبراي هر نقطه در داخل مستطيل  نكته:

MA MC MB MD+ = +2 2 2 2  
 

 

 Dاز  Pاست. فاصـله نقطـه    4و  3، 10به ترتيب  C,B,Aز رئوس ا ABCDواقع در داخل مستطيل  Pفاصله نقطه  :مثال����

  چقدر است؟

  1 (75  2 (95  3 (103  4 (107  

 : حل����

1071073410 222222222 ====⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒++++====++++⇒⇒⇒⇒++++====++++ MCMCMCMDMBMCMA  
        لوزي:لوزي:لوزي:لوزي:

دو متوازينـد. بنـابر ايـن    توان ثابت كرد كه اضلاع لـوزي دوبـه  اي است كه چهار ضلع آن مساوي يكديگرند. ميتعريف: لوزي چهارضلعي

  .استور آن مساوي يكديگر الاضلاع است كه دو ضلع مجالوزي نوعي متوازي

  شود:زير بيان مي قضيهديگري است كه با  خاصيتالاضلاع را دارد و علاوه بر آنها داراي لوزي همه خواص متوازي

 كنند.ها را نصف ميدر لوزي قطرها بر هم عمودند و زاويه

  قضاياي عكس:قضاياي عكس:قضاياي عكس:قضاياي عكس:
  لوزي است. ،الاضلاعي كه قطرهايش بر هم عمود باشدمتوازي -1

  لوزي است. ،ها باشدالاضلاعي كه قطرهايش نيمساز زاويهازيمتو -2

خطوطي موازي دو ضـلع ديگـر رسـم     BCبا ضلع  Âمحل تلاقي نيمساز داخلي زاويه  Dاز نقطه  ∆ABCدر مثلث  :مثال ����

  نسبت به هم چه وضعي دارند؟ ADو  MNقطع كند.  N,M نقاط كنيم تا آن دو را در مي
  ) عمود منصف همA  4) زاويه بين آنها مكمل3  ) فقط منصف هم2  ) فقط عمود بر هم1  

A B

CD

O

A B

D C

M
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  صحيح است.   4گزينه : حل ����

MDAMÂD̂
ÂÂ

ÂD̂AN//MD

NDANÂD̂
ÂÂ

ÂD̂AM//ND

====⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒






====

====⇒⇒⇒⇒

====⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒






====

====⇒⇒⇒⇒

22
21

12

11
21

21

  

  
دو موازيند، لذا چهار ضلعي متوازي الاضـلاع اسـت، و چـون اضـلاع مجـاور مسـاويند. لـذا        دوبه ANDMلذا چون اضلاع چهار ضلعي 

منصف هم هستند. به طـور كلـي    عمود AD,NMچهارضلعي لوزي است. و در لوزي اقطار عمود بر هم و منصف هم هستند لذا خطوط 

  الاضلاع لوزي خواهد بود. الاضلاع كه قطرها نيمساز زوايا باشند، متوازي در هر متوازي

        مربع:مربع:مربع:مربع:

ها هايش قائمه و چهار ضلع آن مساوي يكديگرند. با توجه به آنچه ذكر شد از قائمه بودن زاويهاي است كه زاويهتعريف: مربع چهارضلعي

گيريم كه مربـع  الاضلاع است و از تساوي چهار ضلع نيز نتيجه ميكه مربع نوع خاصي مستطيل و نوع خاصي متوازي توان نتيجه گرفتمي

  توان گفت:الاضلاع و مستطيل و لوزي را دارد و با توجه به قضاياي عكس مينوعي لوزي است. بنابر اين مربع همه خواص متوازي

  مربع است. ،باشد مستطيلي كه قطرهاي آن عمود بر يكديگر -1

  مربع است. ،هايش را نصف كندمستطيلي كه قطرهاي آن زاويه -2

  مربع است. ،هاي آن متساوي باشدلوزي كه زاويه -3

 لوزي كه قطرهاي آن متساوي باشد، مربع است. -4

  كند؟: كدام گزينه يك مربع را مشخص ميمثال����
  ستطيلي كه قطرهايش بر هم عمود باشد.) م2  ) لوزي اي كه يك قطرش با ضلع آن برابر باشد.1  

  ) ذوزنقه اي كه دو زاويه قائمه داشته باشد.4  ) متوازي الاضلاعي كه دو قطرش مساوي باشد.3  

 : حل����

لوزي  )1(اگر دو قطر يك مستطيل بر هم عمود باشند، اضلاع مجاورش نيز با هم مساويند، لذا مربع است. اما مثال نقض براي گزينه 

  ذوزنقه قائم الزاويه است. )4(، مستطيل و براي گزينه )3(داشته باشد و براي گزينه  60°°°°ك زاويه اي است كه ي

  كدام گزينه صحيح است؟ مثال:����
  ) مربع لوزي اي است، كه اقطارش مساويند.1  

  ) هر چهارضلعي كه اقطارش بر هم عمود باشد، مربع است.2  

  د، مربع است.) هر متوازي الاضلاع كه اقطارش بر هم عمود باش3  

  ) هر ذوزنقه كه يك زاويه قائمه داشته باشد، مربع است.4  

 : حل����

، )4(، مثال نقض لـوزي و بـراي گزينـه    )3) و (2(اگر اقطار يك لوزي با هم مساوي باشند، اضلاعش نيز بر هم عمودند. براي گزينه هاي 

  مثال نقض ذوزنقه قائم الزاويه است.

2+و قطر برابر با در مربعي مجموع يك ضلع : مثال����   باشد. مساحت مربع چقدر است؟مي 8

 : حل����

42222822 2 ========⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒++++====++++====++++ aSaaa 
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  نكات تكميلي متوازي الاضلاع، مستطيل، لوزي، مربع:نكات تكميلي متوازي الاضلاع، مستطيل، لوزي، مربع:نكات تكميلي متوازي الاضلاع، مستطيل، لوزي، مربع:نكات تكميلي متوازي الاضلاع، مستطيل، لوزي، مربع:
شود. اگر طـول و   از برخورد نيمسازهاي داخلي هر متوازي الاضلاع يك مستطيل ايجاد مي -1

ع باشــد، مسـتطيلي بـا اضــلا   αو يكــي از زوايـاي آن برابـر    b,aعـرض متـوازي الاضـلاع    

a b sin , a b cos
α α

− −
2 2

متـوازي  شود. و از برخورد نيمسازهاي خـارجي آن   ايجاد مي 

aمستطيل ديگري به اضلاع الاضلاع نيز  b sin , a b cos
α α

+ +
2 2

 شود.   ايجاد مي 

شود. اگر طول و عرض مسـتطيل   از برخورد نيمسازهاي داخلي هر مستطيل يك مربع ايجاد مي

b,a  :باشد، هر ضلع اين مربع برابر است با  

a b−

2
  

  شود كه ضلع آن برابر است با: مربع ديگري ايجاد مينيز اين مستطيل و از برخورد نيمسازهاي خارجي 

a b+

2
  

aيك مربع به ضلع  aنيمسازهاي داخلي مربع در يك نقطه همرسند و نيمسازهاي خارجي مربعي به ضلع   مي سازد. 2

نيمسازهاي داخلي هر لوزي در يك نقطه همرسند و نيمسازهاي خـارجي يـك لـوزي بـه     

a، مستطيلي با طول و عرض αر و زاويه اي براب aضلع  sin , a cos
α α

2 2
2 2

  سازد. مي 

  

درجه است. مساحت چهار ضـلعي حاصـل از برخـورد     60واحد و يك زاويه  9و  5الاضلاع، طول اضلاع  در يك متوازي مثال:���� 

  الاضلاع كدام است؟ سازهاي داخلي اين متوازي نيم

  : حل����

 از تقاطع نيمسازهاي داخلي يك متوازي الاضلاع مستطيلي بـا اضـلاع  
2

a b Sin
θθθθ

و  −−−−

2
a b Cos

θθθθ
  آيد.  به دست مي −−−−

2

2 2

2 2 2 2

1 1 3
9 5 60 16 4 3

2 2 4

S a b Cos a b Sin a b Sin Cos

S a b Sin Sin

θ θ θ θθ θ θ θθ θ θ θθ θ θ θ
= − × − = −= − × − = −= − × − = −= − × − = −

→ = − θ = − = × =→ = − θ = − = × =→ = − θ = − = × =→ = − θ = − = × =

  

  است؟ . مساحت اين چهارضلعي كدامآيد پديد مييك چهارضلعي  4و  6از برخورد نيمسازهاي خارجي يك مستطيل به ابعاد  مثال:���� 

، مربعي به ضلع bو عرض  aطول  از برخورد نيمسازهاي خارجي يك مستطيل به: حل����
2

ba    شود. حاصل مي ++++

50
2

100

2

64
2

========






 ++++
====⇒⇒⇒⇒ S  

6و ضلع  60°در يك لوزي با زاويه  مثال:����   است؟ ، اندازه طول مستطيل حاصل از برخورد نيمسازهاي زواياي خارجي آن كدام3

  

  

a

b

2
bCos

θθθθ

2
aCos

θθθθ

2
aSin

θθθθ

2

θθθθ

2

θθθθ

2
bCos

θθθθ
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، مستطيلي با طول θθθθو يكي از زواياي  aاز برخورد نيمسازهاي خارجي يك لوزي به ضلع : حل����
2

2
θθθθ

cosa  و عرض
2

2
θθθθ

sina  ايجاد

  شود. لذا: يم

18
2

60
362

2
2 ====××××====

θθθθ
==== coscosa طول مستطيل  

 

اگر اوساط اضلاع يك چهارضلعي دلخواه را به ترتيب به هم وصل كنيم، چهارضـلعي حاصـل    -2

يك متوازي الاضلاع است كه مساحتش نصف مساحت چهارضلعي مورد نظر و محيطش برابر 

  مجموع اقطار چهارضلعي است.  

  

  
     

لوزي و اوسـاط اضـلاع يـك لـوزي،      در حالت خاص اوساط اضلاع يك مستطيل رئوس يك

  باشد. ، رئوس يك مربع مينيز اوساط اضلاع يك مربع. همچنين رئوس يك مستطيل است

همچنين وسطهاي هر دو ضلع مقابل يك چهار ضلعي و وسطهاي قطرهاي آن نيـز رأسـهاي     

  يك متوازي الاضلاعند (به شرط اينكه قطرها يكديگر را نصف نكنند)

  

 

  ؟مي باشدرأسهاي يك لوزي  اوساط اضلاع،چهارضلعي در كدام  مثال:����

  بر هم عمود باشند.چهار ضلعي ) دو ضلع مجاور 2  متساوي باشند. چهار ضلعي ) دو ضلع مجاور1  

  متساوي باشند.چهارضلعي ) دو قطر 4  بر هم عمود باشند.چهارضلعي ) دو قطر 3  

  : حل����

وصل مي كنند، مـوازي قطـر چهارضـلعي و نصـف آن هسـتند. بنـابر ايـن اگـر،         يي كه وسطهاي ضلعهاي چهارضلعي را به هم ها خطپاره

  قطرهاي چهارضلعي مساوي باشند، چهارضلعي حاصل لوزي است.

  . مساحت چهارضلعي كدام است؟باشد مي 8رأسهاي مربعي به ضلع  ،وسطهاي ضلعهاي يك چهارضلعي مثال:����

  : حل����

1286426482 ====××××====′′′′⇒⇒⇒⇒======== S مربع S  

  اند؟ هاي اضلاع راسهاي كدام چهارضلعي قين، قطرها بر هم عمود باشند، وسطالسا اگر در يك ذوزنقه متساوي مثال:����

    ) مستطيل1

    ) لوزي2

  ) مربع3

  ) متوازي الاضلاع4

  :حل����

چون اضلاع متوازي الاضلاع  حاصل از وصل كردن اوساط اضلاع بهم، موازي قطرهاي چهار ضلعي اوليه و نصف طول قطـر متناظرشـان   

ي متساوي الساقين قطرها مسـاويند   بر هم عمودند، پس متوازي الاضلاع حاصل مستطيل است. و چون در ذوزنقه هستند و در اينجا قطرها

 پس مستطيل حاصل مربع است.  
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        ذوزنقه:ذوزنقه:ذوزنقه:ذوزنقه:

  تعريف: ذوزنقـه چهارضلعي است كه فقط دو ضلع آن موازي يكديگرند.

  گوييم.ناموازي را يك ساق مي در ذوزنقه هر يك از دو ضلع متوازي را يك قاعده و هر يك از دو ضلع

  در ذوزنقه دو زاويه مجاور به هر ساق مكمل يكديگرند.

  شود.ذوزنقه انواع گوناگون دارد كه هر يك از آنها بر حسب وضع ساقها نسبت به دو قاعده يا وضع خود دو ساق مشخص مي

        

        الساقين:الساقين:الساقين:الساقين:    ذوزنقه متساويذوزنقه متساويذوزنقه متساويذوزنقه متساوي

  تساوي باشند.الساقين آن است كه دو ساق آن مذوزنقه متساوي

  الساقين:در ذوزنقه متساوي قضيه:

  متساويند.با يكديگر دو زاويه مجاور به هر قاعده  -1

  متساويند.يكديگر  با دو قطر -2

        قضيه عكس: قضيه عكس: قضيه عكس: قضيه عكس: 

  الساقين است.متساوي ،هر ذوزنقه كه دو زاويه مجاور به يك قاعده آن، يا دو قطر آن، متساوي باشند

   الزاويه:الزاويه:الزاويه:الزاويه:ذوزنقه قائمذوزنقه قائمذوزنقه قائمذوزنقه قائم

ذوزنقـه   در شكل مقابـل الزاويه آن است كه يكي از ساقهاي آن بر دو قاعده عمود باشد ه قائمذوزنق

ABCD  در آن قائم الزاويه است كهCD  وAB  برAD .عمودند  

  درست نيست؟ گزينهكدام  مثال:����

  ) متوازي الاضلاعي كه قطرهايش بر هم عمود باشند، لوزي است.1  

  متساوي الساقين است. ) ذوزنقه اي كه دو قطرش برابر باشند،2  

  ) مستطيلي كه قطرهايش بر هم عمود باشند، مربع است.3  

  ) هر چهارضلعي كه دو ضلعش برابر باشند، ذوزنقه است.4  

  : حل����

  متوازي الاضلاع است. )4(مثال نقض گزينه 

  ين چهارضلعي درست است؟در يك چهارضلعي دو قطر برابر و دو ضلع روبرو مساويند. الزاماً كدام گزاره در مورد ا مثال:����

  ) دو قطر با يك نسبت متقاطعند.2  باشند. يكديگر مي) دو قطر عمود بر 1  

  است. 90°) تفاضل دو زاويه مقابل، 4    ) دو زاويه مقابل مساويند.3  

  : حل����

  

OD

OB

OC

AO
BOCADO

BCAD

ĈD̂

B̂Â

D̂Ĉ

B̂Â
BCDADC ====⇒⇒⇒⇒∆∆∆∆====∆∆∆∆⇒⇒⇒⇒










====

====

====

⇒⇒⇒⇒






====

====
⇒⇒⇒⇒∆∆∆∆====∆∆∆∆⇒⇒⇒⇒









11

11

11

11

  

ــه متســاوي ــاقين  ذوزنق السـ  

ــه متســاوي ــاقين  ذوزنق السـ  

ــترك  مش

AD BC :

BD AC :

DC DC :

====

====

====
  

  دليلي براي اثبات گزينه هاي ديگر در دسترس نيست.

A B

CD

A B

CD

O

A B

D C

D

A B

C

O
1

1
1
1
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ساقها با قاعده كوچك و قطرها با قاعده بزرگ مساويند. يكي از زاويه هاي اين ذوزنقه   متساوي الساقين، در يك ذوزنقه مثال:����

  برابر با كدام است؟

1 (°60      2 (°72    

3 (°80      4 (°45  

  :حل����

°°°°========°°°°========→→→→°°°°====αααα→→→→====αααα++++αααα++++αααα 721083618022 DC,BA  
        

  : اتاتاتاتنكنكنكنك

  مساحت ذوزنقه برابر است با حاصل ضرب نصف ارتفاع در مجموع دو قاعده: -1

( )S AH AB CD= × +
1
2

  

باشند، مساحت ذوزنقه چند  cm6است. اگر ارتفاع و قاعده كوچك ذوزنقه هر دو  45°لزاويه اي يك زاويه ذوزنقه قائم ا مثال:����

  متر مربع است؟سانتي

  : حل����

190 45 6ˆ ˆ ˆC A B AC BC BC= ° ⇒ = = ° ⇒ = ⇒ == ° ⇒ = = ° ⇒ = ⇒ == ° ⇒ = = ° ⇒ = ⇒ == ° ⇒ = = ° ⇒ = ⇒ =
  

(((( )))) 546126
2

1
6 ====××××++++====⇒⇒⇒⇒ S  

هاي متكي بر دو ساق با هـم برابـر    اگر در ذوزنقه دو قطر را رسم كنيم، مساحت مثلث  -2

كـي بـر سـاق، واسـطه هندسـي بـين       هـاي مت  است و مساحت هر كدام از ايـن مثلـث  

  هاست. هاي متكي بر قاعده مساحتهاي مثلث

4231
2431

31
SSSS

SSSS

SS
==⇒





=

=
  

كند، مـوازي بـا دو قاعـده آن و     پاره خطي كه وسطهاي ساقهاي يك ذوزنقه را به هم وصل مي -3

  برابر با نصف مجموع دو قاعده است.

2

CDAB
PQ

CD||AB||PQ

+
=

  

در حالت كلي اگر 
n

m

QC

BQ

PD

AP
خواهيم داشت:  ========

mn

mCDnAB
PQ

++++
++++

====  

ABاگر  ABCDدر ذوزنقه  مثال:���� = CDو  4 = AMو  8 BN

AD BC
= =

1
3

  كدام است؟  MN ، آن گاهباشد 

  :حل����

2

2

2

2 ⇒⇒⇒⇒

++++
++++

====⇒⇒⇒⇒










++++
====

++++
==== DCMN

AB

MN
DCMN

PQ

PQAB
MN

  
2 3 2 2 8 8 16

4 4 4 3 3 3

AB MN DC MN AB CD AB CD
MN MN

+ + + + ++ + + + ++ + + + ++ + + + +
= ⇒ = ⇒ = = == ⇒ = ⇒ = = == ⇒ = ⇒ = = == ⇒ = ⇒ = = =  

A B

D
C

P Q

1S

4S

2S

3S

A B

D C
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A B
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O
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متر، از ارتفاع دكل و  8/1متر بر بالاي برجي نصب شده است. ديد چشمي ناظر به ارتفاع  8مثال: در شكل مقابل دكلي به طول ����

  متري در يك راستا است. بلندي برج چند متر است؟ 4تيرك 

 حل: ����

  ريم:طبق رابطه در حالت كلي دا

16515

81581165
4

++++
++++××××++++××××

====
)x(/  

220پس  /x ====  

است. مساحت ذوزنقه، چند برابـر مسـاحت    BCوسط  Fو  ADوسط  AB ،Eوسط  Mنقطه  ABCD: در ذوزنقه مثال����

  است؟ MEFمثلث 

  : حل����

4ABCD MEFS S∆∆∆∆⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =

(((( ))))ABCD
ABCD

MEF

CDABMHS

MHHM

CDAB
HMS

CDAB
MHEFMHS

CDAB
EF

∆∆∆∆

⇒⇒⇒⇒















++++××××====⇒⇒⇒⇒








====′′′′








 ++++
××××′′′′====








 ++++
××××====××××====

++++
====

2

2

22

1

2

1

2

  
  

و  ACباشـد و نيـز قطرهـاي     BCوسط  Qو  ADوسط  ABCD ،Pاگر در ذوزنقه  - 4

BD :را رسم كرده باشيم، آنگاه  

PM QN

CD AB
MN

=

−
=

2

  

 

 گذرد. كند. از محل تلاقي قطرها مي وسطهاي دو قاعده را به هم وصل ميدر ذوزنقه خطي كه  -5

  

  

در شـود.   از برخورد نيمسازهاي زواياي يك ذوزنقه، يك چهـار ضـلعي محـاطي حاصـل مـي      -6

السـاقين يـك چهارضـلعي محيطـي و      ي متسـاوي  از برخورد نيمسازهاي يك ذوزنقه حالت خاص

 شود. محاطي حاصل مي
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���� ���� ،��� �:  
      نسبت و تناسبنسبت و تناسبنسبت و تناسبنسبت و تناسب

  هاي مساوي: خواص نسبت

:  تركيب و تفضيل در مخرج
a c a c

b d b a d c
= ⇒ =

± ±
: تركيب و تفضيل در صورت         

a c a b c d

b d b d

± ±
= ⇒ =  

a c a c a c
k k

b d b d b d

+ −
= = ⇒ = =

+ −
  

db

ca

db

ca

d

c

b

a

βα
βα

±
±

=
±
±

==  

a: اگر مثال����

b
=

2
3

aباشد، مقدار عبارت   b

a b

+
+

2 2
2

  كدام است؟ 

  : حل����

4

5

8

10

2

22

8

5

23

5
========

++++
++++

⇒⇒⇒⇒====
++++
++++

⇒⇒⇒⇒====
++++

ba

ba

ba

ba

b

ba  

اگر داشته باشيم  مثال:����
753

cba
,y، به جاي == x تواند نوشته شود تا تناسب چه اعدادي ميa b c a

x y

+ +
  برقرار باشد؟ =

  1 (x , y= =3 15  2 (x , y= =3 3  3 (x , y= =7 3  4 (x , y= =15 3  

  : حل����

315753753

acbacbacba
====

++++++++
⇒⇒⇒⇒============

++++++++
++++++++  

        ي تالس و نتايج آني تالس و نتايج آني تالس و نتايج آني تالس و نتايج آن    قضيهقضيهقضيهقضيه

  ي دسته خطوط موازي با فواصل مساوي:ي دسته خطوط موازي با فواصل مساوي:ي دسته خطوط موازي با فواصل مساوي:ي دسته خطوط موازي با فواصل مساوي:    قضيهقضيهقضيهقضيه
بر هـر   ،ي متساوي پديد آورندها خط اگر چند خط موازي يك خط را قطع كنند و بر آن پاره قضيه:

   .خواهد آوردي متساوي پديد ها خط  كه آنها را قطع كند، پاره يخط ديگر

⋯
⋯

====′′′′′′′′====′′′′′′′′⇒⇒⇒⇒




========
CBBA

BCAB

d||d||d 321  

  اند.  الفاصلهدو به طور متوالي متساويآورند دوبهي متساوي پديد ميها خطپاره  ،موازي كه بر يك خط يها خطدر هر صفحه  :1نتيجه 

ي هـا  خـط دو و به طور متوالي به يك فاصله باشند، بر هر خط كه آنهـا را قطـع كنـد پـاره     ي موازي كه دوبهها خط: در هر صفحه 2نتيجه 

  .خواهند آوردمتساوي پديد 

  ي متناسب پديد آورند، لزوماً موازي نيستند.ها خطوق لزوماً برقرار نيست يعني اگر چند خط روي دو خط، پاره عكس قضيه ف تذكر:

        ي تالس و عكس آن:ي تالس و عكس آن:ي تالس و عكس آن:ي تالس و عكس آن:    قضيهقضيهقضيهقضيه

آورد كه با اضلاع متناظر  ي متناظر پديد ميها خط ها، پاره خطي كه موازي يك ضلع مثلث رسم شود بر دو ضلع ديگر يا بر امتداد آن قضيه:

ي متناظر بـا دو ضـلع مزبـور    ها خط عكس اگر خطي دو ضلع مثلث يا امتداد آنها را قطع كند و بر آن دو ضلع پاره رثلث متناسبند. باز آن م

  .خواهدبا ضلع سوم مثلث موازي  ،پديد آورد

NC

AN

MB

AM
BC||MN ====⇔⇔⇔⇔  
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B C
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هـا مثلثـي    خطي كه موازي يك ضلع مثلثي رسم شود، با دو ضلع ديگر يا با امتدادهاي آن :1نتيجه 

  ورد كه ضلعهاي آن نظير به نظير با اضلاع مثلث مزبور متناسبند.آپديد مي

BC

MN

AC

AN

AB

AM
BC||MN ========⇒⇒⇒⇒  

  

آورنـد، نظيـر بـه    يي كه چند خط متوازي بر دو خط همرس پديد مـي ها خطپاره  :2نتيجه 

توسط ي نامتوازي كه چند خط متوازي را قطع كنند و ها خطنظير متناسبند و در هر صفحه 

  همرسند. يد،ه نظير متناسب پديد آي نظير بها خطبر آنها پاره خطوط موازي 

                                     ....
CB

BA

BC

AB
=

′′

′′
= 

CA,ACهمرسند      ′′′′′′′′⇒⇒⇒⇒
AB BC

A B B C
= =

′ ′ ′ ′
⋯  

BC: در شكل روبرو مثال���� = 8 ،AD DE EB= BC||EE||DDو  = DD باشد. مي ′′ EE′   كدام است؟ +′

 : حل����
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EEDD

EE
BC
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AB

AE
BC||EE

DD
BC

DD

AB
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BC||DD

  

    

ABو  CE||DF , BE||CF در شكل مقابل  مثال:���� = BCو  5 =   كدام است؟ CD، آنگاه اندازه 3

  : حل����

84
35

3

5
/CD

CDCD
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EF

AE
DF||CE
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AF
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AB
CF||BE
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++++

====⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒
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
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خطي موازي با قاعده و محدود به ساقها توسط قطرها به سـه   سه برابر قاعده كوچك است. پاره مثال: در يك ذوزنقه قاعده بزرگ����

  كند؟ خط ساقها را به چه نسبتي تقسيم مي قسمت مساوي تقسيم شده است. اين پاره

  حل: ����

3

23

2

====⇒⇒⇒⇒
========⇒⇒⇒⇒∆∆∆∆

========⇒⇒⇒⇒∆∆∆∆

DM

AM

k

a

AB

ME

AD

DM
AB||MF:ADB

k

a

DC

MF

AD

AM
DC||MF:ADC

  

 
    

    

6035در شكل مقابل  :مثال���� == ACAB  وAD  نيمساز زاويهA است   DE||AB ي  اندازهEC كدام است؟ 

  حل: ����

512
3

5

203

5

12

20
/EC

EC

EC

AB

AC

BD

DC

AE

EC
AB||ED ====⇒⇒⇒⇒====

−−−−
⇒⇒⇒⇒================→→→→        
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زده نسبت به هم كـدام وضـع را    قسمت مساوي تقسيم شده است. دو چهار ضلعي سايه 4در شكل مقابل هر ضلع مثلث به  :مثال����

  دارند؟

  مساحت ) هم1  

  محيط ) هم2  

  ) همنهشت3  

  ) متشابه4  

  پاسخ است. 1گزينه حل: ����

1كه  با توجه به اين  

4

AD BE

AC BC
= == == == باشـد.   مـي  ABمـوازي   DEگيـريم كـه    ، نتيجه مي=

3انـد و چـون    به يك فاصله ABاز خط  Dو  Eبنابراين نقاط 

4
BF AG AB= == == == ، در =

هم مسـاحت هسـتند؛ زيـرا قاعـده و ارتفـاع مسـاوي        FEBو  ADGنتيجه دو مثلث 

  شود: را كم كنيم، نتيجه مي GFHدارند. حال اگر از هر دو مثلث مساحت 

BGHE AFHDS S====  

2در شكل مقابل،  :مثال����

3
AM MB====  و چهارضلعيMNCP الاضلاع چند درصد مساحت مثلـث   الاضلاع است. مساحت متوازي متوازي

ABC   است؟  

  حل: ����
2 2

3 3

AM
AM MB

MB
= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =  

ــالس  ــيه ت ــق قض 3 طب

2

BM BP
MP AC

MA PC
→ = =→ = =→ = =→ = =�  

ــوازي الاضــلاع 2 مت 3 6 12 48

1 25 25 100
5 5

2 2
ABC

S y z Sin

S
y z Sin

× × α× × α× × α× × α
= = = == = = == = = == = = =

× × × α× × × α× × × α× × × α
  

  است.   ABCدرصد مساحت مثلث  48ع الاضلا پس مساحت متوازي  

  راه حل دوم:   
2 2

2 2

2 4

5 25

3 9

5 25

AMN

ABC

BMP

ABC

S AM
MN BC AMN ABC

S AB

S BM
MP AC BMP ABC

S AB

             ⇒ ⇒ = = =⇒ ⇒ = = =⇒ ⇒ = = =⇒ ⇒ = = =                         

            

⇒ ⇒ = = =⇒ ⇒ = = =⇒ ⇒ = = =⇒ ⇒ = = =             
             

� ≃

� ≃

  

4 9 12
%48

25 25 25
MNCP ABC ABC ABC ABC ABCS S S S S S⇒ = − − = =⇒ = − − = =⇒ = − − = =⇒ = − − = =  
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A
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  :هاي متشابههاي متشابههاي متشابههاي متشابه    شكلشكلشكلشكل
هـا بـين اجـزاي دو    گوييم كه از حيث ساختمان و همچنين از لحاظ انـدازه در هندسه منحصراً وقتي از وجود تشابه بين دو شكل سخن مي

ها بزرگ و يا كوچك شده ديگري باشـد. تسـاوي حالـت خاصـي از      به عبارت ديگر يكي از شكل ود داشته باشد.شكل نسبتهاي معين وج

  باشد. تشابه مي

شكلهاي متشابه داراي ويژگيهاي يكساني هستند. مثلاً دو چند ضلعي در صورتي متشابه هستند كه بين اجزاي آنهـا از لحـاظ سـاختمان، و    

ي متناظر به يك نسبت باشند. مثلاً دو مربع ها خطهاي متناظر آنها متساوي و پاره توالي اضلاع تناظر يك به يك وجود داشته باشد و زاويه

  شابهند.همواره مت

 ضلعي متشابهند هرگاه زواياي متناظر آنها متساوي و اضلاع متناظر آنها متناسب باشند. nتعريف: دو 

  

  كدام دو چهار ضلعي متشابهند؟ مثال:����

  ) دو متوازي الاضلاع كه زواياي مساوي داشته باشند.2    ) دو مستطيل1  

  قه متساوي الساقين كه زواياي مساوي داشته باشند.) دو ذوزن4  ي مساوي داشته باشند. ) دو لوزي كه يك زاويه3  

 : حل����

  ي دو لوزي مساوي باشد، كليه زواياي آنها مساوي است و اضلاع آنها نيز متناسبند. اگر يك زاويه

  

  در كدام حالت دو مستطيل متشابهند؟ مثال:����

  ي بين دو قطر برابر باشد. ) زاويه2    ) طول دو مستطيل برابر باشد.1  

  ) همواره متشابهند.4    دو مستطيل برابر باشد.) قطر 3  

 : حل����

ي بين دو قطر دو مسـتطيل بـا    اگر دو مستطيل بخواهند متشابه باشند، بايد نسبت طول به عرض در آنها مقدار ثابتي باشد. اگر زاويه

از برابـري طـول يـا قطـر دو      توان ثابت كرد كه نسبت طول به عرض در اين دو مستطيل با هم برابر اسـت. امـا  هم برابر باشد، مي

  توان نتيجه گرفت كه نسبت طول به عرض در آنها مقدار ثابتي است.مستطيل نمي

  حالات تشابه دو مثلث:حالات تشابه دو مثلث:حالات تشابه دو مثلث:حالات تشابه دو مثلث:
دو متسـاوي و  هاي آنهـا دوبـه  توان نتيجه گرفت كه: دو مثلث وقتي متشابهند كه زاويهاز آنچه از تعريف تشابه دو چند ضلعي ذكر شد، مي

  هاي متساوي متناسب باشند.زاويهروي ضلعهاي روبه

تشابه دو مثلث را بـا شـرايط   بنابراين  باشد. گيري مي نتيجه قابل اي از شرايط تشابه، از شرايط ديگراما به سبب بعضي ويژگيهاي مثلث، پاره

  توان بررسي نمود. كمتري مي

  دو مثلث متشابهند.اگر دو زاويه از مثلثي با دو زاويه از مثلث ديگر متساوي باشند، آن  قضيه:

  متساوي باشند، آن دو مثلث متشابهند. با يكديگر هاي بين آن اضلاع اگر دو ضلع از مثلثي با دو ضلع از مثلث ديگر متناسب و زاويه قضيه:

  اگر سه ضلع از مثلثي با سه ضلع از مثلث ديگر متناسب باشد، آن دو مثلث متشابهند. قضيه:

  حالات زير نيز متشابهند: در ائم الزاويهقنكته: دو مثلث 

  اگر دو مثلث قائم الزاويه يك زاويه حاده برابر داشته باشند، متشابهند. -1  

  اگر وتر و يك ضلع از مثلث قائم الزاويه با وتر و يك ضلع از مثلث قائم الزاويه ديگر متناسب باشند، دو مثلث متشابهند. -2  

 ر متناسب باشند، دو مثلث متشابهند.اگر وتر و ارتفاعهاي نظير، نظير به نظي -3  
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  ها:ها:ها:ها:تشابه در چندضلعيتشابه در چندضلعيتشابه در چندضلعيتشابه در چندضلعي
ها را تجزيه كرده و ويژگيهاي چند ضلعيچند مثلث ها، آنها را با رسم قطرهاي متناظر به چندضلعي ،هاي مربوط به تشابهبراي اثبات گزاره

 گيريم.نتيجه مي ها مثلثهاي مربوط به تشابه از گزاره

حدب متشـابه قطرهـايي كـه از رأسـهاي     در دو چندضلعي م قضيه:

ي ها مثلثها را به شوند، چند ضلعيمتناظر دو چند ضلعي رسم مي

  كنند.دو متشابه هستند تجزيه ميمتناظري كه دوبه

        ي متشابه:ي متشابه:ي متشابه:ي متشابه:هاهاهاها    شكلشكلشكلشكلهاي هاي هاي هاي     تناسب اجزا و مساحتتناسب اجزا و مساحتتناسب اجزا و مساحتتناسب اجزا و مساحت

  نامند. ميآن دو شكل  را نسبت تشابه در دو شكل متشابه نسبت هر دو جزء طولي متناظر مقداري ثابت است كه آن

ABو  ABCدر دو مثلث متشابه    C′ ′   همواره داريم: ′

  

k
p

p

r

r

R

R
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d

d

d

d

d

m

m

m

m

m

m

h

h

h

h

h
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c
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c
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b
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a
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c
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′′′′

====
′′′′

========================================
′′′′

====
′′′′

====
′′′′ ′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′ 2

2  

2
k

S

S
====

′′′′
  

  mميانه:  dنيمساز:      hارتفاع:       Rشعاع دايره محيطي:       rشعاع دايره محاطي:        kنسبت تشابه:  
        

 nي موازي هم، دو ضلع مثلث را به ها خط اگر پارهنكته: نكته: نكته: نكته: 

ي موازي ها خط قسمت مساوي تقسيم كنند، طول پاره

هاي افراز  و مساحت ناحيه  xتصاعد عددي با قدر نسبت 

  سازند. مي 2شده تصاعد عددي با قدر نسبت 

 

AFبه طوري كه  DCاي است روي ضلع نقطه Fيك مستطيل است.  ABCDدر شكل زير چهارضلعي  مثال:���� BD⊥  اگـر .

AB AD=   است؟ DFچند برابر  DCباشد،  3

  

  

  : حل����

DFCDDFAB
DF

AB

FH

AH

DH

BH
DHF~ABH

B̂D̂DC//AB

ĤĤ

DHBH
AHBH

DHAH

AH

BH

AD

AB

DH

AH
ADH~ABH

B̂Â
D̂Â

D̂B̂

ĤĤ

CDAB
999

9
3

3
3

90

90

90

12

23

11
11

11

21
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





====⇒⇒⇒⇒

====

====⇒⇒⇒⇒




====

====
⇒⇒⇒⇒============⇒⇒⇒⇒∆∆∆∆∆∆∆∆⇒⇒⇒⇒










====⇒⇒⇒⇒






°°°°====++++

°°°°====++++

°°°°========

====

  

 

xمتشابه است. اگر  yو x، 5با مثلثي به اضلاع  7 و 5، 3مثلثي به اضلاع  مثال:���� > yو  5 > xباشد،  5 y+ كدام است؟  

  : حل����

  كوچكترين ضلع مثلث است. لذا داريم: 5است، لذا  y<<<<5و  x<<<<5چون 

20
3

60

3

35

3

25

3

5

57
========++++⇒⇒⇒⇒========⇒⇒⇒⇒======== yxx,y

yx  
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4در يك مربع به ضلع  مثال:���� قطـع   Mقطر مربع را در  كند، متصل مي CDوسط ضلع  Eي  را به نقطه Aخطي كه رأس  پاره 2

  از وسط مربع كدام است؟ Mه كند. فاصله نقطمي

  

  

 

 : حل����

3

4

3

8

2

8

3

8

3

1

8224

2

1

11

21 ====−−−−====−−−−====⇒⇒⇒⇒========⇒⇒⇒⇒








====××××====

========
⇒⇒⇒⇒∆∆∆∆∆∆∆∆⇒⇒⇒⇒







====⇒⇒⇒⇒

====
MDDOMODBMD

DB

MB

MD

AB

DE

DME~ABM
D̂B̂CD||AB

M̂M̂
  

  

باشند به  ACو  ABنسبت مساحت مثلثي كه يك رأس آن مركز ثقل و دو رأس ديگرش وسط اضلاع  ،ABCمثال: در مثلث ����

  كدام است؟ ABCمساحت مثلث 

  حل: ����

ABCABCGMN

ABCGBC

GBC

GMN

SSS

SS

BC

MN

S

S
GBC~GMN

∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆

∆∆∆∆∆∆∆∆

∆∆∆∆

∆∆∆∆

====××××====⇒⇒⇒⇒

====

====







====⇒⇒⇒⇒∆∆∆∆∆∆∆∆

12

1

4

1

3

1

3

1

4

1
2

  

و  Mنقـاط  دركنيم تا دو ضلع ديگـر را   رسم مي BCخطي موازي ضلع  ABCمحل تلاقي سه ميانه مثلث  Gمثال: از نقطه ����

N  قطع كند، نسبت مساحت مثلثAMN  به مساحت مثلثABC  كدام است؟برابر  

  حل: ����

  

9

4

3

2

3

2
2

====







====⇒⇒⇒⇒========

′′′′
====

∆∆∆∆

∆∆∆∆

ABC

AMN

S

S

AP

AG

AH

HA

BC

MN  

  

 است؟ 10چند برابر MAدر شكل مقابل سه مربع به اضلاع واحد كنار هم قرار دارند، فاصله مثال:����

 حل: ����

10
4

1

4

1

4

1

4

1

3

1
========→→→→====→→→→====

++++
→→→→==== ABAM

AB

AM

MBAM

AM

MB

AM  

  

قطع  Mصف وترامتداد ضلع كوچكتر را در واحد است.عمود من 6,  2ي دو ضلع قائم ازمثلّث قائم الزاّويه اي  اندازه مثال:����

 از نزديكترين رأس اين مثلّث چند واحد است؟ Mي  فاصله كند. مي

  حل: ����

90

2 40
2 10 8

240

2

ˆ ˆB B AB BC
ABC BMH

ˆ ˆ BH BMA H

AM AM
AM

====  → ≈ → =→ ≈ → =→ ≈ → =→ ≈ → =
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DOADOHهستند. اگرABC  دو ارتفاع مثلثّ  CDو   AH: در شكل مقابل مثال���� 5
3

1
12 ===  كدام است؟  HC باشد، طول   

  حل: ����

180
12

36

5

12

====→→→→====→→→→====→→→→≈≈≈≈ HC
HCHC

AD

OH

DO
OHCADO 

  
  

ABC )�90=A ،(ABACدر مثلث قائم الزاويه  مثال:���� چند برابر  ABCسم شده است. مساحت مثلث ر  AHارتفاع  و=2

 است؟  ABHمساحت مثلث 

  حل: ����
2 2 2

1 1
5

2 4

ABH
ABC ABH

ACH

S BH AB
ABH AHC S S

S CH AC

                    
≈ → = = = = → =≈ → = = = = → =≈ → = = = = → =≈ → = = = = → =                    

                      
  

 در شكل مقابل دو مثلث متشابهند. نسبت مساحت آن دو مثلث كدام است؟ مثال:����

8چون در شكل دو ضلع غير موازي كشيده شده پس:حل: ����
129

2
====→→→→====

−−−−
x

xx  

لذا:
9

4

9

2
2

====




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 12كند، برابر ي وسط قاعده ها را بهم متصل مي واحد و طول پاره خطي كه دو نقطه 9و  6قه ي يك ذوزن ي دو قاعده اندازه مثال:����

  ي كوچكتر چقدر است؟ ي تلاقي دو قطر اين ذوزنقه از وسط قاعده ي نقطه واحد است. فاصله

  حل: ����

  خط واصل بين وسط دو قاعده حتماً از وسط دو قطر مي گذرد.  

Axس متشابه است پ OyCبا  OxAمثلث    Ox

yC Oy
====  

3
4 8

4 5 12

Ox Ox
Ox /

/ Oy Ox
⇒ = = ⇒ =⇒ = = ⇒ =⇒ = = ⇒ =⇒ = = ⇒ =

−−−−
  

20BCاند. اگر  رو مكمل هم هاي روبه ، زاويهBCDEدر چهارضلعي  مثال:���� 12DEو  ====  BCDEگاه مساحت چهارضلعي  ، آن====

  است؟ ABCچند برابر مساحت مثلث 

AEDدو مثلث حل: ����
∆∆∆∆

ABCو 
∆∆∆∆

  اند زيرا: متشابه 

2
1

1 2

180

180

ˆ ˆC E
ˆ ˆC E

ˆ ˆE E

 + =+ =+ =+ =
⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =

+ =+ =+ =+ =

فرض     

 از طــرفي
  

  و   

2
1

1 2

180

180

ˆ ˆB D
ˆ ˆB D

ˆ ˆD D

 + =+ =+ =+ =
⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =

+ =+ =+ =+ =

فرض     

 از طــرفي
  

12ها برابر  اند و نسبت تشابه آن پس دو مثلث به حالت تساوي دو زاويه متشابه   3

20 5
k = == == ==   است پس: =

9 25 9 16
0 64

25 25 25

ABC AED EDCBAED

ABC ABC ABC

S SS
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/
S S S

∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆∆∆∆
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  كدام است؟ xي  الزاويه رسم شده است. اندازه در شكل مقابل ارتفاع هر سه مثلث قائم مثال:����

  

  

  حل: ����
ي تالس  باشند، با توجه به قضيه نيز موازي هم مي ANو  MPموازي هم و  ABو  MNجا كه  از آن  

  داريم:

ــالس  ــيه ي ت ــق قض 16 طب

9

CM CN
ABC :MN || AB

MA NB

∆∆∆∆
→ = =→ = =→ = =→ = =  

ــالس  ــيه ي ت ــق قض 16CM طب CP x
ACN :MP || AN

MA PN x

∆∆∆∆ −−−−
→ = =→ = =→ = =→ = =  

CMچون نسبت   

MA
CNگيريم كه  در هر دو تناسب وجود دارد به راحتي نتيجه مي  CP

NB PN
  است، يعني: ====

16 16 144 576
16 144 9 25 144 5 76

9 25 100

x
x x x x /

x

−−−−
= ⇒ = − ⇒ = ⇒ = = == ⇒ = − ⇒ = ⇒ = = == ⇒ = − ⇒ = ⇒ = = == ⇒ = − ⇒ = ⇒ = = =  

ها  در دو مثلث متشابه، نسبت مساحت مثال:����
3

  تر است؟ تر چند برابر مساحت مثلث كوچك نسبت اضلاع است. مساحت مثلث بزرگ 2

   حل:����
در نظر  Kها برابر با مجذور نسبت تشابه اين دو مثلث است. اگر نسبت تشابه دو مثلث را  دانيم در دو مثلث متشابه، نسبت مساحت مي  

2ها  بگيريم، چون نسبت مساحت

3
  نسبت اضلاع (يا همان نسبت تشابه) است، داريم: 

  1 3

2
k

k
′′′′ = == == == 2تر  تر به كوچك نسبت تشابه مثلث بزرگ =

0

2 2

3 3

k

(k )
k k k

÷÷÷÷
≠≠≠≠

⇒ = → = ⇒⇒ = → = ⇒⇒ = → = ⇒⇒ = → = 2نسبت اضلاع  ⇒

3
= ×= ×= ×=   ها  نسبت مساحت ×

3حال با داشتن نسبت تشابه دو مثلث (يعني   

2
k ′′′′   تر برابر است با: تر به مساحت مثلث كوچك نسبت مساحت مثلث بزرگ)، ====

2 23 9
2 25

2 4
k ( ) /′′′′= = = == = = == = = == = = =

 مســاحت مثلــث بــزرگ

ــك ــث كوچ  مساحت مثل
  

   

        

  ::::هاي خود متشابههاي خود متشابههاي خود متشابههاي خود متشابه    شكلشكلشكلشكل
شـكل متشـابه باشـد، آن شـكل را      آن شكل با كليك اگر قسمتي از   

  خود متشابه گوييم. براي مثال شكل زير خود متشابه است:

  

  
  

  

        نكات:نكات:نكات:نكات:

هاشور بزنيم) و با سه مثلث باقي  الاضلاع را بهم وصل كرده، سپس مثلث وسطي را حذف كنيم ( ) اگر اوساط اضلاع مثلث متساوي1  

  شود. گفته مي مثلث سرپينسكيمانده همين كار را ادامه دهيم به شكل حاصل 

مانده  تعداد تكرار) و مساحت باقي n3 )nمانده  ي باقيها مثلثتعداد 
n

 
 
 

3
4

مساحت اوليه اسـت.  برابر  

Sهاي باقيمانده مساوي  مجموع مساحت ،نهايت ميل كند به سمت بي nاگر  = =
−

1
4

31
4

  .خواهد بود 

x−−−−169 x

A
M

B C
NxP9 16 x−−−−



 

 

59 

را به سه قسمت مساوي تقسيم كنيم و روي پاره خط وسطي مثلث متساوي الاضلاعي بنا كنـيم، سـپس پـاره     AB) اگر پاره خط 2  

و اندازه هر پاره خط  n4ي باقيمانده در هر مرحله ها خطه خط وسطي را حذف كنيم و اين كار را ادامه دهيم، تعداد پار
n

a

3
. خواهد بـود  

نيز برابر  ها خطمجموع اندازه پاره 
n

a
  × 
 

4
3

 .مي باشد 
  

شـود. تعـداد    حاصـل مـي   برف دانه كـخ انجام دهيم شكلي بنام  aالاضلاع به ضلع  ) اگر روند فوق را روي اضلاع مثلث متساوي3  

n ام برابر nدر مرحله  ي باقيماندهها خط پاره ×4 و اندازه هر پاره خط  3
n

a

3
و محيط شكل حاصل  

n

a
  × 
 

4
3

3
  باشد. مي 

كـه مسـافتي محـدود دارد، بـه      نهايت، محيط برف دانه كـخ عليـرغم آن   به سمت بي nبا ميل كردن 

  نهايت ميل خواهد كرد. سمت بي

 باشند.مي فراكتال جديدي در هندسه به نام اشكال گذاراشكال خود متشابه، بنيان

  

  

  

كنيم و مثلث وسط را متر مفروض است. اوساط اضلاع مثلث را به هم وصل ميسانتي 32مثلث متساوي الاضلاعي به ضلع  :مثال ����

 1يي بـه ضـلع   هـا  مثلثدهيم تا به نماييم. براي سه مثلث باقيمانده نيز همين عمل را انجام داده و آنقدر به ترسيم ادامه ميحذف مي

  ده كدام است؟ي باقيمانها مثلثبرسيم. تعداد 

  : حل����

5شود، لذا:در هر مرحله طول ضلع نصف مي
32

1

2

1
====⇒⇒⇒⇒








====








x

n

  

24333ي باقيمانده برابر است با:ها مثلثيعني در مرحله پنجم قرار داريم و تعداد  5 ========n
  

a
3

a
3

a
3

a
3

a
3

a
3

a
3

a
3

a
3

a
3

a
3
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a

a

a
3

a
3

a
3

a
3


