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�:::: 
    چند وجهي:چند وجهي:چند وجهي:چند وجهي:

هـر كـدام از ايـن چنـد      .گوينـد  آورد كه به آن چند وجهي مي بخشي از فضا كه از همه طرف به صفحه محدود است، شكلي پديد مي 

 .شود هاي چند وجهي ناميده مي ها رأس هاي اين وجه ها و رأس ها، يال هاي اين وجه ها يك وجه، ضلع ضلعي

    ::::نتظمنتظمنتظمنتظمهاي مهاي مهاي مهاي م    چند وجهيچند وجهيچند وجهيچند وجهي

ها در هر ضلع با يكي از اضلاع چند ضلعي ديگري  هاي منتظم متساوي كه هر يك از آن بخشي از فضا كه از همه طرف به چند ضلعي 

 .شود هاي منتظم ناميده مي چندوجهي ،از همين نوع مشترك باشند

    مكعب مستطيل: مكعب مستطيل: مكعب مستطيل: مكعب مستطيل: 

هاي روبرو در مكعب مسـتطيل مـوازي و همنهشـت     وجه .هاي آن مستطيل هستند مكعب مستطيل يك شش وجهي است كه همه وجه 

رأس و  8مسـتطيل   مكعـب  .ها عمود هستند هاي عمود بر هم و يالهاي آن بر وجه هاي مجاور يك مكعب مستطيل صفحه وجه .هستند

ل، در هـر مكعـب مسـتطي    .شـود  مستطيل به دو رأس كه در يك وجه قرار ندارنـد رأسـهاي متقابـل گفتـه مـي      در مكعب .يال دارد 12

خطي كه دو رأس غيـر مجـاور در يـك     شود و پاره كند، قطر مكعب مستطيل ناميده مي خطي كه دو رأس متقابل را به هم وصل مي پاره

 .شود كند، قطر وجه ناميده مي وجه را بهم وصل مي

 :نكاتنكاتنكاتنكات

,c) اگر طول اضلاع يك مكعب مستطيل 1 b, a ي هباشند، طول قطر مكعب از رابط a b c+ +2 2  .آيد بدست مي 2

اقطـار منصـف   (رئوس به يك فاصله اسـت   ي هقطر متساوي است كه در يك نقطه همرسند و اين نقطه از هم 4ب مستطيل داراي ) مكع2

 .و لذا مكعب مستطيل قابل محاط شدن در يك كره است )همديگرند

  abc، برابر cو عرض  bو طول  a) حجم مكعب مستطيلي به ارتفاع 3

a(bجانبي آن  تو مساح c)+2  و مساحت كل آن(ab ac bc)+  .است 2+

رأسهاي مكعب مستطيل به يكديگر  ي ه) با وصل كردن هم4
 

= 
 

8
28

2
قطـر وجـه    12يـال و   12شود، كـه شـامل    پاره خط حاصل مي 

 .قطر است 4جانبي و 

   )يال متنافر 4يال متقاطع و  4( .يال ديگر عمود است 8يال موازي، و بر  4هر يال مكعب مستطيل با  )5

    مكعب:مكعب:مكعب:مكعب:

وجوه آن مربعهاي متسـاوي   ي هوجهي منتظمي كه هم شود يا شش ا هم برابر باشند، مكعب ناميده ميهاي آن ب مكعب مستطيلي كه طول يال

 .شود مكعب ناميده مي باشند، 

    نكات:نكات:نكات:نكات:

 .است 26aو مساحت كل آن  24aو مساحت جانبي آن  a3باشد برابر  a) حجم مكعبي كه طول يال آن 1

a ي هقطر متساوي به انداز 4) مكعب داراي 2  ي هشـعاع كـر  (رئـوس   ي هايـن نقطـه از هم ـ   ي هفاصـل  .نقطه همرسند است كه در يك 3

a )محيطي مكعب 3
aوجوه  ي هآن از هم ي هو فاصل 2

 .است )محاطي مكعب ي هشعاع كر( 2

Arcسازند كه برابر است با:  يالهاي آن زواياي متساوي مي ي ه) هر قطر مكعب با هم3 tan Arccosيا ( 2
1
3

بين هـر   ي ه، و زاوي)

Arccotقطر با يك وجه جانبي برابر  1لذا تصوير هر يال روي قطر متناظرش  .است 2
3

 .طول يال است 

a 

b 

c 
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Arccosبين دو قطر مكعب  ي ه) زاوي4
1
Arcيا ( 3 tan2  .است )2

  زيرا: 

AB OA OB OA.OBcos

a a a
a cos

cos Arc cos

= + − θ

     
⇒ = + − θ     

     

⇒ θ = ⇒ θ =

2 2 2

2 2 2
2

2

3 3 322 2 2

1 1
3 3

 

1تصوير هر قطر روي قطر متناظرش  ي هلذا انداز
 .است قطرطول  3







 =′
3
1

AOCosOA 

aهر قطر وجه جانبي در مكعب  )5 a2 )شامل دو قطر مكعب ي هصفح(قطري مكعب  ي هاست و لذا مساحت صفح 2  .است 2

 .اي بر قطر عمود كنيم، مقطع آن با مكعب يك شش ضلعي منتظم است اگر از وسط قطر صفحه )6

 .محور تقارن دارد 13تقارن و  ي هصفح 9هر مكعب  )7

 

 

 ؟كدام است BM̂A ي هزاوي .است CDوسط يال  Mدر مكعب شكل مقابل  :مثال�

 حل: �

7

24

7

24

16

2
1

2

2

2
1

2
2

4

2

22

1

2

2

2

2
tanArc

tan

tan

tan

a

a

tan

====αααα⇒⇒⇒⇒====
−−−−

====
αααα

−−−−

αααα

====αααα

============
αααα

 

 

 يال گذرا بر يك رأس مكعب، يك صفحه بگذرانيم مقطع حاصل به چه شكل خواهد بود؟ هاي سه اگر بر وسط :مثال�

 مثلث قائم الزاويه )1 

 الساقين قائم الزاويه مثلث متساوي )2 

 مثلث متساوي الساقين )3 

 مثلث متساوي الاضلاع )4 

 .صحيح است  4گزينه   حل:�

MNداريم  بگيريم aاگر ضلع مكعب را   MP PN a 2= = == = == = == =  ي خط واصل بين اوساط اضلاع مثلث داريم: و بر اساس قضيه =

ACBC
MN

AB ============
2

 
 

 ؟متر مربع است سطح كل مكعب چند سانتي .است 23برابر  ABCDدر مكعب شكل مقابل مساحت چهارضلعي  :مثال�

 

 حل: �

1863232 222 ========⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒==== aSaa 

A 

B 

O 

C 

E 

2cotArc

3
1

cosArc

D 

D 

C 

M 

A 

B 
H 

α

N 

M 
A 

B 

P 

C 

B A 

D C 
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 قطر مكعب كدام است؟ .تدر مكعبي محاط شده اس 3اي به شعاع  كره :مثال�

 : حل�

چون كره در مكعب محاط شده است، لذا 
2

a
R Raو از آنجا  ==== a لذا: ،====2 R d a2 2 3 6 3 6 3= = × = ⇒ = == = × = ⇒ = == = × = ⇒ = == = × = ⇒ = =  

 

واحد،  aقطر مكعب مستطيل با يال آن به طول  ي را چنان بسازيم كه زاويه 1و  2 و aخواهيم مكعب مستطيلي به ابعاد  مي مثال:�

 برابر كدام عدد انتخاب شود؟  aدرجه باشد.  30برابر 

 : حل�

         22 2 2 22 1 2 1 3L a a a= + + = + + = += + + = + + = += + + = + + = += + + = + + =  قطر مكعب مستطيل+

، برابـر  aي بين قطر مكعب مستطيل و يال  دانيم زاويه ، ميABCي  الزاويه در مثلث قائم 

 است. پس داريم: 30°°°°

ــل ــلع مقاب 3 ض 3
30 3

ــاور 3 ضلع مج

AB
tan tan a

AC a
θ = ° = = = = ⇒ =θ = ° = = = = ⇒ =θ = ° = = = = ⇒ =θ = ° = = = = ⇒ = 

 

اند. طول قطر هر يك از اين دو مكعب  واحد جاي گرفته 6دو مكعب مستطيل يكسان به طور كامل در يك مكعب به طول يال  مثال:�

 است؟مستطيل كدام 

 : حل�

طور كامل جا بگيرد،  كعب، دو مكعب مستطيل يكسان بهگيريم. براي اين كه در داخل اين م واحد را در نظر مي 6مكعبي به طول يال  

اي را دقيقاً از وسط ارتفاع اين مكعب عبور دهيم. با انجام اين كار، مكعب به دو مكعب مستطيل يكسان تقسيم  توانيم صفحه مي

اع مكعب است. بنابراين ي مكعب يكسان بوده و تنها ارتفاع آن دو، نصف ارتف ي اين دو مكعب مستطيل با قاعده شود كه قاعده مي

 باشد. واحد مي 6و  6 و 3ابعاد اين دو مكعب مستطيل يكسان برابر 

باشند، قطر اين  cو  bو  aهاي مكعب مستطيل  هاي يال دانيم اگر اندازه از طرفي مي 

2مكعب مستطيل برابر با  2 2
a b c+ ++ ++ ++  خواهد بود. بنابراين:  +

2 2 2 2 2 26 6 3 81 9d a b c= + + = + + = == + + = + + = == + + = + + = == + + = + + = = 
    منشور:منشور:منشور:منشور:

الاضـلاع   هاي ديگر آن متـوازي  موازي قرار گيرند و وجه ي همنشور يك چند وجهي است كه دو وجه آن همنهشت بوده و در دو صفح 

 .باشند

الاضلاع هسـتند،   هاي ديگر كه متوازي وجه .هاي منشور نام دارند گيرند، قاعده موازي قرار مي ي هدو وجه همنهشت منشور كه در دو صفح

شـوند كـه همگـي بـا هـم       هاي جانبي منشور هستند يالهاي جانبي ناميـده مـي   اي جانبي و يالهايي از منشور كه محل تلاقي وجهه وجه

   .موازيند

 .كند و بر هر دو قاعده عمود است هاي دو قاعده را بهم وصل مي خطي است كه صفحه ارتفاع منشور پاره

هـا عمـود نباشـند، آن را منشـور      هاي جانبي بر قاعده شند، آن را يك منشور قائم و اگر يالهاي منشور عمود با هاي جانبي بر قاعده اگر يال

 .نامند مايل مي

 منشور قائم  منشور مايل  
  

C

B

A

3

2 3a ++++

a
30θ =θ =θ =θ = o

C

B

A a
θθθθ 2

1

2 22 1 3( ) + =+ =+ =+ =

6
6

3

3

d   قطر 
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هاي يك منشور مثلث باشند، آن را منشور مثلثـي   كنند، مثلاً اگر قاعده هاي آن نامگذاري مي هاي قاعده منشور را بر اساس شكل چند ضلعي

 .به اين ترتيب مكعب مستطيل يك منشور چهارضلعي قائم است .نامند مي

 

 منشور مثلثي                ضلعي                                 منشور چهارضلعي منشور پنج 

 

 .شود گفته مي السطوح متوازيالاضلاع همنهشت باشند، به آن  هاي يك منشور دو متوازي اگر قاعده

 
 

و مجمـوع   )دهـد  اي كه اطراف منشـور را تشـكيل مـي    مساحت رويه(هاي جانبي يك منشور را مساحت جانبي  وجه يها مساحتمجموع 

 .شود ي جانبي و مساحت دو قاعده منشور، مساحت كل آن ناميده ميها مساحت

 .مساحت جانبي منشور قائم برابر است با محيط قاعده ضرب در طول يال جانبي منشور :قضيه

shV  :برابر است با sو مساحت قاعده  hري با ارتفاع حجم منشو نكته: = 

 

 كدام است؟ و ارتفاعش مساوي محيط قاعده آن باشد، برابر  8و  6اش لوزي به اقطار  سطح كل منشور قائم كه قاعده :مثال�

 : حل�

5چون قاعده لوزي است و اقطار لوزي بر هم عمودند، لذا ضلع قاعده برابر است با:
2

6

2

8
22

====







++++







 

2054و لذا محيط قاعده برابر است با: ====×××× 

))))لذا سطح كل اين منشور برابر است با: )))) 4482054
2

86
2 ====××××++++







 ××××
====S   

    منشور منتظم:منشور منتظم:منشور منتظم:منشور منتظم:

 .شود هاي آن دو چند ضلعي منتظم باشند، منشور منتظم ناميده مي منشور قائمي كه قاعده 

 

اگر يكي از وجوه جانبي ديگر لـوزي بـه زاويـه     .يك وجه جانبي آن نيز مربع است و 6يك منشور مربعي به ضلع  ي هقاعد :مثال�

 ؟باشد، حجم اين منشور كدام است °30

 حل: �

 .را ارتفاع و لوزي را قاعده منشور اختيار كرد ABتوان  مي ،بر وجه لوزي شكل عمود است ABيال 

10863066 ====××××°°°°××××==== )sin(  طولAB××××  لوزي مساحت====V 

 

اي كـه وجـه    باشد و همچنين زاويه 6و طول يال مايل آن  3آن  ي همايلي كه طول ضلع قاعد ي هحجم منشور مربع القاعد :مثال�

 باشد، برابر است با: 30°سازد  مايل با خط عمودي مي

 حل: �

(((( )))) 3273063 2 ====°°°°××××==== cosV 
    

    

    

a b 

c 

6 

A 
6 

o30

B 

6 

6 

3 3 

o30

20

5

4
3
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        ::::استوانهاستوانهاستوانهاستوانه

از نظر مفهومي وقتي تعـداد   .همنهشت هستند ي ههاي آن به جاي چندضلعي، دو داير ه منشور است كه قاعدهاستوانه شكلي فضايي شبي 

 .شود نهايت ميل كند، منشور به استوانه تبديل مي يك منشور منتظم به سمت بي ي هاضلاع قاعد

 عده عمود باشد، استوانه را قائم كند، بر قا خطي كه مركزهاي دو قاعده را به هم وصل مي اگر محور استوانه يعني پاره

 .نامند صورت آن را مايل مي و در غير اين

 

 استوانه قائم              استوانه مايل                                             

 
 .آيد از دوران يك مستطيل حول يكي از اضلاعش، يك استوانه قائم پديد مي

 .وانه همان ارتفاع استوانه استتذكر: در استوانه قائم، محور است

ي هـا  مسـاحت دهد، مساحت جانبي و مجموع مساحت جانبي و  كه اطراف استوانه را تشكيل مي )سطحي(اي  همانند منشور، مساحت رويه

 .شود دو قاعده، مساحت كل ناميده مي

 ساحت كل آن برابر است با:   و م Rhπ2برابر است با:  hو ارتفاع  Rقائمي به شعاع قاعده  ي همساحت جانبي استوان:هتنك

R Rhπ + π22 2 
 

 مساحت سطح جانبي آن كدام است؟ .استπ12: بابرابر  3حجم استوانه دواري به ارتفاع  :مثال�

  :حل�

ππππ====××××××××ππππ====ππππ==== 123222 rh  سطح جانبي⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒ππππ====××××ππππ====ππππ==== 24123 222
rrrhrV 

    ::::هاهاهاها    مساحتمساحتمساحتمساحت    يييي    ههههاصل كاواليري درباراصل كاواليري درباراصل كاواليري درباراصل كاواليري دربار

هـايي بـا    هـاي دو شـكل در آنهـا قطعـه     فته باشند، اگر هر خطي موازي قاعدههاي دو شكل بر روي يك خط قرار گر فرض كنيد قاعده 

 .ي آن دو شكل برابر استها مساحتهاي مساوي ايجاد كند،  طول

    

 .شود ها و ارتفاعها نيز نتيجه مي از اصل كاواليري برابر بودن قاعده تذكر:

    

    ::::هاهاهاها    اصل كاواليري درباره حجماصل كاواليري درباره حجماصل كاواليري درباره حجماصل كاواليري درباره حجم

اي موازي با اين صـفحه   اگر هر صفحه .هاي دو شكل در آن قرار گرفته باشند را در نظر بگيريد عدهاي كه قا و شكل فضايي و صفحهد  

ي برابر باشند، آنگاه حجـم  ها مساحتهاي حاصل داراي  كند، ديگري را نيز قطع كند و سطح مقطع كه يكي از اين دو شكل را قطع مي

 .اين دو شكل برابر است

اي مـوازي بـا ايـن صـفحه      هايي كه از برخورد هـر صـفحه   در يك صفحه قرار گرفته و مساحت سطح مقطعهاي دو منشور  مثلاً اگر قاعده

هـاي دو   لذا طبق اصل كاواليري، اگر مساحت قاعده .گيريم، حجم اين دو منشور برابر است شود، برابر باشند، آنگاه نتيجه مي حاصل مي

 .ند بودها برابر خواه منشور هم ارتفاع برابر باشند، حجم آن

 

   

 

 ارتفاع

B 

VV ′=
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متـر   سـانتي  6اگر ارتفاع هر دو  .اي برابر است القاعده متر است، با منشور مربع سانتي 4آن  ي هاي كه قطر قاعد حجم استوانه :مثال�

) ؟باشد، مساحت مربع چقدر است )/π = 3 14 

 حل: �

 .نيز با هم برابر باشدهايشان  چون حجم و ارتفاع هر دو با هم برابر است لذا بايد مساحت قاعده ،طبق اصل كاواليري

(((( )))) 561242 2 /====ππππ====ππππ====  مساحت مربع =مساحت دايره 

    هرم:هرم:هرم:هرم:

 .هرم يك چندوجهي است كه همه وجوه آن به جز يكي در يك رأس مشتركند 

هاي جانبي همواره بـه   وجه .وندش هاي جانبي ناميده مي هاي ديگر، وجه هرم و وجه ي هوجهي از هرم كه رأس هرم در آن قرار ندارد، قاعد

 .شود آن عمود مي ي هخطي است كه از رأس هرم بر قاعد ارتفاع هرم پاره .شكل مثلث هستند

 

 هرم مثلثي هرم مربعي ضلعي هرم پنج هرم ناقص 

 

Vبرابر است با:     hو ارتفاع  S ي هحجم هرمي با مساحت قاعد نكته: S h= ×1
3 

    هرم منتظم: هرم منتظم: هرم منتظم: هرم منتظم: 

وجـوه جـانبي هـرم     .نامند ضلعي منتظم باشد و پاي ارتفاع آن بر مركز قاعده منطبق باشد، هرم را منتظم مي يك هرم چند ي هاگر قاعد 

بـراي هـرم غيـر منـتظم سـهم      ( .نامنـد  هرم منتظم مي سهمارتفاع يكي از اين مثلثها را  .الساقين متساوي هستند منتظم، مثلثهاي متساوي

   ).شود تعريف نمي

 

2222 BKSBHKSH  = سهم +=−

    

    : : : : ))))منتظممنتظممنتظممنتظم    يييي    هههههرم مثلث القاعدهرم مثلث القاعدهرم مثلث القاعدهرم مثلث القاعد((((نكاتي در مورد چهاروجهي منتظم نكاتي در مورد چهاروجهي منتظم نكاتي در مورد چهاروجهي منتظم نكاتي در مورد چهاروجهي منتظم 

باشـد، احكـام زيـر در     aهر يال چهار وجهي منتظم  ي هاگر انداز .الاضلاع هستند هاي چهار وجهي منتظم مثلث متساوي  وجه ي ههم 

 .مورد آن صحيح است

 ي ه) چهاروجهي داراي چهار ارتفاع مساوي به انداز1
3
6a

 .نقطه مي گذرند است، كه از يك 

a3) حجم اين چهار وجهي 2 2
است و مساحت جانبي آن  12

4
33 2a

a2و مساحت كل آن    .است 3

 

3آن  ي هاي كه ضلع قاعد مثال: حجم هرم منتظم مربع القاعده����   ؟است، كدام است 5و طول هر يال جانبي آن  2

 حل: �

3
2

223
223 ====

××××
====××××==== HB,BD 

(((( )))) 24423
3

1

3

1
416925

2222 ====××××========⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒====−−−−====−−−−==== ShVOHHBOBOH 
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 .آن اسـت  ي هنتظم مربع القاعده، طول ارتفاع برابـر نصـف قطـر قاعـد    در يك هرم م :مثال�

 ؟هاي جانبي چند درجه است رأس مثلث ي هزاوي

 حل: �

°°°°====⇒⇒⇒⇒========⇒⇒⇒⇒======== 60ÂADCDACHDHCAH 
 

 ؟متر است يال هرم چند سانتي .متر است سانتي 8اش  متر و يك ضلع قاعده سانتي 7منتظمي  ي هارتفـاع هرم مربع القاعد :مثال�

 حل: �

 (((( )))) cm9813249247
22 ====⇒⇒⇒⇒========⇒⇒⇒⇒ يال ====++++====++++======== 24

2

8
82 aa 

 

34SAدر هرم مربعي منتظم زير، مثال: � 5SHو  ====  . حجم اين هرم كدام است؟====

 

 

 حل: �

34 5SA , SH= == == == = 

2 2 2 34 25 9 3

3 6

SAH : AH SA SH AH

OH ,AB

∆∆∆∆
= − = − = ⇒ == − = − = ⇒ == − = − = ⇒ == − = − = ⇒ =

⇒ = =⇒ = =⇒ = =⇒ = =
 

2 2 2 25 9 16 4SOH :SO SH OH SO
∆∆∆∆

= − = − = ⇒ == − = − = ⇒ == − = − = ⇒ == − = − = ⇒ = 

21
6 4 48

3
) ( )= × == × == × == × 1مساحت قاعده××××ارتفاع=

3
V  حجم هرم====)

 

اند. حجم اين هشت وجهي منتظم، چند  هاي يك هشت وجهي منتظم در يك مكعب، مركز تقارن هر وجه جانبي آن، رأسمثال: �

 رم چهار وجهي منتظم در قاعده مشترك)برابر حجم مكعب است؟ (هشت وجهي منتظم: دو ه

 حل:�

از قاعده به هم  FBCDEو  ABCDEكنيد، دو هرم  همان طور كه در شكل ملاحظه مي 

ي  ي ارتفاع وارد بر قاعده اند كه اندازه وجهي منتظم را به وجود آورده 8اند و يك  چسبيده

BCDE  ها نصف طول ضلع مكعب يعني  در  هر  كدام از اين هرم
2

a  ا براياست. ام

پيدا كردن حجم هرم بايد مساحت قاعده را نيز پيدا كنيم كه با توجه به شكل زير، هر يك 

 آيد:  ي فيثاغورس به دست مي از اضلاع مربع قاعده با استفاده از رابطه
2 2 2

2 2

4 4 2

a a a
x x= + ⇒ == + ⇒ == + ⇒ == + ⇒ = 

 هاي آن با هم برابرند، در نتيجه:  ي يال مهو چون هشت وجهي ايجاد شده منتظم است. پس ه 
2 3

2
 وجهي

 هشت وجهي 

ــب  مكع

1 2 2
2 2

3 3 2 3 2 2 6

1

6

ABCDE
a a a a

V V ( Sh) (x )( ) ( )( )

V

V

= = = = == = = = == = = = == = = = =

⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =
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a
8
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2
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    ::::هرم ناقص منتظمهرم ناقص منتظمهرم ناقص منتظمهرم ناقص منتظم

ارتفـاع آن   اش دو چند ضلعي منتظم و پاره خط واصل بين مراكـز دو قاعـده،   هرم ناقصي كه دو قاعده 

السـاقين  هـاي متسـاوي    وجوه جانبي هرم ناقص منتظم، ذوزنقه .شود منتظم ناميده ميهرم ناقص باشد، 

 .شود ها، سهم هرم ناقص منتظم ناميده مي متساوي هستند و ارتفاع يكي از اين ذوزنقه

Sحجم و  Vاگر  ,S′  مساحت دو قاعده وh :ارتفاع يك هرم ناقص باشد، همواره براي هر نوع هرم ناقص داريم 

( )V h S S SS′ ′= + +1
3 

    چند نكته در مورد هرم:چند نكته در مورد هرم:چند نكته در مورد هرم:چند نكته در مورد هرم:

 .ضلعي است كه با قاعده متشابه است موازي با قاعده، يك چند ي همقطع هرم با هر صفح :) قضيه1

ABCDE~EDCBA ′′′′′ 
هرم برابر است با مربع نسبت فواصل رأس هـرم از آن مقطـع و    ي ههرم به مساحت قاعد ي هنسبت مساحت مقطع موازي با قاعد :) قضيه2

   .قاعده

اي به موازات قاعده قطع كنيم و سطح مقطـع   را با صفحه S ي هو سطح قاعد Vاگر هرم با حجم 

 باشد داريم: ′Vو حجم متناظر با آن  ′Sبدست آمده 

33

2








 ′
=









 ′
=
′








 ′
=
′

OH

HO

S

S

V

V

OH

HO

S

S

 

 

حجـم هـرم    .كنـيم  هرم مي گذرد، قطع مـي  ي هاي موازي قاعده كه از وسط ارتفاع نظير قاعد را با صفحه Vهرمي با حجم  :مثال�

 ناقص برابر است با:

 حل: �

VVV
8

7
⇒⇒⇒⇒′′′′====⇒⇒⇒⇒حجم هرم ناقص ====−−−−′′′′====








====

′′′′
VV

V

V

8

1

2

1
3

 

    

 ي همتر باشـد، فاصـل   سانتي 12متر مربع و ارتفاع هرم اصلي،  سانتي 18و  27يك هرم ناقص به ترتيب  ي هداگر دو سطح قاع :مثال�

 ؟متر است كوچكتر از رأس هرم چند سانتي ي هقاعد

 حل: �

64
27

18

12
====′′′′⇒⇒⇒⇒====

′′′′
====

′′′′
AO

S

SAO 

 

1باشد،  a,b,c) حجم هرمي كه طول سه يال همرس آن 3
 .باشد a,b,cالسطوحي است كه سه يال همـرس آن  حجم متوازي 6

OABCVحجم متوازي السطوح    = 16 
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A ′
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 چه كسري از حجم است؟ AMLKحجم هرم  .وسطهاي سه يال هستند K,L,Mدر مكعب شكل مقابل  :مثال�

 حل: �

6

1

2

1

3

1

3

1
====××××====××××××××==== ShSV ABDABCD 

48

1

6

1

8

1

8

1

8

1

4

1

2

1

3

====







========⇒⇒⇒⇒

====⇒⇒⇒⇒











====⇒⇒⇒⇒====










 ′′′′
====

∆∆∆∆∆∆∆∆

ABCDAMLK

ABCD

AMLK

BCDMLK

ABCD

AMLK

VV

V

V

SSBDML

S

S

V

V

 

    مخروط: مخروط: مخروط: مخروط: 

يـك   ي هنظر مفهومي اگر تعداد اضلاع قاعـد از  .دايره است ،آن به جاي چند ضلعي ي همخروط شكلي فضايي شبيه هرم است كه قاعد 

 .شود نهايت ميل كند، هرم به مخروط تبديل مي هرم منتظم به سمت بي

اگر محور بر قاعده عمود باشد، مخـروط قـائم و    .قاعده وصل مي كند، محور قاعده نام دارد ي هخطي كه رأس مخروط را به مركز داير پاره

 .شود در غير اينصورت مايل ناميده مي

 .وتر مثلث اصطلاحاً مولد اين مخروط قائم است .آيد الزاويه حول يك ضلع قائمش يك مخروط قائم پديد مي از دوران يك مثلث قائم

hrVبرابر است با:  hو ارتفاع  r ي هحجم مخروطي با شعاع قاعد نكته: 2
3
1
π= 

S محيط قاعده× مولد  =rLπبرابر است با: Lو مساحت جانبي مخروط قائم با مولدي به طول  = 12 

    

 ؟شعاع اين كره كدام است .ايم اي محاط كرده است، كره 4و ارتفاعش  3اش  در مخروط دواري كه شعاع قاعده :مثال ����

 حل:  ����

(((( ))))
2

3
44 22222 ====⇒⇒⇒⇒++++====−−−−⇒⇒⇒⇒++++==== xxxABOBOA:  در مثلث قائم الزاويهOAB∆∆∆∆ 

 

 ؟حجم حاصل چقدر است .يمده ها دوران مي را حول يكي از ضلع 4الاضلاعي به ضلع  مثلث متساوي :مثال �

 حل:  �

   )ارتفاع مثلث متساوي الاضلاع(هايشان  الزاويه حول يكي از ضلع توان فرض كرد دو مثلث قائم مي

 .اند دوران كرده و دو مخروط به وجود آورده

(((( )))) ππππ====××××ππππ××××====⇒⇒⇒⇒====================⇒⇒⇒⇒==== 16232
3

1
22

2
32

2

3
4

2
V

a
CO,AO

a
ha 

AOBˆدر شكل مقابل  :مثال���� = OAاگر  .است °60 = 4  ؟باشد، حجم مخروط كدام است 3

 حل: ����

(((( )))) ππππ====××××ππππ====ππππ====

====°°°°============××××====°°°°========⇒⇒⇒⇒====

24632
3

1

3

1

32606
2

3
346034

22
hrV

cosOAOBr,sinOAABhOA
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اند. شكلي كه  ترين مخروط ممكن را خارج كرده واحد، بزرگ 2ي  و شعاع قاعده 5ي قائم به ارتفاع  از داخل يك استوانهمثال: �

مقطع حاصل دهيم. مساحت  واحد از آن قطع مي 1ي  ي مخروط به فاصله اي موازي قاعده مانده را با صفحه از استوانه باقي

 كدام است؟

 ل: ح�

4 8

2 5 2 5

AH r r
r

AO
= ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ = 

2 2
مقطع      

8
2

5

64 36
4 1 44

25 25

S ( ) ( )

/

= π − π == π − π == π − π == π − π =

ππππ
π − π = = ππ − π = = ππ − π = = ππ − π = = π

 

    ::::مخروط ناقص قائممخروط ناقص قائممخروط ناقص قائممخروط ناقص قائم

آيـد، سـاق مايـل ذوزنقـه، مولـد، سـاق قـائم، ارتفـاع و          از دوران ذوزنقه قائم الزاويه حول ساق قائمش، مخروط ناقص قائم پديد مي 

 .باشند هاي مخروط ناقص قائم مي هاي ذوزنقه شعاعهاي قاعده قاعده

Sهاي  حجم هر نوع مخروط ناقص قائم با سطح قاعده ته:نك ,S′  و ارتفاعh   :برابر است با 

 V h(S S SS )′ ′= + +1
3  

 ؟نها كدام است هاي آ نسبت حجم .كنيم هرم ناقص شش پهلويي محاط مي ،در مخروط ناقص قائمي :مثال�

 حل: �

 

RRهاي مخروط ناقص را  هاي قاعده اگر شعاع  :بگيريم hو ارتفاع آن را  ′,

2

2

33

2

30
6 R

cosR
R ====

°°°°
 Rاي به شعاع  مساحت شش ضلعي محاط در دايره ====××××

 V′′′′====و   حجم هرم ناقص    V====حجم مخروط ناقص

ππππ
====

′′′′ππππ++++′′′′ππππ++++ππππ

′′′′
++++′′′′++++

====
′′′′++++′′′′++++

′′′′++++′′′′++++
====

′′′′

2

332

33

2

33

2

33

3

1
3

1

22

22

1111
RRRR

RR
RR

)SSSS(h

)SSSS(h

V

V 

هاي رأس مخـروط از آن   آن برابر است با مربع نسبت فاصله ي همخروط به مساحت قاعد ي هقاعد نسبت مساحت هر مقطع موازي با ::::نكتهنكتهنكتهنكته

 .مخروط ي همقطع و قاعد

كه سطح  اي به موازات قاعده قطع كنيم، به طوري را با صفحه S ي هو سطح قاعد Vاگر مخروط با حجم 

 باشد، داريم:  ′Sمقطع بدست آمده 
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    كره:كره:كره:كره:

 .نامند ثابت را شعاع كره مي ي هاين فاصل .از فضا است كه از يك نقطه ثابت به نام مركز به يك فاصله باشند كره مكان هندسي نقاطي 

 .نامند خطي كه دو سر آن روي كره باشد را وتر كره مي نامند و وتري كه از مركز كره بگذرد را قطر كره مي هر پاره

مركـز   ي هاگر فاصـل  .مقطع هر صفحه با كره يك دايره است .آيد قطرش پديد مي كره يك سطح دوار است كه از دوران يك نيم دايره حول

22، شعاع دايره مقطع برابر است با: Rباشد و شعاع كره  xكره از صفحه  xRr −= 

 

 

 .است ABاي به قطر  به زاويه قائمه ديده شود، كره ABخط ثابت  مكان هندسي نقاطي از فضا كه از هر يك از آنها پاره :1نكته 

3برابر است با:  Rاي به شعاع  حجم كره :2 نكته
3
4

RV π= 

24و مساحت آن برابر است با: RS π= 

 

واحد از صفحه مماس چقـدر   2اي به فاصله  مساحت مقطع آن با صفحه .اي مماس است واحد بر صفحه 6اي به شعاع  كره :مثال�

 ؟است

 حل: �

ππππ====−−−−ππππ====ππππ==== 2046 222 )(rS 

 

قـدر   حجم اين استوانه چه  محاط شده است. بيشينه 48ππππاي قائم با سطح جانبي  هواحد، استوان 5در داخل يك كره به شعاع  مثال:�

 است؟

 حل: �

5Rشعاع كره  ==== 
24

2 48 24S r h rh h
r

= π × = π ⇒ = ⇒ == π × = π ⇒ = ⇒ == π × = π ⇒ = ⇒ == π × = π ⇒ = ⇒  سطح جانبي استوانه =

2
225

4

h
r= += += +=  : در مثلث هاشور خورده+

2
2

224
2

2 2

2
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24
24

25 25
4 4

h
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h
r

( )
( )r r r
r

====

= += += += +

→ = + ⇒ = +→ = + ⇒ = +→ = + ⇒ = +→ = + ⇒ = + 

2 2 4 2 2 2 2

2

2 2
2

2 2

144
25 25 144 25 144 0

9 9 8 9 8 72
25 144 0

16 16 6 16 6 96

r r r (r ) r r t
r

t r ,h V r h
t t

t r ,h V r h

⇒ = + ⇒ = + ⇒ − + = ⇒ =⇒ = + ⇒ = + ⇒ − + = ⇒ =⇒ = + ⇒ = + ⇒ − + = ⇒ =⇒ = + ⇒ = + ⇒ − + = ⇒ =

= = = ⇒ = π = π× × = π= = = ⇒ = π = π× × = π= = = ⇒ = π = π× × = π= = = ⇒ = π = π× × = π
− + = ⇒− + = ⇒− + = ⇒− + = ⇒ 

==== = = ⇒ = π = π× × = π= = ⇒ = π = π× × = π= = ⇒ = π = π× × = π= = ⇒ = π = π× × = π
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