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هايي از صفحه يا فضا است كه داراي ويژگي معيني هستند، يعني هر نقطه در ايـن مجموعـه داراي ايـن     مكان هندسي مجموعه نقطه  

  .مي باشدمجموعه  آنويژگي است و هر نقطه كه اين ويژگي را دارد عضو 

  چند مكان هندسي مهم:چند مكان هندسي مهم:چند مكان هندسي مهم:چند مكان هندسي مهم:
خـط   انـد، عمـود منصـف پـاره     به يك فاصله Bو  Aثابت مكان هندسي نقاطي از صفحه، كه از دو نقطه 

AB خط  است. (اين مكان در فضا صفحه عمودمنصف پارهAB (.است 

  

و شـعاع   Aاي به مركـز   باشند دايره Rبه فاصله معلوم  Aي  مكان هندسي نقاطي از صفحه كه از نقطه

R اي به مركز  است. (اين مكان در فضا كرهA  و شعاعR (.است 

 

 انـد، دو خـط متقـاطع عمـود بـر هـم       دسي نقاطي از صفحه، كه از دو خط متقاطع به يـك فاصـله  مكان هن

 است. (اين مكان درفضا دو صفحه متقاطع عمود بر هم است.) (نيمساز زوايا)

  

ماسند، دو خط متقاطع عمود بـر  مندسي مراكز دوايري در يك صفحه، كه بر دو خط متقاطع مكان ه نتيجه:

  است. )(نيمساز زوايا هم

  

بين دو خط و به موازات  خط يكاند،  به يك فاصله وازيمكان هندسي نقاطي از صفحه، كه از دو خط م

بين دو خط و به موازات آن دو و به صفحه  يك. (اين مكان درفضا ي مساوي از آنهاست آن دو و به فاصله

 ي دو خط است.) ي مساوي از آنها وعمود بر صفحه فاصله

بـين دو خـط و    خط يكماسند، م وازيدسي مراكز دوايري در يك صفحه، كه بر دو خط منمكان هنتيجه: 

  .ي مساوي از آنهاست به موازات آن دو و به فاصله

 dخط هستند، دو خط موازي با  aبا فاصله معلوم  dمكان هندسي نقاطي از صفحه كه از خط مفروض 

 است.) aو شعاع قاعده  dمحور اي با  . (اين مكان در فضا سطح جانبي استوانهباشد مي

  نتايج:

ندسي مراكز دوايري به شعاع معلوم در يك صفحه، كه بر يك خط مستقيم مماسـند، دو خـط   الف) مكان ه

 موازي با خط مفروض است.

  
  

مفروض است. مكان هندسي نقاطي داخل صفحه مربع كه فاصله آنها حداقل از  Lمربعي به ضلع  ب)

   ت، شكل مقابل است.اس ′Lيك ضلع مربع مساوي 

  
  

بـه   مكان هندسي مراكز دوايري به شعاع معلوم در يك صفحه، كـه بـر دايـره مفـروض مماسـند دو دايـره      

RR,RRشعاعهاي   است. +′−′
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بر آن  dواقع بر خط  Aي  مكان هندسي نقاطي كه از آن نقاط مي توان عمودي گذرنده از نقطه -7

 .Aي  در نقطه dخط رسم كرد، خطي است عمود بر خط 

 

 

  

يـك   ،مماسـند  dبر خط معلـوم   Aمكان هندسي مراكز دوايري در يك صفحه كه در نقطه معلوم  نتيجه:

 خط مفروض است.آن خط مستقيم عمود بر 

  

  

  

 

 ABخـط   منصف پـاره  گذرد، عمود مي Bو  Aمكان هندسي مركز دوايري كه از دو نقطه ثابت 

 است.

  

  

 Rبه شـعاع  و  Oبه مركز اي  بر دايره Lهايي به طول معلوم مكان هندسي نقاطي كه از آن نقاط مماس -9

Rاي به شعاع  توان رسم كرد، دايره مي L+2  است. Oي  نقطهمركز  و به 2

  

  

 

 Rاي بـه شـعاع    بر دايـره بسازند  αهم زاويه كه با  و مماسمي توان دمكان هندسي نقاطي كه از آن نقاط 

ع و با شعااي به مركز دايره مفروض  رسم كرد دايره
R

sin
α
2

 باشد. مي 

  

 

اي به مركز دايره  رسم كرد دايره Rاي به شعاع  دايره عمود بر هم برو مماس مي توان دمكان هندسي نقاطي كه از آن نقاط   حالت خاص:

Rشعاع و با مفروض    نام دارد.) ي مونژ دايره(اين دايره اصطلاحاً  .باشد مي 2

تـوان دو ممـاس    دسي نقاطي است كه از آن نقـاط مـي  مكان هن ،امتـداد وتر مشتـرك دو دايره متقاطع -11

  مساوي بر دو دايره رسم كرد.

  

  

تـوان دو   مكان هندسي نقاطي است كه از آن نقـاط مـي   ، مماس مشترك داخلي دو دايره مماس خارج -12

  مماس مساوي بر دو دايره رسم كرد.
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گذرنـد، كمانهـايي از دو    ابـت مـي  كـه ضـلعهايش از دو نقطـه ث    αاي برابر  مكان هندسي رأس زاويه -13

مركزي رو به رو به وتـر مشـترك آنهـا    ي  هگذرند و زاوي ثابت ميي  هي مساوي است كه از آن دو نقط دايره

در واقع مكان هندسي نقاطي كه پـاره   شود. ناميده مي αي  هاست. اين كمان، كمان در خور زاوي α2برابر 

  ان از دايره است.رويت مي كنند دو كم αي  را به زاويه ABخط 

dمكان هندسي نقاطي از صفحه كه مجموع فواصل هر يك از آنها از دو خط متقاطع  -14 ,d′   ثابت باشـد

dخطوط مستطيلي است كه دو قطر آن منطبق بر  ,d′ باشد. مكان هندسي نقاطي كـه تفاضـل فواصــل     مي

dهـر يك از آنها از دو خط متقاطع  ,d′    تطيل اسـت كـه دو   مقداري ثابت باشد، امتـداد اضـلاع يـك مس ـ

dقطرش بر  ,d′ باشد. منطبق مي 

 

كند، مكان هندسي مركـز دايـره محيطـي     در صفحه مثلث تغيير مي Aثابت و رأس  Cو  Bدو رأس  ∆ABCمثال: در مثلث ����

  مثلث كدام است؟

  حل: ����

چــون مركــز دايــره محيطــي محـــل برخـــورد عمـــود منصــفهاي مثلــث اســـت و يكــي از ايــن  

 BCاست. پس مكان مطلوب همان عمودمنصف  BCه خط ثابت ها عمودمنصف پار عمودمنصف

  خواهد بود.

. مكان هندسي نقطه تلاقـي نيمسـازهاي دو زاويـه    نموده استآنها را قطع  ∆متوازيند، خط متغير  ′dو  dمثال: دو خط ثابت ����

  مقابل داخلي كدام است؟

  حل: ����

HMMH
HMHM

HMMH
′′′′′′′′====⇒⇒⇒⇒

′′′′′′′′====′′′′

′′′′====  

 ′′′′dو  dآن خطي موازي با  پس نقطه متغير همواره از دو خط به يك فاصله است و مكان هندسي

  هاست. و به يك فاصله از آن

 ACكند كـه طـول ميانـه ضـلع      در صفحه مثلث طوري تغيير مي Aثابت و رأس  Cو  Bدو رأس  ∆ABCمثال: در مثلث ����

  كدام است؟ Aهمواره مقداري ثابت است. مكان هندسي رأس 

  حل: ����

 Oوصل كنيم، اولاً نقطـه   Aبه  Oاز ادامه دهيم و  Bاز طرف  Oرا به اندازه خودش تا نقطه  BCاگر 

BMOAداريم  ∆∆∆∆OACيك نقطه ثابتي است. ثانياً در مثلث  ثابت  OAثابت است پس  BM، چون ====2

اي  به فاصله ثابتي قرار دارد. لذا مكـان هندسـي دايـره    Oهمواره از نقطه ثابت  Aاست. يعني نقطه متغير 

  .Oاست به مركز 
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مقداري ثابـت   ADكنند كه  چنان تغيير مي Dو  Cبـت و دو رأس ثا Bو  Aدو رأس  ABCDدر متوازي الاضلاع  :مثال����

  كدام است؟ CDاست. مكان هندسي وسط 

  حل: ����

  .ABاي است به مركز وسط  دايرههندسي نيز ثابت است. لذا مكان  OMثابت باشد،  ADاگر 

  

R (Rع متغير و به شعا Aبه مركز  دوايريرا بر  BTممــاس  Bمفروضند. از نقطه  Bو  Aمثال: دو نقطه ثابت ���� AB)< 

   كدام است؟ Tي  كنيم. مكان هندسي نقطه رسم مي

  حل:����

اي است به مركز وسـط   است. لذا جواب دايره ABاست لذا رو به قطر  90°°°°همواره  BT̂Aچون 

AB  و قطرAB.  

  

 Nتـا نقطـه    AMي  از دايره وصل كرده و آنرا بـه انـدازه   Mبه نقطه  Aمفروض است. از نقطه  ABاي به قطر  مثال: دايره����

  بر روي دايره، كدام است؟ Mبا تغيير نقطه Nدهيم. مكان هندسي نقطه  داد ميامت

  حل:����

  

BNABBMNABM ====⇒⇒⇒⇒∆∆∆∆====∆∆∆∆  

BNABچون   .Bاي است به مركز  دايرههندسي ثابت است. لذا مكان  Mبا تغيير  BN، لذا ====

  

  مكان هندسي نقاطي از صفحه كه نسبت فواصلشان از دو خط متقاطع مقدار ثابتي باشد، كدام است؟ مثال:����

  :حل����

))))نقطه دلخواه  ابتدا ))))Y,XM   گيريم. با توجه به فرض مسأله داريم:را در نظر مي ====

2222 ba

cYbXa
k

ba

cbYaX
k

HM

MH

′′′′++++′′′′

′′′′++++′′′′++++′′′′
±±±±====

++++

++++++++
⇒⇒⇒⇒====

′′′′
  

  كه معادله دو خط متقاطع مي باشد.
  

تغييـر مكـان مـي دهنـد، مكـان       ′d و dسانتيمتر است و دو سر آن روي دو خط عمود بر هم  10به طول  ABپاره خط  مثال: ����

  كدام است؟ ABوسط  Mهندسي نقطه 

  : حل����

ي  ي نقطه است، فاصله 10ر وتر نصف وتر است و طول وتر همواره برابر چون ميانه وارد ب

M  است. پس مكان  5از مبدأ مختصات همواره برابرM اي است به مركز مبدأ و  دايره
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تغيير مكان دهند، مكان  Ayروي نيم خط  Cو نقطه  Axروي نيم خط  Bمفروض است. اگر نقطه  xAyزاويه ثابت  مثال:����

  كدام است؟  ABCاز مثلث   Cو Bنقطه برخورد نيمسازهاي خارجي دو زاويه هندسي 

  : حل����

است  xAyي  ساز زاويه ي همرسي يكي از نقاط نيم رأسند و اين نقطه ساز هم چون همواره سه نيم

 xAyي  ساز زاويه ساز خارجي نقاط مختلف نيم و اين خط، خط ثابتي است پس با تغيير دو نيم

  شود. توليد مي

  

س أدر صفحه مثلث تغيير مكان مي دهد. مكان هندسي پاي ارتفاع نظير ر  Aثابت و راس Cو  Bدو راس  ABCدر مثلث  مثال:����

B  كدام است؟  

  :حل����

 Hي  كند، لذا مكان هندسي نقطه رؤيت مي °°°°90ي  را همواره با زاويه BCخط  پاره Hي  چون نقطه

  .BCاي است به قطر  دايره
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	ت �����:���  
كنيم، سپس مسأله ترسيم را تبديل به  ابتدا مسأله را حل شده فرض ميي ترسيمات هندسي به كمك خط كش غير مدرج و پرگار، برا  

كنيم به طوري كه هر كدام از شرطها، به يك مكان هندسـي بـراي    كنيم، شرطهاي مسأله را به دو جزء تقسيم مي يافتن يك نقطه مجهول مي

  مجهول فصل مشترك اين دو مكان هندسي است. نقطه ،نقطه مجهول تبديل شود

  

        مهم:مهم:مهم:مهم:    ندسيندسيندسيندسيمكانهاي همكانهاي همكانهاي همكانهاي ه     ترسيمترسيمترسيمترسيم

 رسم نيمساز يك زاويه:

و سـر آن را روي رأس زاويـه   نمـوده  براي رسم نيمساز يك زاويه، پرگار را به اندازه دلخواهي باز 

نـدازه  قرار مي دهيم و كمان مي زنيم تا اضلاع زاويـه را قطـع كنـد. سـپس مجـدداٌ پرگـار را بـه ا       

رسم مي كنيم تا يكديگر را قطع كنند. خطي كـه   ديگر و از نقاط تقاطع دو كمانكرده دلخواهي باز 

  شود، نيمساز زاويه است. از نقطه تقاطع دو كمان به رأس زاويه وصل مي

  

  رسم عمود منصف يك پاره خط:

بالا و پـايين پـاره   براي رسم عمود منصف يك پاره خط، دو كمان مساوي از دو سر آن پاره خط در   

كننـد. خـط    زنيم، اين دو كمان در بالا در يك نقطه و در پايين نيز در يك نقطه همديگر را قطع مي خط مي

  عمود منصف پاره خط مفروض است.، واصل بين اين دو نقطه
 

  نيز بهره گرفت. رسم خطي عمود بر خط داده شده از نقطه اي روي آناز روش فوق مي توان براي  تذكر:
  

  روش ابوالوفاء بوزجاني براي رسم خطي عمود بر خط داده شده از نقطه اي روي آن: 

ي  اختيار مـي كنيم.دهانـه   dرا روي  Bي  ابتدا نقطه dواقع بر خط مفروض  Aي  براي رسم خط عمود از نقطه

سـم مـي كنـيم.    ر ABو به شعاع  B و  Aباز مي كنيم دو دايره به مركزهاي ABي پاره خط  پرگار را به اندازه

را از طـرف   BCوصـل مـي كنـيم و پـاره خـط       Cبـه   Bمي ناميم. از C ي برخورد اين دو دايره را  يك نقطه

بر  Aدر نقطه  ADوصل مي كنيم. خط  Aبه  Dادامه مي دهيم. از  Dي  ي خودش تا نقطه به اندازه Cي  نقطه

 عمود است. dخط 

  ر استوار است؟ي زي روش ابو الوفاء بر اساس كدام قضيه مثال:����

  ي تماس بر شعاع وارد بر آن  نقطه  عمود است. ) خط مماس بر دايره در نقطه1

  ي وارد بر يك ضلع نصف آن ضلع بود، مثلث قائم الزاويه است. ) اگر در مثلثي ميانه2

  درجه اند. 60) در مثلث متساوي الاضلاع زاويه هاي داخلي 3

  است.90ه ي محاطي مقابل به  قطر در داير ) زاويه4

  پاسخ است.   3گزينه : حل����

با هم  CDو  ACرا مساوي در نظر مي گيرد، تصميم در ساختن مثلث متساوي الاضلاع دارد. لذا چون  BCو  ACو  ABچون ابوالوفا 

ي  يـه است، پس زاو 30و يك زاويه  60يك زاويه  ABDدرجه است. لذا در مثلث  30برابر  ACDي غير مجاور مثلث  مساويند هر زاويه

 BCو  ACو  ABگفت  هم صادق است اما منظور نظر ابوالوفا نبوده والاّ نمي 2ي  درجه است. البته در مورد روش ابوالوفا گزينه 90سوم 

  مساوي باشند.  

B 

D 

A 
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C 
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  اي خارج آن: رسم خطي عمود بر خط داده شده از نقطه -3

مـان از نقطـه خـارج    اي خارج آن، ابتدا يك ك براي رسم خط عمود بر خط داده شده از نقطه  

كنيم به نحوي كه خط را در دو نقطه قطع كند. حال عمـود منصـف پـاره خـط قـرار       خط، رسم مي

  كنيم. گرفته بين دو نقطه را به روش مثال قبل، رسم مي

  اي خارج آن: رسم خطي موازي يك خط، از نقطه -4

طه بر خط مفـروض عمـودي   اي خارج از آن، ابتدا از آن نق براي رسم خطي موازي يك خط از نقطه  

كنيم (با روش مثال قبل) سپس از نقطه مفروض يك عمـود بـر خـط عمـود شـده بـر پـاره خـط          رسم مي

زنـيم تـا خـط     كنيم به اين ترتيب كه از نقطه مورد نظر دو كمان مساوي در دو طرف مـي  مفروض رسم مي

خط) پاره خط قرار گرفته بـين   اي روي خط بر عمود را در دو نقطه قطع كند. عمود منصف (عمود از نقطه

  دو كمان، خطي موازي خط اوليه است.
  

  : اي خارج از آن براي رسم خطي موازي يك خط از نقطه روش ابوالوفاء بوزجاني

 A ي  از نقطـه  dخارج آن داده شده است. براي رسم خطي بـه مـوازات    Aي  و نقطه dخط 

مي گشـاييم. بـه    ABي  پرگار را به اندازه ي اختيار كرده و دهانه dرا روي  Bي دلخواه  نقطه

قطع كنـد. آنگـاه بـه     Cي   را در نقطه dكنيم تا خط  مييك دايره رسم  ABوشعاع  Bمركز 

وشعاعي برابـر   Bي ديگري رسم مي كنيم. سپس به مركز  و با همان شعاع قبلي دايره Aمركز 

AC مركزهاي ي برخورد دو دايره به  ي ديگري رسم مي كنيم و نقطه دايرهA  وB  راD   مـي

 شود. رسم مي dبه موازات   A خطي است كه از ADوصل مي كنيم.  Dبه  Aناميم. از 

  ي زير استوار است؟ روش ابو الوفاء بر اساس كدام قضيه مثال:����

  ي وارد بر وتر در مثلث قائم الزاويه نصف وتر است. ) ميانه1

  رد بر آن  نقطه  عمود است.ي تماس بر شعاع وا ) خط مماس بر دايره در نقطه2

  الاضلاع است. ) و اگر اضلاع مقابل يك چهارضلعي دوبدو مساوي باشند، آن چهارضلعي متوازي3

  ي رأس مثلث متوازي الساقين موازي قاعده است. ي خارجي زاويه ) نيمساز زاويه4

  پاسخ است.   3گزينه : حل����

كند. و اگر اضلاع مقابل يك چهارضـلعي دوبـدو مسـاوي باشـند آن      رسم مي BCرا مساوي  ADو  BDرا مساوي  ACدر واقع ابوالوفا 

  چهارضلعي متوازي الاضلاع است.

  رسم مثلثي كه سه ضلعش معلوم است: -5

براي رسم مثلثي كه سه ضلعش معلوم است ابتدا پاره خطي به اندازه يكي از اضلاع معلوم رسم مـي    

محـل   نماييم. ميپاره خط رسم آن ازه دو ضلع ديگر از دو سر كنيم و سپس به وسيله پرگار دو كمان به اند

  تلاقي دو كمان رأس سوم مثلث است.

  دو ضلع و زاويه بين آن دو ضلعش معلوم است: رسم مثلثي كه -6

ي دو ضلع داده شـده كمـان مـي زنـيم و      ابتدا زاويه را رسم سپس روي دو ضلع آن به اندازه  

  نيم.انتهاي دو كمان را بهم وصل مي ك

  

A 

C 

D 

B 

d 



 

 

9 

  دو زاويه و ضلع بين آن دو زاويه معلوم است: رسم مثلثي كه -7

ي زاويه هاي داده شده جـدا كـرده و ضـلع     ابتدا ضلع را رسم و سپس از دو سر آن به اندازه  

  كنيم. دوم اين دو زاويه را بهم وصل مي
  

        حالات رسم مثلث:حالات رسم مثلث:حالات رسم مثلث:حالات رسم مثلث:

32ضلعي بايد  nبه طور كلي براي رسم يك  −−−−nديگر  جزء مستقل از يكn      ضلعي معلوم باشد. بنابراين براي رسم يـك مثلـث بايـد سـه

شوند، چون با معلـوم بـودن دو تـا از     ي مثلث سه جزء مستقل از هم محسوب نمي جزء مستقل از هم معلوم باشد، به عنوان مثال سه زاويه

هاي مربوط به رسم مثلث بسيار زياد و متنوع هسـتند و بـراي    ه مسألهشود ولي سه ضلع مستقل از هم هستند. البت ها سومي نيز معلوم مي آن

  ها بيان كرد. توان روش كلي براي حل آن گيرد، به همين دليل نمي هاي بسياري از هندسه مورد استفاده قرار مي ها قضيه حل آن

  مثلث با دو نوع سؤال مواجهيم: در واقع در بحث ترسيم

  مي توان مثلث را رسم كرد يا نه؟ يعني آيا اين اطلاعات براي رسم مثلث كافي است؟آيا اين با داشتن اين اجزا  -1

  اگر اين اجزا براي رسم مثلث كافي است، با اين اعداد چند مثلث متمايز مي توان رسم كرد؟ -2

بايد توجه داشت كه دو مثلث وقتي متمايزند كه حـداقل يكـي از اجـزاء آنهـا متفـاوت      

  شوند. زير متمايز نيستند و در شمارش يكبار محاسبه مي باشد، مثلاً دو مثلث

  حال به بررسي چند حالت از مهمترين حالات رسم مثلث مي پردازيم:

ي مقابل به ضلع  ض ض ض، ز ض ز و همچنين دو ضلع و زاويه ،شوند (ض ز ض با معلوماتي كه دو مثلث با هم برابر مي - 1

 شود. مي تر) حداكثر يك مثلث منحصر به فرد مشخص بزرگ

  توانيم مثلث اصلي را رسم كنيم.  ي حالات زير با رسم مثلث هاشورخورده، مي در كليه حالات خاص:

BCمثلث را با معلوم بـودن انـدازه ضـلع      -1 a=  هـاي   و ميانـهbBB m′ cCCو  = m′ = 

  توان رسم كرد. مي

2در واقع اگر مثلثي كه اضلاع آن 

3
bm  2و

3
cm  وa توان بـر   باشد، موجود و قابل رسم باشد، مي

  هستند ترسيم نمود.  cو  bو  aاساس آن مثلث اوليه را نيز كه اضلاعش 

bACمثلث را با معلوم بـودن انـدازه ضـلع     -2 bBBهـاي   و ميانـه  = m′ cCCو  = m′ = 

 توان رسم كرد. مي

1در واقع اگر مثلثي كه اضلاع آن 

3
bm  2و

3
cm  و

2

b  تـوان   است، موجود و قابل رسم باشد، مـي

  بر اساس آن مثلث اوليه را نيز رسم كرد. 

bACمثلث را با معلوم بودن اندازه ضلع  -3 cABو= bmBMي  و ميانـه  = تـوان   مـي  =

 رسم كرد.

و  bmدر واقع اگر مثلثي كه اضلاع آن 
2

b  وc توان بر اساس  است، موجود و قابل رسم باشد، مي

  آن مثلث اوليه را نيز رسم كرد. 

 

bACمثلث را با معلوم بودن اندازه ضلع  -4 cABو= amAMي  و ميانـه  = تـوان   مـي  =

 رسم كرد.

2و  cو  bدر واقع اگر مثلثي كه اضلاع آن  am  توان بر اساس  باشد، مياست، موجود و قابل رسم

  آن مثلث اوليه را نيز رسم كرد. 

G

B  
C  

A 

B′C′

B 

A 

M  

C  

A 

B  
M

C  
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  توان رسم كرد. ميسه ميانه مثلث را با معلوم بودن اندازه  -5

amدر واقع اگر مثلثي كه اضلاع آن 
2

3
bmو  

2

3
cmو  

2

3
، مثلث است، موجود و قابل رسم باشد 

  اوليه نيز قابل رسم است.

  
  

64با معلوم بودن دو ضلع   ABCدر رسم مثلّث مثال:���� == b,c 4ي و ميانه=am     با خط كش و پرگـار كـدام نتيجـه حاصـل

 شود؟ مي

  ) فاقد جواب4  ) دو جواب متمايز  3   جواب منحصر به فرد )2  غير قابل رسم )1  

  : حل����

  مثلث هاشورخورده قابل رسم باشد، پس داريم: بايد   

5110222 ≤≤≤≤≤≤≤≤→→→→≤≤≤≤≤≤≤≤→→→→++++≤≤≤≤≤≤≤≤−−−− aaa mmcbmcb   

541لذا چون      است پس جواب منحصر بفرد است. ≥≥≥≥≥≥≥≥

  

  ؟بود نخواهداين مثلث قابل رسم  ،وتر آن مشخص است. با معلوم بودن اندازه كدام جزء ديگرطول مثلث قائم الزاويه اي  از مثال:����

  ي حاده يك زاويه) 4  ) ميانه وارد بر وتر 3  ) ارتفاع وارد بر ضلع قائم2  ) ارتفاع وارد بر وتر1  

  : حل����

  تا جزء مستقل در دست داريم. 2ي وارد بر وتر نصف وتر است، در واقع اطلاع جديدي به دست نيامده است. و هنوز  ميانه  

  

  سانتيمتر وجود دارد كه اندازه هاي زواياي آن اعداد طبيعي باشند؟  5چند مثلث قائم الزاويه دو به دو ناهمنهشت با وتر  مثال:����

  : حل����

  مثلث قابل رسم است.  45لذا  تغيير كنند. 45تا  1ه مي توانند از هاي غير قائم زاويه

  

  تواند باشد؟ كدام عدد مي aي  قابل رسم است. اندازه aو ضلع  bm====12و  am====9ي  مثلثي با معلوم بودن دو ميانه مثال:����

  1 (10  2 (9  3 (15  4 (22  

  پاسخ است. 3گزينه : حل����

  با معلم بودن سه ضلع بايد قابل رسم باشد، پس بايد:  BGMمثلث   

8 3 8 3 10 22
2

a
a− < < + ⇒ < <− < < + ⇒ < <− < < + ⇒ < <− < < + ⇒ < <  

15aها تنها  در گزينه     قابل قبول است.  ====

  

  

  

A 

B  
M

C  

A 

B  
M  

C  

M′ M ′′ 

A

B M C

G

2

a

1
3

3
am ====

2
8

3
bm ====
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 را رسم كرد؟ ABCكدام باشد تا بتوان مثلث  cmمعلومند.  bm====5و  am====3هاي  ميانه ABCاز مثلث مثال: ����

  1 (9====cm  2 (51 /mc ====  3 (5====cm  4( 1====cm  

  پاسخ است. 3گزينه : حل����

آيد كه  به اندازه خودش امتداد دهيم، مثلثي به دست مي Mرا از طرف  GMاگر ميانه   

cbaاضلاعش  m,m,m
3

2

3

2

3

است. (چون  2
MNGM

CMBM

====

 BGCNپس  ====

  ) BG = CNالاضلاع است، لذا  متوازي

حال اگر اين مثلث رسم شود، مثلث اوليه نيز قابل رسم خواهد بود. شرط وجود اين   

  ه:مثلث اين است ك

)mm(m|mm| bacab ++++<<<<<<<<−−−−
3

2

3

2

3

2  

82 <<<<<<<< cm  
  :ي غير بين رسم مثلث با معلومات دو ضلع و زاويه -2

  ي غير بين معلوم باشد دو حالت امكان پذير است: اگر از مثلثي دو ضلع و زاويه

چون اين حالت جزء حالـت تسـاوي دو   ،تر است: در اين حالت تنها يك مثلث قابل رسم است رو به ضلع بزرگ ي داده شده روبه زاويه -1

  مثلث است.

هـا اسـتفاده    ي سـينوس  تر است: در اين حالت براي پيدا كردن تعداد حالات ممكـن از قضـيه   رو به ضلع كوچك ي داده شده روبه زاويه -2

و  bو  aكنيم مثلاً اگر  مي
∧∧∧∧
Bنويسيم: معلوم باشد، مي  









<<<<

====

>>>>

====⇒⇒⇒⇒====

∧∧∧∧
∧∧∧∧

∧∧∧∧∧∧∧∧
1

1

1

b

BSina
ASin

BSin

b

ASin

a  

  منحصر بفرد قابل رسم است. ي قائمه مثلث به صورت در مثلث قائم الزاويه با معلوم بودن وتر و يك ضلع زاويهحالت خاص: 

36660با معلوماتمثال: ���� ===
∧

a,b,A شود؟ چند مثلث مشخص مي  

  حل: ����

°°°°====→→→→====→→→→====→→→→==== 30
2

16

60

36
BBsin

BsinsinBsin

b

Asin

a  

====°°°°جواب  150B  شود.   مثلث مشخص مي 1، پس فقط فراتر مي رود 180غير قابل قبول است چون مجموع زواياي داخلي از  

  

6,هاي دو تا از اضلاع آن  زهباشد و اندا 45°هاي آن  ي يكي از زاويه توان رسم كرد كه اندازه مثال:چند مثلث متفاوت مي����   باشد؟ 5

  حل: ����

============°°°°اگر  4565 Â,b,c توان رسم كرد. گاه يك مثلث منحصر به فرد مي باشد، آن  

============°°°°اگــر  4565 B̂,b,c گــاه طبــق قضــيه سينوســها:  باشــد، آن
12

255

45

6
====⇒⇒⇒⇒====

°°°°
Ĉsin

Ĉsinsin
144Ĉكــه در ايــن حالــت   = °= °= °= ° 

≈≈≈≈°°°°يا 36Ĉ  است كه حالت°°°°==== 144Ĉ .غير قابل قبول است  

  فرد قابل رسم است. كند، لذا در اين حالت نيز يك مثلث منحصر به يم 180°°°°وع زواياي داخلي مثلث را بيش از مچون مج

============°°°°اگر  4565 Ĉ,b,c ها:  گاه با توجه به قضيه سينوس باشد، آن
5

236

45

5
====⇒⇒⇒⇒====

°°°°
B̂sin

B̂sinsin
122B̂كـه در ايـن حالـت      = °= °= °= ° 

≈≈≈≈°°°°يا 58B̂ .است كه هر دو حالت قابل قبول است  

  توان رسم كرد. ها مي پس در مجموع چهار مثلث با اين داده

 يك مثلث

 حداكثر دو مثلث

 فاقد جواب

A

B
C

N

M

M ′′′′′′′′ M′′′′G
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Âومات : با معلمثال����
π

=
3

abو     چند مثلث مي توان رسم نمود؟ =2

  : حل����

1
2

62

3

>>>>====→→→→========
ππππ

→→→→==== Bsin
Bsin

a

Bsin

b

sin

a

Bsin

b

Asin

a  

  كه غير ممكن است پس مسأله فاقد جواب است.

4303با معلومات   :مثال���� === a,Ĉ,m a  چند مثلث مي توان رسم نمود؟  

  : حل����

  اگر مثلث هاشور خورده را رسم كنيم، مثلث اصلي نيز قابل رسم است.

3

12

2

1

32
1

11

====→→→→====→→→→==== Asin
AsinAsin

a

Csin

ma   

درجه است كـه بـا وجـود     150پس مكملش بيشتر از  درجه است، 30متر از پس يك جواب قابل قبول است، چون زاويه به دست آمده ك

  غيرقابل قبول است.   °°°°30ي  زاويه

  

)b,c,h( رسم مثلث با معلومات دو ضلع و ارتفاع وارد بر ضلع سوم: -3 a  

  د، چند حالت ممكن است رخ دهد:) معلوم باشah) و ارتفاع وارد بر ضلع سوم (يعني cو  bدو ضلع (مثلاً  ABCاگر از مثلث 

cbاگر  -1 bh,chباشد چون ≠ aa   آيد ؛ كه يكي حاده الزاويه و يكي منفرجه الزاويه است. باشد، دو مثلث به دست مي مي>>

cbhاگر  -2 a cbhباشد يا >= a تـر باشـد) دقيقـاً يـك مثلـث (در حالـت اول        باشد (دو ضلع برابر يا ارتفاع برابر ضلع كوچك=>

  آيد. م الزاويه) به دست ميمتساوي الساقين و در حالت دوم قائ

  در غير اين صورت جوابي براي مسأله وجود ندارد. -3

   
acبا معلومات  مثال:���� ,b , h= = =3 2   (دو ضلع و ارتفاع وارد بر ضلع سوم) چند مثلث متمايز مي توان رسم كرد؟ 1

  :حل����

  حالت قابل رسم است: 2پس  .قرار داشته باشند ahتوانند در يك طرف ارتفاع باشند يا مي ahتوانند دو طرف ارتفاع مي b,cاضلاع 

  

  يا  

  

  چند مثلث قابل رسم است؟ch=2و b=5و a=2با معلومات  مثال:����

  :حل����

ahcچون    هم قائم الزاويه است.، فقط يك مثلث مي توان رسم كرد كه آن ====

)a,b,h(رسم مثلث با معلومات دو ضلع و ارتفاع وارد بر يكي از همان اضلاع  -4 a : 

  در اين صورت چند حالت ممكن است رخ دهد:

bhaدر صورتي كه   bhaباشد، دو مثلث و اگر >>>>   باشد يك مثلث قائم الزاويه  و در غير اين صورت هيچ مثلثي قابل رسم نيست.====

  

B 

A 

M  C  

c
b

ah ah

b

c
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  چند مثلث قابل رسم است؟ ah====5و b====6و a====8با اطلاعات  مثال:����

  :حل����

ahbچون    است، پس دو مثلث مي توان رسم كرد. <<<<

  

  

  

)a,h,m(ر ضلع ديگر رسم مثلث با معلومات يك ضلع و ميانه و ارتفاع وارد ب -5 bb:  

تـر باشـد دو جـواب دارد ؛ و اگـر بـا عـدد        در اين صورت چند حالت ممكن است رخ دهد: در صورتي كه ارتفاع از ضلع و ميانه كوچك

  تر ندارد و در غير اين صورت فاقد جواب است. تر بين آن دو برابر شود يك جواب بيش كوچك

  

  

)a,h,Â(فاع نظير آن ضلعبا معلومات يك ضلع و زاويه و ارت رسم مثلث - 6 a:  

و خطي  BCرو به پاره خط  Aي  در اين صورت مسأله در صورتي جواب دارد كه كمان در خور زاويه 

  شود يكديگر را قطع كنند. از آن رسم مي haي  وبه فاصله BCكه به موازات 

)a,m,Â(ي نظير آن ضلع با معلومات يك ضلع و زاويه و ميانه رسم مثلث - 7 a:  

و شعاع  BCو دايره اي كه به مركز وسط  BCرو به پاره خط  Aي  صورتي جواب دارد كه كمان در خور زاويه در اين صورت مسأله در 

ma شود، يكديگر را قطع كنند. رسم مي  

  

  

  

ABC ،30Âاگر در مثلث  مثال:���� = °= °= °= 6aو  ° ==== ،am مثلث قابل رسم باشد؟  كدام باشد تا  

  1 (3  2 (7  3 (10  4 (12  

  پاسخ است. 2گزينه : حل����
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لذا بايد:   
2

a
a

m OH R< < +< < +< < +< <   باشد تا مثلث قابل رسم باشد.  +

3 2 3 6 2 1 7 6 9 4am / /< < + ≅ × + ≅< < + ≅ × + ≅< < + ≅ × + ≅< < + ≅ × + ≅  
7amها  در بين گزينه     قابل قبول است.  ====
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