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  ::::دا��دا��دا��دا��      �
 ،ثابـت ي  هنقط ـ .ثابتي واقع در آن صفحه، مقدار ثـابتي باشـد   ي هاز نقط آنها  از يك صفحه است كه فاصله نقاطيمكان هندسي  ،دايره  

  .دهند نشان مي R,O(C(با  را Rو شعاع  Oدايره به مركز .شود مركز دايره و مقدار ثابت شعاع دايره ناميده مي

عمود منصف پاره خطي است كـه ايـن دو نقطـه را بـه هـم       ،ها مكان هندسي مركز دايره .گذرد متمايز بيشمار دايره ميي  هبر دو نقط  

عمود منصـف دو بـه    گذرد كه مركزش محل تلاقي غير واقع بر يك خط راست يك دايره و فقط يك دايره ميي  هبر سه نقط .كند وصل مي

  .باشد دوي پاره خطها مي

        ::::كمانكمانكمانكمان

دايره را به دو قسمت كوچـك و   محيطاين دو نقطه  .را بر روي دايره در نظر بگيريد Bو  Aي  هدو نقط

نقطـه دو سـر دو قطـر     در حـالتي كـه دو  ( .نامنـد  كنند كه هر كدام از آنها را يك كمان مي بزرگ تقسيم مي

  ).باشند، دو قسمت برابرند

BFABEA
⌢⌢

=  
        ::::مركزيمركزيمركزيمركزي    يييي    ههههزاويزاويزاويزاوي

بنابـه   .شـود  مركـزي ناميـده مـي    ي هزاوي ـ ،اي كه رأس آن مركز دايره و هر ضلع آن شعاع دايره باشـد  زاويه

ركزي روبـروي آن كمـان   مي  يهزاوي  همركزي در دايره، همان اندازي  هكمان نظير هر زاويي  هقرارداد، انداز

  .شود در نظر گرفته مي

        ::::وتروتروتروتر

كند و وتـري كـه از مركـز دايـره      يك دايره را بهم وصل مي محيط زمتمايز اي  هپاره خطي است كه دو نقط

  .استهر دايره بزرگترين وتر كه  .دشو بگذرد قطر ناميده مي

        ::::نكاتنكاتنكاتنكات

كند و خطي كـه مركـز    ظير آن وتر را نصف ميدر هر دايره قطر عمود بر هر وتر آن وتر و كمانهاي ن قضيه:

خطي كه مركز دايره را بـه وسـط   .كند، بر آن وتر عمود است دايره را به وسط يك وتر از آن دايره وصل مي

  .كند بر آن وتر عمود است و بالعكس كمان نظير يك وتر از آن دايره وصل مي
� �AE EB

AH HB

====

====
  

)ي  در دايرهمثال: ���� )5,OC  ؟اي به كدام شعاع است ، دايره8مكان هندسي وسط وترهايي به طول  

  1 (4  2 (22  3 (5  4 (3  

  حل: ����

ROHOHBHOB

AB
BH

′′′′========⇒⇒⇒⇒====−−−−

========

3

4
2

222

  

  

  .و بالعكسهاي نظير دو وتر مساوي با هم برابرند  در يك دايره، كمان :قضيه

� �AB CD AB CD= ⇔ == ⇔ == ⇔ == ⇔ =  
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  در اين صورت: .در دايره مفروضند CDو  ABوتر مساوي و متقاطع  دو در شكل زيرمثال: ����

  1 (BCAD =  2 (MBMD =  3 (BD̂ACB̂D   .رد صحيح استي موا ) همه4  =

 حل: ����

  :داريم

� �AB CD AB CD= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =  
�)  1ي  (گزينه � � � � �AD DB DB BC AD BC+ = + ⇒ =+ = + ⇒ =+ = + ⇒ =+ = + ⇒ =  

و  ACDهمينطـور زوايـاي    .باشند لذا با هم برابرنـد  مي ACهر دو رو به كمان  ADCو  ABCزواياي 

BAC لذا مثلثهاي  ،با هم برابرندMBC,ADM پس .با هم برابرند:   

BD̂ACB̂D
AD̂CCB̂A

BD̂CDB̂A
MBMD ====⇒⇒⇒⇒







====

====
⇒⇒⇒⇒====  

HOOHBAAB:   اند و بالعكس در هر دايره، وترهاي مساوي، از مركز دايره به يك فاصله قضيه: ′=⇔′′=  

  

  

  زرگتر است به مركز دايره نزديكتر است و بالعكس:آن كه ب ،در يك دايره، از دو وتر نابرابر :قضيه

ddLL >′⇔′>  

        

        محاطي:محاطي:محاطي:محاطي:ي ي ي ي     ههههزاويزاويزاويزاوي

كماني از دايره را كـه بـه دو ضـلع     .شود محاطي ناميده ميي  هاي كه رأسش روي دايره و ضلعهايش دو وتر از دايره باشند، زاوي زاويه  

  .نامند ان روبرو به آن زاويه ميمحاطي محدود و در داخل زاويه واقع است، كمي  هزاوي

:                                       محاطي برابر نصف كمان روبروي آن استي  ههر زاويي  هانداز :قضيه
�

2

BCˆBAC ====  

 ABCمثلـث   .كنـيم  را نسبت به دو دايره رسم مـي  BCقاطع  Dه از نقط .متقاطعند Dو  Aدو دايره متساوي در نقاط مثال: ����

  همواره:

  .قائم الزاويه است )2    .متساوي الساقين است )1  

  .متساوي الاضلاع است )4    .متساوي الساقين است ي هقائم الزاوي )3  

  حل: ����

  .روبرو به دو كمان مساويند لذا مساويند Ĉو  B̂زواياي محاطي 

ايم كه يك ضلع مثلث روي قطر نيمدايره قـرار   طوري محاط كرده Rاي به شعاع  الاضلاعي را داخل نيمدايره مثلث متساويمثال: ����

  ؟كدام است Rن مثلث بر حسب كمترين محيط براي اي .گرفته است

  1 (R2  2 (R3  3 (R2 2  4 (R2 3  

 حل: ����

مربـوط بـه وقتـي    حـداقل محـيط    .يابد ميارتفاع آن كاهش  ،كند ميهرچه مثلث به سمت سر قطر حركت 

لذا  .شود مياست كه يك رأس مثلث سر قطر قرار گيرد كه در اين صورت سر ديگر روي مركز دايره واقع 

  .است R3لذا كمترين محيط  .ضلع مثلث برابر شعاع دايره خواهد بود
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 ـر  BCامتـداد ضـلع    ACDمحيطي مثلـث   ي هداير ABCDدر متوازي الاضلاع مثال: ����  مثلـث   .قطـع كـرده اسـت    M ي ها در نقط

ABMكدام نوع است؟  

  ) قائم الزاويه4  ) متساوي الاضلاع3  ) متساوي الساقينACD  2) متشابه 1  

  حل: ����

B̂M̂

B̂D̂

AC
D̂M̂

====⇒⇒⇒⇒








====

========
2  

  
  

50B̂، داريـم  ABCدر مثلث مثال: ���� ==== 60Ĉو  � ====  Mي  در نقطـه  BCو عمـود منصـف ضـلع     Aي  . نيمسـاز داخلـي زاويـه   �

  چند درجه است؟ MBCي  اند، زاويه متقاطع

  1 (25  2 (30  3 (35  4 (40  

  پاسخ است. 3گزينه حل: ����

كنـد.   را نصف مـي  BCكمان  Aي  كنيم. نيمساز زاويه را رسم مي ABCي محيطي مثلث  دايره  

ي  سـاز زاويـه   ي برخورد نيم كند، پس نقطه ف ميرا نص BCهم كمان  BCعمود منصف ضلع 

A   و عمود منصف ضـلعBC  ي  (نقطـهM ي محيطـي مثلـث    ) روي دايـرهABC   .قـرار دارد

  برابر نصف كمان مقابلش است. MBCي  بنابراين زاويه

�
�

35
2

MC ˆMBC CAM= = = °= = = °= = = °= = = °  

  .بالعكسو  هاي محصور بين دو وتر موازي با هم برابرند در هر دايره كمان :قضيه

ACBDCD||AB ====⇔⇔⇔⇔  
 

+=°مي دانيم:  ABCدر مثلث مثال: ���� 150ĈÂ. اگرBD||AC ؟در مورد اين مثلث كدام گزينه صحيح است .باشد  

  .) اين مثلث قائم الزاويه است2  .باشد مي) اين مثلث متساوي الاضلاع 1  

    .) اين مثلث مختلف الاضلاع است4  .ث متساوي الساقين است) اين مثل3  

  حل: ����

الساقين است مثلث متساوي

� �

� � �

� �

�
2

1

12090
302

2 2 30
150

2 2

ˆ ˆC B CD AB

BD ˆˆ ˆ AA CCDB CD BDˆ ˆA B
Ĉˆ ˆA C

AB CD
Ĉ


= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =
 

= °= °= °= ° − = = °− = = °− = = °− = = °++++  
= = ⇒ ⇒ ⇒ = ° ⇒= = ⇒ ⇒ ⇒ = ° ⇒= = ⇒ ⇒ ⇒ = ° ⇒= = ⇒ ⇒ ⇒ = ° ⇒        

= °= °= °= °      + = °+ = °+ = °+ = ° 
= == == == =


 

        ظلي: ظلي: ظلي: ظلي:     يييي    ههههزاويزاويزاويزاوي

 .شود ظلي ناميده ميي  هكند و ضلع ديگرش بر دايره مماس است زاوي اي كه رأسش روي دايره است و يك ضلعش دايره را قطع مي زاويه

  .ه هر زاويه ظلي برابر با نصف كمان روبروي آن استانداز قضيه:

                           
2
AB

CÂB =  

  

D C 
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B D
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 پس مثلث متساوي الساقين است .
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ACABدر شكل روبرو مثال: ����  ـي  هزاندا .مي باشد AC=�140و  Cمماس بر دايره در نقطه  CTو  = كـدام   TĈBي  هزاوي

  ؟است

  1( 80  2( 60  3( 40  4( 20  

  حل: ����

� � � 80
140 80 40

2

ˆAB AC AB AC BC BCT
°°°°

= ⇒ = = ° ⇒ = ° ⇒ = = °= ⇒ = = ° ⇒ = ° ⇒ = = °= ⇒ = = ° ⇒ = ° ⇒ = = °= ⇒ = = ° ⇒ = ° ⇒ = = °  

        بين دو وتر:بين دو وتر:بين دو وتر:بين دو وتر:ي ي ي ي     ههههزاويزاويزاويزاوي

هـاي آن   دو كماني است كه به ضلعها و امتداد ضـلع ي  هشود برابر نصف مجموع انداز د مياي كه از برخورد دو وتر در يك دايره ايجا زاويه

  .زاويه محدودند
� �

2

AB A BˆAMB
′ ′′ ′′ ′′ ′++++

====  

 

65Âمركز دايره و  Oدر شكل مقابل مثال: ���� = °= °= °= 35B̂و  ° = °= °= °=    ؟چند درجه است Cزاويه  °

1(60  2(61  3(62  4(63   

  حل: ����

�
� �

�
�

� �65 130 180 130 50
50 702

60
2 2

35 70
2

TB
Â TB BD

AT DB
Ĉ

AT
B̂ AT


= = ° ⇒ = ° ⇒ = ° − ° = °= = ° ⇒ = ° ⇒ = ° − ° = °= = ° ⇒ = ° ⇒ = ° − ° = °= = ° ⇒ = ° ⇒ = ° − ° = °

+ ° + °+ ° + °+ ° + °+ ° + ° ⇒ = = = °⇒ = = = °⇒ = = = °⇒ = = = °
= = ° ⇒ = °= = ° ⇒ = °= = ° ⇒ = °= = ° ⇒ = ° 

  

�است و  EFوسط كمان  Mدر شكل زير مثال: ����
50BC = °= °= °= D̂B̂ي هانداز °  ؟چند درجه است  ++++

  1 (160  

  2 (175  

  3 (180  

  4 (230  

  حل: ����

� �

� � �

� �

� � � � � � � � � �

2

360
180

2 2 2 2

CF FM
B̂

BC BE FM CF FM BC BE FM CF FM BC BE EMˆ ˆ ˆD B D

FM EM

++++
==== 


+ + + + + + + + + ++ + + + + + + + + ++ + + + + + + + + ++ + + + + + + + + +

= ⇒ + = = = = °= ⇒ + = = = = °= ⇒ + = = = = °= ⇒ + = = = = °

====



 

        ::::بين امتداد دو وتربين امتداد دو وتربين امتداد دو وتربين امتداد دو وتري ي ي ي     ههههزاويزاويزاويزاوي

AAرهاي امتداد وت   BBو  ′ اي كه از برخورد امتداد دو وتـر   زاويه ي هانداز .اند يكديگر را قطع كرده Mي  هدر نقط )C(از دايره  ′

  يي از آن دايره است كه به اضلاع آن زاويه محدود است:كمانها ي هآيد، برابر قدر مطلق نصف تفاضل انداز از يك دايره پديد مي

  

2

AB A B
ˆAMB

′ ′′ ′′ ′′ ′−−−−
====  

  

  

A B 

A′B′
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  :، داريماگر دو وتر به دو مماس همرس تبديل شوددر حالت خاص 

2
TFTTET

TM̂T
′−′

=′
⌢⌢

  

  

  ؟ام استكد yو  xهاي  كمان ي هدر شكل مقابل اندازمثال: ����

  1( 80100,  2( 10050,   3( 10060,  4( 7080,  

  حل: ����

°°°°====°°°°====⇒⇒⇒⇒








====−−−−⇒⇒⇒⇒
−−−−

====

====++++⇒⇒⇒⇒
++++

====
60100

40
2

20

160
2

80

yx

yx
yx

yx
yx

  

2در شكل روبرو  :مثال ���� 3x y−−−− كدام است؟  

  1 (80  

  2 (100  

  3 (120  

  4 (140  

  سخ است.پا 3گزينه حل:  ����

360

2 480 240 120
60 120

2

x y

x x yx y
x y

+ = °+ = °+ = °+ = ° 
 ⇒ = ⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ = ⇒ =−−−− 

= ⇒ − == ⇒ − == ⇒ − == ⇒ − = 

  

  پس:  

                                     2 3 480 360 120x y− = − =− = − =− = − =− = − =  

        چند ضلعي محاطي:چند ضلعي محاطي:چند ضلعي محاطي:چند ضلعي محاطي:

هاي يك چندضلعي روي يك دايره قرار داشته باشند، چندضلعي را محاطي يـا محـاط در    رأسي  هاگر هم

  .نامند دايره مي

 180°هارضلعي محاطي باشد اين است كه مجموع زواياي مقابـل آن  شرط لازم و كافي براي آن كه يك چ

  .باشد

  .هاي اضلاع چهارضلعي محاطي در يك نقطه همرسند كه همان مركز دايره محيطي آن است عمودمنصف

  .اند ذوزنقه متساوي الساقين محاطي و نكته: مربع، مستطيل

نقـاط   را در EFوتـر   اي كـه  گونهكنيم به  را رسم مي MBو  MAاز يك دايره دو وتر  EFوسط كمان  M ي هاز نقطمثال: ����

C,D چهارضلعي  .قطع كندABCD :همواره  

  .محاطي است )4  .محيطي است )3  .ذوزنقه است )2    .وزي استل )1  

  حل: ����

°°°°====++++⇒⇒⇒⇒°°°°====++++

====⇒⇒⇒⇒








++++
====

++++
====

180180

2

2

221

1

1

ĈÂĈĈ

ĈÂ
FBEM

Ĉ

FBMF
Â

  

  .چهارضلعي محاطي است

T 

T′

M E F 

C 

B 

E 

D 

A x y 20�80�

D 

B 

C  

 
 

A 

 

M 

C 

D 
E 

A B 

2 

1 F 

y

Q

x A

P

60



 

 

20 

  ..............................چهارضلعي حاصل از تقاطع نيمسازهاي زواياي خارجي يك چهارضلعي محدب همواره مثال: ����

      .يك چهارضلعي محاطي است )2    .يك ذوزنقه است )1  

  هيچكدام )4    .لعي محيطي استيك چهارض )3  

  حل: ����

)D̂ĈB̂Â(ĈB̂D̂ÂP̂M̂ 11111111 360180180 ++++++++++++−−−−====−−−−−−−−°°°°++++−−−−−−−−°°°°====++++  
نيمسـاز زوايـاي خـارجي     زوايـا  چون ايـن  .است 360°°°°ضلعي محدب  nمجموع زواياي خارجي 

  :هستند پس

°°°°====−−−−====++++⇒⇒⇒⇒°°°°========++++++++++++ 180180360180
2

360

1111 P̂M̂D̂ĈB̂Â  

    .لذا چهارضلعي محاطي است

  

        ::::محيط و مساحت دايرهمحيط و مساحت دايرهمحيط و مساحت دايرهمحيط و مساحت دايره

  2Rπبرابر است با:  Rاي به شعاع  ساحت دايرهم

   آيد: به اين ترتيب بدست مي(بر حسب راديان)  αمساحت قطاع دايره با زاويه 

22
212

2 2

RR
S S R ( Sin )

S

 ααααπ ππ ππ ππ π ′′′′⇒ = = α − α⇒ = = α − α⇒ = = α − α⇒ = = α − α
αααα 

  

   αRدر قطاع فوق برابر است با  ABهمچنين طول قوس Rπ2برابر است با  Rاي به شعاع  محيط دايره

دايـره كمتـرين    ،هاي با مساحت ثابـت  و بين همه شكل .ترين مساحت را دارد دايره بيش هاي مسطح با محيط ثابت، شكلي  هبين همنكته: 

  .محيط را دارد

=°مركز دايره و  Oدر شكل مقابل مثال: ���� 90BÔA ؟مساحت قسمت هاشور خورده چيست .است  

  1( 2
4
3
R    2( 2

2
1
R  

  3( 
24

22 RR
−

π
    4( 2

2

4
3

3
R

R
−

π
  

  حل: ����

24
1

2222

2222 RR
)(

R
)sin(

R
S

rad

−−−−
ππππ

====−−−−
ππππ

====αααα−−−−αααα====⇒⇒⇒⇒
ππππ

====αααα  

  )باشند ميدواير متساوي ( ؟خورده كدام استمساحت بخش هاشور مثال: ����

  1( 16 3
3

ππππ    
−−−−    

    
  2 (







 π
−
4

316  3 (






 π
−
4

38  4 (






 π
−
4

328  

  حل: ����

−−−−××××××××مساحت يكي از دواير 
6

1
oooمساحت مثلث  3   مساحت مطلوب ====′′′′′′′′′′′′

oooمثلث  82متساوي الاضلاع است و طول ضلع آن  ′′′′′′′′′′′′ ======== Ra باشد مي.  








 ππππ
−−−−====××××ππππ××××−−−−

××××
====

3
31616

3

1

4

364
S  

        

M 
A 

N 

B 

P 
C Q 

D 

1 

1 

1 

1 

B A 

O 

B A 

O 

S′

S
α

O′  

O ′′  

4 O
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        وضع دو دايره نسبت به هم:وضع دو دايره نسبت به هم:وضع دو دايره نسبت به هم:وضع دو دايره نسبت به هم:

  ز باشند:مرك توانند هم متداخل مي خاص، دو دايره در حالت .توانند متقاطع، مماس بيرون، متخارج، متداخل و مماس درون باشند دو دايره مي

  مماس بيرون:ي  هدو داير -2  :)بيرون هم(متخارج ي  هدو داير -1  

RRd ′+>    RRd ′+=  
  

  

  مماس درون:ي  هدو داير -4    متقاطع: ي هدو داير  -3  

  RRdRR ′+<<′−    RRd ′−=  

  
  

  (حالت خاص دو دايره متداخل): هم مركزي  هدو داير -6   :)درون هم(متداخل ي  هدو داير -5  

  RRd ′−<    0=d  

  

  
 

O(C,(دو دايره مثال: ���� O(C,(و  5   ؟، چه وضعي نسبت به هم دارندباشد مي OO′=7كه در آن  3′

  اند  مماس دروني )4  متخارجند )3  متقاطعند )2  متداخلند )1  

  حل: ����

  ⇒⇒⇒⇒دو دايره متقاطعند   
872 <<<<<<<<

′′′′++++<<<<====′′′′<<<<′′′′−−−− RRdOORR
  

  ؟ها مماس باشد، كدام است مكان هندسي مركز دايره اي كه بر آن .هم مركزند 2و  1هاي  ي به شعاع دو دايرهمثال: ����

هاي  ) دو دايره به شعاع1  
2
1
و  

2
3

هاي  ) دو دايره به شعاع2  
2
3

  2و  

) دايره اي به شعاع 3  
2
3

) دايره اي به شعاع 4    
2
1

  

  .صحيح است 1 ي هگزينحل: ����

  .كوچكتر مماس خارج است ي هس داخل و بر دايربزرگتر مما ي همتحرك بر داير ي هدر حالت اول داير

 ي هبزرگتـر و بـار ديگـر بـر اسـاس شـعاع دايـر        ي همتحرك را يكبار بر اساس شعاع داير ي هلذا شعاع داير

  :دهيم ميكنيم  و دو عبارت را برابر قرار  ميكوچكتر بازنويسي 

2

3

2

21
12 ====

++++
====→→→→−−−−====−−−−

RR
XRXXR  

  Xراكز دواير متحرك دايره ايست به همان مركز و شعاع مكان م ،لذا چون فاصله از مركز ثابت است

  .مماس داخل است ي همتحرك بر هر دو داير ي هدر حالت دوم داير

 ي هبزرگتـر و بـار ديگـر بـر اسـاس شـعاع دايـر        ي همتحرك را يكبار بر اساس شعاع داير ي هلذا شعاع داير

  :يمده ميكنيم  و دو عبارت را برابر قرار  ميكوچكتر بازنويسي 

2

1

2

12
12 ====

−−−−
====→→→→++++====−−−−

RR
XRXXR  

R ′O 
d 

R O′

O 
R 

d 

O′
R ′

O 
O′ d 

R 

R ′

O 
R 

d 

O′
R ′
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R R′

R ′d 

R 
O O′
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        ::::هاي طولي در دايرههاي طولي در دايرههاي طولي در دايرههاي طولي در دايره    ابطهابطهابطهابطهرررر

عمـود   OMها بـر   ترين آن گذرد، كه كوچك شمار وتر مي در داخل دايره بي Mاز نقطه مفروض     ::::وتر مينيمموتر مينيمموتر مينيمموتر مينيمم    ----1111

  .گذرد كه قطري از دايره است مي Mو  Oها از  ترين آن بزرگ و .نامند مي Mاست و آن را وتر مينيمم نقطه 

  

  ABوتر مينيمم =   CDوتر ماكزيمم = 

به فاصله  Aنقطه مثال:  ����
2
R ايره از مركز د)R,O(C ي وتر مـاكزيمم گـذرا بـر    به اندازه وتر مينيممي  هانداز نسبت .قرار دارد 

  ؟كدام است Aنقطه

  1( 1  2( 
3
2

  3( 
2
3

  4( 
2
2

  

  حل: ����

2

3

2

3
4

2

2
2

====⇒⇒⇒⇒










====

====













−−−−====

PQ

MN

RPQ

R
R

RMN
  

بيشترين فاصله هر نقطه بيرون دايره از يك دايره برابر فاصله آن نقطه از سر قطري از دايره است كه  ::::كمترين فاصله از دايرهكمترين فاصله از دايرهكمترين فاصله از دايرهكمترين فاصله از دايره    يشترين ويشترين ويشترين ويشترين وبببب    - - - - 2222

     .باشد گذرد و كمترين فاصله مربوط به فاصله نقطه مورد نظر از سر ديگر قطر فوق مي امتداد آن از نقطه مورد نظر در بيرون دايره مي

  Lفاصله نقطه مورد نظر از مركز دايره =             

RLاز نقاط دايره  =  Mي  بيشترين فاصله نقطه +  

RLاز نقاط دايره   =  Mي  كمترين فاصله نقطه −  

 ـ كه يمماس ي هقطع نيبزرگتر ي هزاندا .اند يدرون مماس واحد 12 و 9 يها شعاع با رهيدا دومثال: ����  ـدا يرو بـر  آن سـر  كي  ي هري

  كدامست؟ ،باشد تر كوچك ي هريدا يرو بر) تماس ي هنقط( آن گريد سر و تر بزرگ

1( 9         2 (8         3(12      4 (8    

  حل: ����

222چون  RAOAT هنگـامي   AOماكزيمم  .بزرگتر است AT ،بزرگتر باشد AOپس هرچه  ====−−−−

  :قرار بگيرد Oروي امتداد قطر گذرنده از   Aكه است 

    1212915
2222 ====→→→→====−−−−==== ATAT  

)واقع در داخل دايره  Mي  هاز نقط    ::::روابط بين طول وترهاروابط بين طول وترهاروابط بين طول وترهاروابط بين طول وترها    ----3333 )C    دو وتـر دلخـواهAA BBو  ′ رسـم   ′

  صورت داريم: در اين .اند شده

BM.MBAM.MA ′=′  
  

AAخط  و اگر دو پاره BBو  ′ BM.MBAM.MAطوري يكديگر را قطع كنند كه:  M ي هدر نقط ′ و  Aآنگاه چهـار نقطـه     ′=′

A′  وB  وB′ اند روي يك دايره.  

  كوتاهترين وتر را بسازند: MFو  MEاگر  نكته:

   BM.MBAM.MAMFME ′=′== 22.  

 MA

B

B′  
A′

O
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E
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AAاگر امتداد وترهاي مشابه همين رابطه  BBو  ′ )از دايره  ′ )C  يكديگر را در نقطهM   خارج دايـره

  :خواهيم داشتقطع كنند، 

BM.MBAM.MA ′=′  
  

اي از خـط ممـاس    اگر از يك نقطه يك مماس و يك قاطع نسبت به دايره رسم كنيم، قطعـه  :قضيه

  .قاطع است و بالعكس ي ههندسي بين دو قطع ي هطه تماس واسطمحصور بين آن نقطه و نق

AM.MAMT ′=2  
  

ي  مكـان هندسـي نقطـه    .گـذرد  شمار دايره مي بي B,Cاز  .مانند شكل مقابل روي يك خط قرار دارند A,B,Cسه نقطه مثال: ����

  ؟توان رسم كرد، كدام است ها مي بر آن Aي  تماس مماسهايي كه از نقطه

  AB) خطي است موازي با AB    2) خطي است عمود بر 1  

  B) دايره است به مركز A    4) دايره است به مركز 3  

 حل:  ����

====××××====مقدار ثابت ACABAT2  

  .ATو شعاع  Aاي است به مركز  لذا مكان دايره

  

  

اي كه بر دو  ي مفروض رسم شده است. دايره مماس بر دايره PDاست. شعاع  ′′′′CCدايره به قطر  مركز نيم Pي  نقطه مثال: ����

  شود؟ مماس مي ∆∆∆∆است، در كدام نقطه بر خط  ∆∆∆∆گذرد و مماس بر خط  مي Bو  Aي  نقطه

  1 (C  ياC′′′′  2ي  ) بين دو نقطهC  وC′′′′  

Cخط  ) خارج پاره3   C′′′′  4 نشدني (  

  پاسخ است. 1گزينه حل:  ����

   كند اين است كه: اولين موضوعي كه در اين سؤال جلب توجه مي  

2PD PA.PB====  

  مماس شود، خواهيم داشت: ∆بر خط  Bو  Aحال اگر دايره گذرنده از  

2PM PA.PB====  

  رابطه فوق خواهيم داشت: 2با مقايسه   

2 2PM PD====  

جواب وجود دارد و چون  PM 2برابر است اما براي  PDبا طول  PMيعني طول   

PD جواب  2باشد پس  چين مي شعاع دايره خطM  نقاطC  وC′′′′ باشد. مي  

  

A

B

B′

A′

M

A

A′
 

T
M

T

C B
A

C′′′′ P C
∆∆∆∆

i
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B
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∆∆∆∆
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2xدر شكل مقابل مثال:  ���� y−−−− كدام است؟  

 حل:  ����

  ي در دايره داريم:با توجه به روابط طول  
2
6 4

9 36 3 12 3 2 7

2 10 4 5

y (y x)
y (y ) y x y

x x

= × + += × + += × + += × + +
→ × + = = × ⇒ = ⇒ − =→ × + = = × ⇒ = ⇒ − =→ × + = = × ⇒ = ⇒ − =→ × + = = × ⇒ = ⇒ − =

× = × → =× = × → =× = × → =× = × → = 
  

        كمان در خور يك زاويه:كمان در خور يك زاويه:كمان در خور يك زاويه:كمان در خور يك زاويه:

ي  همساوي است كه از آن دو نقط ـ ي ههايي از دو داير گذرند، كمان هايش از دو نقطه ثابت مي كه ضلع αاي برابر  مكان هندسي رأس زاويه

  .شود ناميده مي αي  هاين كمان، كمان در خور زاوي .است α2ها برابر  وتر مشترك آنمركزي رو به رو به ي  هگذرند و زاوي ثابت مي

  .نيستند αي  هجزء كمان در خور زاوي Bو  A: نقاط1نكته 

    .است ABاي به قطر  ، دايرهABرو به رو به پاره خط  90°ي  هر زاوي: كمان در خو2 نكته

  .باشد مي α180−و زاويه  ABخط  و كمان نظير آن از دايره دوم، كمان در خور نظير پاره �AMBكمان : 3 نكته

aABط ــه پـاره خـرو ب αي  هاي كه كمان در خور زاوي : شعاع دايره4نكته   ت بـرابـر است با:ـي از آن اســبخش ====

   
α

=
sin

a
R

2
      

   برابر ABفاصله مركز دايره از وتر 
α

=
tan

a
OH

2
  .باشد مي 

  

  

 

34120مثلثي با معلومات مثال: ���� =°= a,Â  وah قابل رسم است. ah ؟تواند باشد كدام عدد نمي  

  1( 2  2( 3  3( 2  4( 3  

 حل: ����

aBCخط  رو به پاره 120°°°° ي هكمان در خور زاوي ،Aمكان هندسي رأس  ضـمن تغييـر    .اسـت  ====

روي انتهاي شعاع عمود  Aمربوط به حالتي است كه  ،ماكزيمم مقدار ارتفاع ،روي كمان Aمكان 

ــاره  ــر پــ ــط  بــ ــرد  BCخــ ــرار بگيــ ــف  ( .قــ ــود منصــ ــت   )BCعمــ ــن حالــ در ايــ

2
3

3
326032 ====××××====°°°°==== cotha.  لذا حدود تغييرah، 20 ≤≤≤≤<<<< ah  لـذا   .اسـتah   3برابـر  

 .تواند باشد نمي

  

  ::::هاي هندسي در دايرههاي هندسي در دايرههاي هندسي در دايرههاي هندسي در دايره    ترسيمترسيمترسيمترسيم

  :خطهاي قاطع و مماس نسبت به دايره

  .شود قاطع ناميده مي به طور خلاصهخط راستي كه دايره را در دو نقطه قطع كند، قاطع نسبت به دايره يا   

را  Aي  هنقط ـ .ناميم مي Aي  هخط مماس بر دايره در نقط دايره قطع مي كند،روي  A ي قطهن دايره را فقط و فقط دركه  Lخط   

  .ناميم تماس ميي  هنقط

M 

A B 
H 

O 
R
α

α

A 

B 
2α

A 

α

M 

A 

O 

120�

32  32  

4

x

10

2

6

y
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  .توان دو خط مماس بر آن دايره رسم نمود نكته: از هر نقطه خارج يك دايره مي

TMو  MTاگر دو خط  :قضيه   مماس باشند، داريم: R,O(C(بر دايره  ′

1- °°°°==== 90MT̂O  ي تماس بر خط مماس عمود است (شعاع دايره در نقطه.( 

2- TMMT ′=  
3- OM  نيمسازTM̂T TÔTو  ′     .ستا ′

4- OH  عمودمنصفTT   .است ′

5- 2ROM.OH =  

6- HM.OHTT 42 =′  
7- MT.ROM.TT 2=′ 

)ي  خارج دايره Mي  از نقطهمثال: ���� )R,OC گـذرد،   اس ميي تم خطي كه از دو نقطه اگر پاره .دو مماس بر دايره رسم شده است

OM ؟تقسيم كند، طول مماس چقدر است 6و  2هاي  را به دو قسمت به طول   

  .صحيح است 2 يا 1 ) گزينه4  8) 3  48) 2  4) 1  

  حل: ����

481664

41628

826

22

2

====−−−−====−−−−====

====⇒⇒⇒⇒====××××========

====++++====++++====

ROMMT

ROM.OHR

HMOHOM

  

OHMHايم  تا اينجا فرض كرده OHHMد دارد كه ولي حالتي نيز وجو <<<<   :كه در اين حالت >>>>

44864

484886

222

2

====−−−−====′′′′−−−−====

====′′′′⇒⇒⇒⇒====××××====′′′′====′′′′

ROMMT

ROM.HOR  

  چنين است: مثلث كند، برحسب طول اضلاع محاطي داخلي مثلث روي اضلاع آن جدا مي ي ههايي كه داير خط  پاره نكته:

cpCKCM

bpBMBH

apAKAH

−==

−==

−==

  

 b,cو روي امتـداد دو ضـلع    aروي ضـلع   Aمحاطي خـارجي رأس   ي ههايي كه داير خط پاره

  كند بر حسب طول اضلاع مثلث چنين است:   جدا مي

bpCKCM

cpBMBH

pAKAH

−==

−==

==

  

  اند؟ مساحت و محيط مثلث چگونه P,Qروي محيط دايره و بين نقاط  Mي  در شكل مقابل با حركت نقطهمثال:  ����

  ) مساحت ثابت و محيط متغير2    ) مساحت ثابت و محيط ثابت1  

  ) مساحت متغير و محيط متغير4  ) مساحت متغير و محيط ثابت  3  

  حل:  ����

AQAPpAQAPp 222 ========⇒⇒⇒⇒========  
مانـد لـذا محـيط مثلـث ثابـت       مـي ثابت  AQو يا  APهاي  روي محيط دايره طول مماس Mبا حركت 

لـذا   ،كنـد  مـي مساحت مثلث بـه صـفر ميـل     P,Qبه نقاط  Mكنيم با نزديك شدن  اما ملاحظه مي .است

  .مساحت متغير است

T′  
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قطعه تقسيم  2ترين ضلع را به  ي تماس كوچك ، در نقطه8و  9و  13ول اضلاع ي محاطي داخلي يك مثلث به ط دايرهمثال: ����

  كند. نسبت آن دو قطعه كدام است؟ مي

  1 (
3

1  2 (
5

2  3 (
7

3  4 (
3

2  

  پاسخ است.  1گزينه حل:  ����

    
8

9 2 30 15

13

x y

x z (x y z) x y z

y z

⊕⊕⊕⊕
+ =+ =+ =+ = 


+ = ⇒ + + = ⇒ + + =+ = ⇒ + + = ⇒ + + =+ = ⇒ + + = ⇒ + + =+ = ⇒ + + = ⇒ + + =

+ =+ =+ =+ = 

  

2xبنابراين    ==== ،6y 7zو  ==== 2باشد، در نتيجه:  مي ==== 1

6 3

x

y
= == == == =  

        چند ضلعي محيطي:چند ضلعي محيطي:چند ضلعي محيطي:چند ضلعي محيطي:

  .نامند مي هاي يك چندضلعي بر يك دايره مماس باشند، چند ضلعي را محيطي يا محيط بر دايره ضلعي  ههرگاه هم

شرط لازم و كافي براي اين كه يك چهارضلعي محيطي باشد آن است كه مجموع دو ضلع مقابل آن مساوي باشد با مجموع دو ضلع ديگر 

  مقابل به هم:

ADBCCDAB +=+  
  .محاطي چهارضلعي استي  هنيمسازهاي داخلي چهارضلعي محيطي در يك نقطه همرسند كه همان مركز داير

  .محاطي برابر استي  هضرب محيط آن در نصف شعاع داير احت هر چهار ضلعي محيطي با حاصلمس

p
R

S 2
2
×=  

  .الساقين ممكن است محيطي باشد اند و ذوزنقه متساوي : لوزي، مربع و مثلث محيطينكته

واحد مربـع باشـد، طـول     45اگر مساحت ذوزنقه  .محيط است R=3اي به شعاع  الساقين بر دايره متساوي ي هيك ذوزنقمثال:  ����

  ؟ساق آن كدام است

  1( 7  2( 57.  3( 8  4( 58.  

    حل: ����

  

57152

15456
2

.xxxxba

ba
)ba(

====⇒⇒⇒⇒========++++====++++

====++++⇒⇒⇒⇒====××××
++++

  

)ي  دايرهمثال: ���� )51/,OC ؟باشد، محيط آن برابر كدام است 60°ي ذوزنقه  اگر يك زاويه .ي قائم محاط است در يك ذوزنقه   

  1 (( )332 +  2 (( )3232 +  3 (( )333 +  4 (( )323 +  

  حل: ����

329
4

3
4

4

22
2

2 ====⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒++++==== xxR
x

x  

(((( )))) (((( ))))3232222 2211 ++++====++++====++++++++















++++++++====++++++++++++==== xADADDHCHBHAHADDCBCABp

x���	
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 107و  72ي سه ضلع متوالي آن چهارضلعي به ترتيـب   اگر اندازه .گذرند ميسه نيمساز داخلي يك چهارضلعي از يك نقطه مثال: ����

  ؟ي ضلع چهارم آن كدام است باشند، اندازه  91و 

  1 (56  2 (88  3 (90   4 (126  

  حل: ����

اي مماس باشند يا بـه عبـارت ديگـر نقطـه اي درون آن      عي را محيطي گويند هرگاه اضلاع آن بر دايرهيك چهارضل ،همانطور كه گفته شد

 ـ     .يافت شود كه از چهار ضلع به يك فاصله باشد  ي هوقتي نيمساز سه زاويه از يك چهار ضلعي در نقطـه اي همـرس باشـند نيمسـاز زاوي

محـاطي   ي هتواند مركز داير پس مي .قطه از تمامي اضلاع به يك فاصله خواهد بودچهارم نيز از آن نقطه عبور خواهد كرد و در نتيجه آن ن

56107163:آن چهارضلعي باشد و چهارضلعي مذكور محيطي باشد پس داريم ====⇒⇒⇒⇒++++====⇒⇒⇒⇒++++====++++ dddbca  

 مماس مشترك دو دايره:مماس مشترك دو دايره:مماس مشترك دو دايره:مماس مشترك دو دايره:

ماس باشند، اين خط مماس مشـترك  اگر دو دايره در يك طرف خط م .مماس مشترك دو دايره خطي است كه بر هر دو دايره مماس باشد

  .شود خارجي و اگر دو دايره در دو طرف خط مماس باشند اين خط مماس مشترك داخلي دو دايره ناميده مي

BAمتخارج داراي دو مماس مشترك خارجي  ي هدو داير DCو  CDو دو مماس مشترك داخلي  ABو  ′′ تلاقـي  ي  هنقط ـ .هستند ′′

و خـط المركـزين را بـه يـك نسـبت       .مماس مشترك خارجي و نقطه تلاقي مماس مشترك داخلي روي خط المركزين و امتداد آن هستند

  كنند: تقسيم مي

R

R

EO

OE

FO

OF ′
=
′

=
′

  

        

        

        مماس مشترك خارجي دو دايره:مماس مشترك خارجي دو دايره:مماس مشترك خارجي دو دايره:مماس مشترك خارجي دو دايره:ي ي ي ي     ههههاندازاندازاندازانداز

  كنيم: مماس مشترك خارجي دو دايره به طريق زير عمل مي ي هانداز براي بدست آوردن

( )
( )22

222

222
RRdTT

TTRRd

HOOHOO
′−−=′⇒







′+′−=

′+=′
  

ه محـل تلاقـي   فاصـل   مفـروض اسـت،  OO′=16ي  به فاصله 5و  3هاي  به شعاع ′′′′Oو  O به مركزهاي′′′′CوCدو دايره  مثال: ����

  ؟هاي داخلي و خارجي كدامست مماس مشترك

  1 (40  2 (30  4(20  4 (10  

  حل: ����

30246

24
5

3

16

6
3

516

====++++====′′′′++++′′′′====⇒⇒⇒⇒










====′′′′→→→→====
++++′′′′
′′′′

→→→→
′′′′

====
′′′′

====′′′′→→→→====
′′′′
′′′′−−−−

→→→→
′′′′

====
′′′′

FOOEEF

OF
OF

OF

R

R

FO

OF

OE
OE

OE

R

R

OE

EO

  

        

        مماس مشترك داخلي دو دايره:مماس مشترك داخلي دو دايره:مماس مشترك داخلي دو دايره:مماس مشترك داخلي دو دايره:ي ي ي ي     ههههاندازاندازاندازانداز

 كنيم: براي بدست آوردن مماس مشترك داخلي دو دايره به طريق زير عمل مي

( )
( )22

222

222
RRdTT

dRRTT

OOOMTT
′+−=′⇒







=′++′

′=+′
  

AARRTT     اس بيرون داريم: ممي  هنكته: در دو داير ′=′=′ 2      
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  ؟ها بسته شده است، چقدر است طول نخي كه دور آن .باشد مي Rشعاع دو دايره برابر ،در شكل مقابلمثال: ����

  1 (RR π+2  2 (( )RR π+2  3 (RR π+ 24  4 (Rπ4  

 حل: ����

TT,SS,SAT,TAS :كنيم نخ را به چهار قسمت تقسيم مي   :داريم .′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′

SSTTSSTT SATTASمربع است  ′′′′′′′′⇒⇒⇒⇒′′′′====′′′′ ′′′′′′′′′′′′====  

  :يعني .برابر با نصف دايره است TASطول كمان 

 � 2

2

R
TAS R

ππππ
= = π= = π= = π= = π  

TTو    :پس .است R2هم برابر با طول خط المركزين دو دايره يعني  ′′′′

 (((( )))) (((( )))) RRRR ππππ++++====××××++++××××ππππ====   طول نخ 24222

  اند: هاي زير قابل محاسبه باشد، اين مماسها توسط فرمول αبين مماسهاي مشترك داخلي و يا خارجي ي  هاگر زاوي نكته:

( )
2

2
α′+=′′=

α′−=′′=

cotRRDCCD

cotRRBAAB

  

TTمماس بيرون هستند. اگر  4و  9هاي  دو دايره به شعاعمثال: ���� EEو  ′′′′ MMو  ′′′′ EEهاي اين دواير هستند. طول  مشترك  مماس ′′′′ ′′′′ 

  چقدر است؟

  حل: ����

  2

2

2

TT
EF T E ET EF

TT
EF E F

MM
FE M E E M E F

′′′′ ′′′′= = → == = → == = → == = → =  ′′′′ ′′′′→ = =→ = =→ = =→ = =′′′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′= = → == = → == = → == = → =


  

TT MM EE TT′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′= → == → == → == → =  
  پس:   

2 2
4 2 2 4 9 12EE TT (R R ) (R R ) RR RR′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′= = + − − = = = × == = + − − = = = × == = + − − = = = × == = + − − = = = × =  

بين دو مماس مشترك خارجي باشد آنگاه: ي  هزاوي αاگر  نكته:
d

RR
sin

′−
=

α
2

  

و در دو دايره مماس خارج:
RR

RR
sin

′+

′−
=

α
2

  

بين دو مماس مشترك داخلي باشد:ي  هزاوي αو اگر 
d

RR
sin

′+
=

α
2

  

  ؟المركزين و مماس مشترك خارجي آنها برابر كدام است ي بين خط زاويه .مماس خارجند R,R2دو دايره به شعاعهاي مثال: ����

  حل: ����

3

1

3

1

32

3
sinArc

R

R
sin

RRR

Rd
====αααα⇒⇒⇒⇒========αααα⇒⇒⇒⇒





====−−−−

====  

)مشترك داخلي دواير ي بين دو مماس  اندازه زاويهمثال: ���� ) ( )2226 ,OC,,OC,OO   ؟كدام است ′=′′

  حل: ����

°°°°========
′′′′++++

====αααα⇒⇒⇒⇒
′′′′++++

====
αααα

90
2

2
22
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