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�ی�ت ������
�ی�ت ������
�ی�ت ������
�ی�ت �����  ��:  

        ::::نگاشتنگاشتنگاشتنگاشت

، تنـاظري بـين   Rبـه   Dنگاشـت از   .رود ي نگاشـت بـه كـار مـي     هـا كلمـه   در رياضي براي تعريف انواع معيني از تناظرهاي بين مجموعه

از به عبارت ديگر نگاشـت   .متناظر باشد Rبا يك و تنها يك عضو از مجموعه  Dاست كه در آن هر عضو مجموعه  Rو  Dهاي  مجموعه

D  بهR اي است كه به هر عنصر  قاعدهD  عنصر مشخص و يكتايي ازR طبق اين تعريف هر عضو  .را نسبت دهدR  ممكن است با بيش

  .متناظر باشد Dاز يك عضو 

  كداميك يك نگاشت نيست؟ مثال:����

  

  1(  2(   3(     4 (  

 

  

 .صحيح است 4گزينه  حل:����

RD:Mنماد  .دهند يها را معمولاً با حروف بزرگ نشان منگاشت     .دهـد  را نمايش مي  Rبه مجموعه  Dنگاشتي از مجموعه  →

)نويسيم: باشـد مي Rعضو نظيـر آن در مجموعـه  ′Aو  Dعضوي از مجموعه  Aاگر  ) AAM ′=. A′  تصويرA  تحت نگاشتM 

  .شود خوانده مي

)هر نقطه صفحه را به صورت زوج مرتب    )y,x اگر  .دهيم نشان ميT  يك تبديل باشد، آنگاه( ) ( )y,xy,xT بـه ايـن معنـا     =′′

)است كه نقطه  )y,x )تصوير نقطه  ′′ )y,x  تحت تبديلT است.  

)اگر  ل:مثا ���� ) ( )y,xy,xT )، Tگاه تحت تبديل  آن =+45   تصوير كدام نقطه است؟ ,124(

   حل: ����

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) ),(,T
yy

xx
,y,xy,xT 12431

3124

145
12445 ====−−−−

====⇒⇒⇒⇒====

−−−−====⇒⇒⇒⇒====++++





⇒⇒⇒⇒====++++====  

  ::::نگاشت يك به يكنگاشت يك به يكنگاشت يك به يكنگاشت يك به يك

22نگاشت خطي  IRIR:f نظيـر كنـد،    2IRمتمـايز از   )نقـاط (را بـه بردارهـا    2IRمتمايز  )نقاط(بردارهاي  fيك به يك است هرگاه  →

vيعني به ازاي  , v2 21اگر  2IRاز  1 vv )آنگاه:  ≠ ) ( )21 vfvf )باشد يا به عبارت ديگر اگر  ≠ ) ( )21 vfvf 21آنگاه  = vv =.    

RD:Mيعني در نگاشت يك به يك    .باشد Dتواند تصوير يك عضو  حداكثر مي Rهر عضو  →

        ::::تبديلات هندسيتبديلات هندسيتبديلات هندسيتبديلات هندسي

  .كنند هايي را در هندسه توصيف مي ناميم، حركت ها را تبديل مي هاي خاصي كه آن نگاشت  

)  .ش استتبديل، نگاشتي يك به يك از صفحه به روي خود   )22 IRIR:M →  

  .اي داراي يك تصوير نيستند در تبديل، هر نقطه در صفحه، تصوير يك نقطه از صفحه است و هيچ دو نقطه  

22شرط رياضي تبديل بودن يك نگاشت    IRIR:M   توان به اين صورت بيان كرد: را مي →

  ( ) ( ) ( ) ( )22112211 y,xTy,xTy,xy,x )  اگر      يا      ≠⇒≠ ) ( ) ( ) ( )22112211 y,xy,xy,xTy,xT   اگر =⇒=
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  كدام نگاشت يك تبديل است؟  مثال:����

  1( ( ) ( )0,xy,xT =    2( ( ) ( )yx,yxy,xT −−=   

  3 (( ) ( )y,xy,xT 12 −=    4( ( ) ( )x,xy,xT =  

  .صحيح است 3 گزينه حل:����

  يك به يك است زيرا:» ب« ي اما گزينه .يك به يك نيستند» د«و » ب«و » الف«توان ثابت كرد كه گزينه هاي با يافتن مثال نقض مي

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))2211

21

2121

22112211

1212
1212 y,xy,x

yy

xxxx
y,xy,xy,xTy,xT ====⇒⇒⇒⇒





====

====⇒⇒⇒⇒−−−−====−−−−
⇒⇒⇒⇒−−−−====−−−−⇒⇒⇒⇒====  

    :ها يك به يك نيستند بقيه گزينه

                                                
(((( ))))

)x,x()y,x(T)y,x(T

),()y,y(T)x,x(T

),x()y,x(Ty,xT

========

========

========

21

1111

21

00

0

  

        ::::تبديل ايزومتريتبديل ايزومتريتبديل ايزومتريتبديل ايزومتري

  .شود ناميده مي ايزومتريها را حفظ كند  ي بين نقطه تبديلي كه فاصله

  

)اگر تبديل  مثال:���� ) ( )aybx,byaxy,xT   ايزومتري باشد، كدام رابطه درست است؟ =+−

  1( 1=− ba  2( 122 =+ ba  3( 122 =− ba  4 (1=+ ba  

  .صحيح است 2گزينه  حل:����

))))گارد، يعني ناين تبديل مبدأ را به مبدأ مي )))) (((( ))))0 0 0 0T , لذا كافي است فاصله يك نقطه دلخواه از صفحه را از مبدأ، با فاصله تصـويرش   ====,

  .از مبدأ برابر قرار دهيم

(((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( ))))

2 2

2 2 2 2 2 2
1

A x,y OA x y

A ax by,bx ay OA a b x y a b

⇒ = +⇒ = +⇒ = +⇒ = +

+ − ⇒ = + + ⇒ + =+ − ⇒ = + + ⇒ + =+ − ⇒ = + + ⇒ + =+ − ⇒ = + + ⇒ + =

�����

�����
  

        ::::نمايش ماتريسي تبديلات هندسينمايش ماتريسي تبديلات هندسينمايش ماتريسي تبديلات هندسينمايش ماتريسي تبديلات هندسي

مـاتريس نظيـر تبـديل    .ريس نيـز معرفـي كـرد   يكي از مهمترين ويژگيهاي تبديلات هندسي خطي آنست كه مي توان آنهـا را بـا مـات           

)dycx,byax()y,x(T :عبارت است از=++








dc

ba
22تبديلاگر همچنين   IRIR:T با مـاتريس   →








=

dc

ba
A   بيـان

)ي هر نقطه به مختصات  شود، تبديل يافته )y,x 2ي  از صفحهIR  توسطT اي مانند  نقطه( )y,x   است كه: ′′





+=′

+=′
⇒
















=








′

′

dycxy

byaxx

y

x

dc

ba

y

x
  

)ي  اگر تبديل يافته نقطه مثال:���� تحت ماتريس  ,−11(








−1
1
a

b
)ي  نقطه  baباشد،  ,32(   كدام است؟ +

   حل:����

1
231

121

3

2

1

1

1

1
====++++⇒⇒⇒⇒

====⇒⇒⇒⇒====++++

−−−−====⇒⇒⇒⇒====−−−−
⇒⇒⇒⇒








====









−−−−








−−−−
ba

aa

bb

a

b  
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الاضلاع كه رئوس آن  تبديل يافته متوازي مثال:����








4510
2200

است، تحت ماتريس  








− 12
01

  كدام چهارضلعي مي باشد؟ 

   حل:����

                    







====

















−−−− 0110

2200

4510

2200

12

01  

 

 

        

        ::::هاي متواليهاي متواليهاي متواليهاي متوالي    تبديلتبديلتبديلتبديل

22تبديـل خطـي  يك   IRIR:T 1T,,Tnهـاي خطـي را ممكـن اسـت بـه صورت تركيـب تبديل → يعنــي   .بيــان كنيــم   …

))))x(T(T(T(T)x(T nn …… 1T,,Tnهـاي  اگر تبديل .=−121 1A,,Anداراي ماتريسـهاي   …  Tباشـد، مـاتريس تبـديل     …

121ها خواهد بود:  ضرب آن ماتريس حاصل AAAAA nn …−=  

        ::::تبديل وارونتبديل وارونتبديل وارونتبديل وارون

22اگر تبديل خطي  IRIR:T 221وجود داشته باشد، آن گاه نگاشت  → IRIR:T نيز يك تبديل خطي است، كه آن را وارون  −→

)ر اين صورت داريم:د .ناميم مي Tنگاشت  ) ( ) Iy,xOTT,Iy,xTOT == −−  تبديل هماني است يعني:  Iكه 11

( ) ( )y,xy,xI =  

  .باشد مي A−1داراي ماتريس  T−1باشد، تبديل  Aداراي ماتريس  Tاگر تبديل 

)وارون تبديل  مثال:���� ) ( )yx,yxy,xT 3725   كدام است؟ =++

  حل:����

  راه حل اول:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))YX,YXY,XT
YXy

YXx

yxY

yxX
y,xY,XTY,Xy,xT 5723

57

23

37

25 11 ++++−−−−−−−−====⇒⇒⇒⇒




++++−−−−====

−−−−====
⇒⇒⇒⇒





++++====

++++====
⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒==== −−−−−−−−  

  راه حل دوم:

(((( )))) (((( ))))yx,yxy,xTAA 5723
57

23

37

25 11 ++++−−−−−−−−====⇒⇒⇒⇒








−−−−

−−−−
====⇒⇒⇒⇒








==== −−−−−−−−  

        

        ::::تبديلات هندسي مهمتبديلات هندسي مهمتبديلات هندسي مهمتبديلات هندسي مهم

        ::::انتقالانتقالانتقالانتقال    ))))الفالفالفالف

هاي صفحه، به يـك فاصـله و در يـك جهـت      ي نقطه انتقال تبديلي است كه تحت آن همه

)تبديل  .شوند يجابجا م )( ) ( )ky,hxy,xT k,h بـه ازاي هـر دو عـدد حقيقـي      =++

  .نشان دهنده يك انتقال است h,kثابت 

ي يك بردار ثابـت و در جهـت بـردار ثابـت منتقـل       ي نقاط صفحه به اندازه در انتقال همه 

  ).(لذا تبديل انتقال فقط داراي يك بردار ثابت است .شوند مي

{k
(x , y)

(x h , y k)+ +

���

h

••••

••••

••••

••••

•••• ••••

••••••••

 كه مختصات رئوس يك مستطيل است .
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        ::::هاي انتقالهاي انتقالهاي انتقالهاي انتقال    گيگيگيگيويژويژويژويژ

  .هاي يكسان هستند هاي مساوي و جهت سازند، داراي طول ي تصويرش نظير مي بردارهايي كه هر نقطه را به نقطه) 1

 .كند خط را حفظ مي انتقال طول پاره) 2

  .كند انتقال شيب خط را حفظ مي )3

  .انتقال يك ايزومتري است )4

   .است يك انتقالمتوالي خود نتيجه هر چند انتقال  )5

v),(در اثر انتقال با بردار  Dتصوير خط  ′Dاگر خط  مثال:���� 02=
v),(در اثر انتقال با بردار  ∆تصوير خط  ′∆و  � 30=

باشد،  �

  د؟از تقاطع اين چهار خط كدام شكل ساخته مي شو

  متوازي الاضلاع )4  الزامأ لوزي )3  الزامأ مربع   )2  الزاماً مستطيل  )1  

  .صحيح است 4گزينه  حل:����

D||Dنسبت به هم دارد و بنابر اين در حالت كلي با توجه بـه اينكـه    ∆∆∆∆,Dشكل حاصل بستگي به وضعيت خطهاي  ∆∆∆∆′′′′∆∆∆∆و  ′′′′  ،اسـت  ||

  .الاضلاع است  چهارضلعي حاصل متوازي

ي تمـاس ايـن    مكان هندسـي نقطـه   .كند كه نقطه ثابتي است حركت مي Aحول يك نقطه خود به نام  R,O(C(ي  دايره مثال:����

  ؟كدام است ∆هاي موازي با امتداد ثابت  دايره با مماس

   .Rو به شعاع  Aدايره است به مركز  )1  

   .گذرند مي Aاست كه از  Rدو دايره به شعاع  )2  

  .R2و به شعاع  Oدايره است به مركز  )3  

  .∆خطي است موازي با امتداد ثابت  )4  

  .صحيح است 2گزينه  حل:����

و مماس بر دايـره   ∆موازي با  dاگر  .است Rو به شعاع  Aيك دايره به مركز  Oمكان هندسي  ،كند حركت مي Aاولاً چون دايره حول 

C باشد، OM  به اندازه  ∆برداري است عمود برR  پسM  انتقال يافتهO با اندازه بردار ،استOM،    

در  .اسـت  ONبـا بـردار    Oانتقـال يافتـه مكـان     Nهمچنين مكان هندسي .است Oانتقال يافته  مكان هندسي  Mبنابر اين مكان هندسي 

  .باشد گذرند مي مي Aكه از  Rنتيجه مكان مزبور دو دايره به شعاع 

 

        ::::))))تقارنتقارنتقارنتقارن((((زتاب زتاب زتاب زتاب بابابابا    ))))بببب

        ::::) بازتاب نسبت به خط) بازتاب نسبت به خط) بازتاب نسبت به خط) بازتاب نسبت به خط1111

نباشـد،   Lكه روي خــط   Q، تبديلي است كه تحت آن تصويـر هر نقطـه Lدر صفحه، بازتاب نسبت به خط  Lبه ازاي هر خط   

QQعمود منصف  Lكه خط است، بطوري ′Qاي مانند  نقطه باشـد، خـود آن نقطـه     مـي  Lكه روي خط  Pهمچنين تصوير نقطه  .باشد ′

)را با  Lبازتاب نسبت به خط  .شود محور تقارن بازتاب ناميده مي Lخط  .باشد مي )y,xAL دهيم نمايش مي.  

  

  مثال:براي 

  )y,x()y,x(Ay   هاxبازتاب نسبت به محور  0==−

    )y,x()y,x(Ax   هاyبازتاب نسبت به محور  0==−

  ( ) ( )x,yy,xA xy   بازتاب نسبت به نيمساز ربع اول و سوم ==

  ( ) ( )x,yy,xA xy   رمبازتاب نسبت به نيمساز ربع دوم و چها =−=−−

M

∆

A
O

d

d′

∆

H

A
O

L

Q′Q

PP ′= 
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        ::::) بازتاب نسبت به نقطه) بازتاب نسبت به نقطه) بازتاب نسبت به نقطه) بازتاب نسبت به نقطه2222

 ′Qاي ماننـد   در صفحه روي نقطه Qي  ، نگاشتي است كه تحت آن هر نقطهPدر صفحه بازتاب نسبت به نقطه  Pبه ازاي هر نقطه   

QPPQروي يك خط راست باشند و  ′Qو  Pو  Qشود كه  طوري نگاشته مي     .شود مركز تقارن اين بازتاب ناميده مي Pي  ، نقطه=′

 رو مي باشد: به صورت رو براي مثال ضابطه بازتاب نسبت به مبدأ به

   )y,x()y,x(AO −−=   

        ::::بازتاببازتاببازتاببازتابكلي كلي كلي كلي ويژگيهاي ويژگيهاي ويژگيهاي ويژگيهاي 

  .كند خط را حفظ مي بازتاب طول پاره -1

كند و بازتـاب نسـبت بـه خـط شـيب را       (بازتاب نسبت به نقطه شيب را حفظ مي .كند بازتاب در حالت كلي شيب خط را حفظ نمي -2

  كند) لزوماً حفظ نمي

 .است بازتاب يك ايزومتري -4    .كند بازتاب جهت شكل را حفظ نمي -3

)ي  تبديل يافته دايره ي معادله مثال:���� ) ( ) 112 22 =−++ yx  تحت نگاشت تقارن نسبت به خطxy   ست؟چي =

   حل:����

xyچون قرينه دايره نسبت به خط    :مركز دايره را بدست آوريم ي هكافي است قرين ،اي به همان شعاع است دايره ====

(((( )))) (((( )))) 121
2

1

1

2

01

10 22 ====++++++++−−−−⇒⇒⇒⇒








−−−−
====







−−−−








yx  

        ::::ويژگيهاي خاص بازتاب نسبت به نقطهويژگيهاي خاص بازتاب نسبت به نقطهويژگيهاي خاص بازتاب نسبت به نقطهويژگيهاي خاص بازتاب نسبت به نقطه

  .هاي دوران را دارد همه ويژگي) 1

Oيك انتقال است با بردار  2Oو  1Oي  ي هر دو بازتاب نسبت به دو نقطه نتيجه) 2 O1 22
������

.  

AA O O=2 1 22
���� �����

  

  

  

غيـر واقـع بـر يـك خـط راسـت        ي هنسـبت بـه سـه نقط ـ   متوالي تيجه هر سه بازتاب ن) 3

123 O,O,O،  4بازتاب نسبت به نقطهO است.  

123رأس چهارم متوازي الاضلاعي است كه سه رأس متـوالي آن   4Oنقطه    O,O,O 

  .باشند مي

)ي تقارن نسبت به نقطه  ضابطه )4 )βα,O  :برابر است با)y,x()y,x(AO −β−α= 22  

′∆++′=0اگر خط ) 5 cbyax:  0تصوير خط=++∆ cbyax:  تحت بازتاب نسبت به نقطهO     باشد، معادلـه مكـان هندسـي

0برابر است با: )Oمركز تقارن (نقطه
2

=
′+

++
cc

byax.  ها واقع است و در وسط آن ∆′و  ∆اين خط، موازي دو خط.  

022اگر تصوير خط  مثال:���� =+− yx:D  در اثر تقارن نسبت به نقطهω  022خط =++−′ yx:D  باشد، مكان هندسيω 

  كدام است؟

   حل:����

xyyx
yx

yx
20

2

22
2

022

022
====⇒⇒⇒⇒====

−−−−
++++−−−−⇒⇒⇒⇒

====−−−−−−−−

====++++−−−−  

Q′Q P

1O

1A

A 2A

2O

2O

1O

1A 2A

A 3A

3O

4O
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2بازتاب خط  مثال:���� 4x y− =− =− =− )2ي  نسبت به نقطه = ,a) 2، خط 6 0x y− + =− + =− + =− +   كدام است؟ aاست.  =

   حل:����

  ازيند. محور تقارن خطي است كه بين دو خط و با فاصله مساوي از دو خط قرار دارد. چون دو خط مو

2 4 0 6 4
2 0 2 1 0

2 6 0 2

x y
x y x y

x y

− − =− − =− − =− − =  −−−−
⇒ − + = → − + =⇒ − + = → − + =⇒ − + = → − + =⇒ − + = → − + =

− + =− + =− + =− + = 
  

پس نقطه ي 
2

a
    روي خط فوق قرار دارد.  

        2 2 1 0y− + =− + =− + =− + =  

3لذا 

2
y 3پس  ====

2
a ====

  
        هاي خاص بازتاب نسبت به خط:هاي خاص بازتاب نسبت به خط:هاي خاص بازتاب نسبت به خط:هاي خاص بازتاب نسبت به خط:    ويژگيويژگيويژگيويژگي

بردار اين انتقال عمود بر راستاي دو خط و اندازه آن دو برابر فاصله بـين   .نتيجه هر دو بازتاب نسبت به دو خط موازي يك انتقال است) 1

  دو خط است.

1 2 2(A A L)====
�

  
)نتيجه دو بازتاب متوالي نقطه  مثال:����   برابر است با: y=4و سپس خط  y=2نسبت به خط  ,33(

)بازتاب نسبت به نقطه  )1   )43,  

)انتقال تحت بردار  )2   )40,  

  y=4بازتاب نسبت به خط  )3  

  .) چنين تبديلي وجود ندارد4  

  .صحيح است 2گزينه  حل:����

                (((( )))) (((( )))) (((( ))))4020220

2

21

21

,,AA,L

LAA

========⇒⇒⇒⇒====

====
�

�

  

))))انتقال تحت بردار  ))))4021 ,AA ====
  

نتيجه هر دو بازتاب نسبت به دو خط متقاطع، دوراني است به مركز محـل تلاقـي دو خـط    

  .اي مساوي دو برابر زاويه بين دو خط و زاويه )محور تقارن(متقاطع 

  

∆++=0اب نسبت به خط ي بازت ضابطه) 2 cbyax: زعبارتست ا: 

( ) ax by c ax by c
A x, y x a , y b

a b a b
∆

 + + + += − × − × 
+ + 2 2 2 22 2  

  

M),(تصوير نقطه  ′Mاگر نقطه  مثال:���� 11 022در اثر بازتاب نسبت به خط  ====−−−−−−−− ====−−−−++++ yx  باشد، مختصاتM′ كدام است؟  

   حل:����

),(M))(),((),(AM 13
5

212
121

5

212
22111 ====′′′′⇒⇒⇒⇒

−−−−−−−−−−−−
××××××××−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−
××××××××−−−−−−−−====−−−−−−−−====′′′′  

  

),(ي هنقط ،تحت يك بازتاب نسبت به خط مثال:���� ),(روي نقطه  −−−−12 تصوير كدام نقطه تحت اين بازتاب  ،تصوير مي شود 52

),( ي هنقط  ؟است 43

1 (0 1( , )  2 (0 1( , )−−−−  3( 1 0( , )  4 (1 0( , )−−−−  

1A

2A

A

L

1A

2A

3Aα
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  صحيح است. 4گزينه  حل:����

),( ي هنقط ي هپس فاصل ،چون بازتاب تبديلي ايزومتري است ),( ي هاز نقط52 ),( ي هنقط ي هبا فاصل 43 رش از نقطه اي كه تصوي −−−−12

),(   .اتفاق مي افتد 4 ي هاست بايد برابر باشد كه اين موضوع فقط در گزين 43

′∆′+′+′=0اگر خط ) 3 cybxa:  0تصوير خط=++∆ cbyax:     ،تحت بازتاب باشد، معادلات محورهـاي تقـارن در صـفحه

برابر
2222 ba

cybxa

ba

cbyax

′+′

′+′+′
±=

+

    )زهاي دو خط متقاطعي نيمسا معادله( .است ++

  

012اگر دو خط  مثال:���� =+− yx  0124و =−+ yx قرينه محوري يكديگر باشند، محور تقارن كدام است؟  

   حل:����

01260362122124

41

12

164

124
====++++−−−−====−−−−++++⇒⇒⇒⇒++++−−−−±±±±====−−−−++++⇒⇒⇒⇒

++++

++++−−−−
±±±±====

++++

−−−−++++
yxyx)yx(yx

yxyx
 

        

        ::::مركز تقارن و محور تقارن يك شكلمركز تقارن و محور تقارن يك شكلمركز تقارن و محور تقارن يك شكلمركز تقارن و محور تقارن يك شكل

اي از خود شـكل باشـد،    نقطه Oي هر نقطه شكل نسبت به  اي كه قرينه هوجود داشتــه باشد، به گون Oاي مانند  اگر براي يك شكل نقطـه

O وجـود داشـته باشـد، بـه      ∆اگر براي يك شـكل، خطـي ماننـد     .مثلاً مركز دايره، مركز تقارن دايره است .را مركز تقارن آن شكل نامند

بعضـي از   .نامنـد  را محور تقـارن آن شـكل مـي    ∆اي از خود شكل باشد،  قطهي آن شكل نسبت به آن خط، ن ي هر نقطه اي كه قرينه گونه

شـمار   الاضلاع محور تقارن ندارد و دايره بي مثلاً متوازي .و برخي ديگر داراي يك يا چند محور تقارن هستند .ها محور تقارن ندارندشكل

  .محور تقارن دارد

  .ور تقارن عمود بر هم باشد داراي مركز تقارن استشكلي كه داراي دو مح :قضيه

فرد باشد مركز تقارن  nاگر  .محور تقــارن است nضلعي منتظـم داراي  nنكته:

  .زوج باشد داراي يك مركز تقارن است nندارد و اگر 

        

        ::::دوراندوراندوراندوران    ))))جججج

اي ماننـد   صفحه را به نقطـه  در Aتبديلي است كه هر نقطه  αو زاويه  Oيك دوران به مركز   

A′ اي كه: كند به گونه از آن صفحه نظير مي  

  .ثابت است Oي  مركز دوران يعني نقطه )1  

AOOAباشد، آنگاه  Oاي غير از  نقطه Aاگر  )2     زاويه دوران) α=′AÔA )αو  =′

 ′Pبـه   Pهـاي سـاعت روي دايـره از     را در نظر گرفته و در خلاف جهـت حركـت عقربـه    Pاي مانند  نقطه Oاي به مركز  در دايره  

POOPچون  .α=′PÔPكنيم بطوريكه  حركت مي   .است αي  و اندازه Oتحت دوران به مركز  Pي  تصوير نقطه =′

    .هاي ساعت است يعني اندازه زاويه مثبت باشد، دوران در جهت خلاف حركت عقربه αاگر   

        هاي دوران:هاي دوران:هاي دوران:هاي دوران:ويژگيويژگيويژگيويژگي

 .كند خط را حفظ مي دوران طول پاره) 1

  .دارد بت نگه ميدوران مركز دوران را ثا )2

θ=°جز براي (كند  دوران الزاماً شيب خط را حفظ نمي )3 θ=°و  180 π=θها يعني  و مضارب آن 360 k(.  

  .دوران يك ايزومتري است )4

  .ها مساوي مجموع زاويه اي نتيجه هر چند دوران حول يك مركز، يك دوران است به همان مركز و زاويه )5

α

O

A ′ A
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)تبديل يافته نقطه  )6 )y,xي  ، تحت دوران به اندازه زاويهθ    :برابر اسـت بـا( )θ+θθ−θ cosysinx,sinycosx    و لـذا: تبـديل

توان بيان كرد: دوران را با ماتريس مقابل مي








θθ

θ−θ
=θ

cossin

sincos
R             

θ=°براي كه مثلاً    90:  

  )x,y()y,x(R
x

y

y

x
−=⇒







−
=















 −

01
10

  

θ=°و براي    180:  

  )y,x()y,x(R
y

x

y

x
−−=⇒









−

−
=

















−

−

10
01

   

θ=°و براي    270:  

  )x,y(R)y,x(R
x

y

y

x
−=⇒









−
=

















− 01
10

  

  .شود ناميده مينيز مركز تقارن  Oدر اين حالت نقطه  .باشد مينيز  Oمعادل بازتاب نسبت به نقطه  180°و زاويه  Oدوران به مركـز  )7

  

a,a(M(نقطه  aبه ازاء كدام مقدار  مثال:���� 11 M),(تصوير نقطه  ′=+− در اثر دوران با مركز مبداء مختصات و زاويـه   =11

  است؟  °45

   حل:����







====−−−−

====++++
⇒⇒⇒⇒








====


























−−−−

====
















°°°°°°°°

°°°°−−−−°°°°
====









−−−−

++++

21

01

2

0

1

1

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

4545

4545

1

1

a

a

cossin

sincos

a

a  

  .جواب وجود ندارد aبراي 

x,y()y,x(T(تبديل  مثال:���� 11   نتيجه كدام دو تبديل است؟ =−+−

  انتقال و تقارن  )4  دو تقارن محوري  )3  انتقال و تجانس  )2  انتقال و دوران  )1  

  

  .صحيح است 1گزينه  حل:����










−−−−

−−−−−−−−
====









−−−−

−−−−







 −−−−
====

−−−−−−−−====

−−−−−−−−−−−−====

−−−−−−−−°°°°

−−−−−−−−

1

1

1

1

01

10

11

11

1190

11

x

)y(

y

x
)y,x(oTR

)y,x()y,x(T

))x(),y(()y,x(T

),(

),(  

  .وران استلذا تركيب يك انتقال و يك د

        

        تجانس:تجانس:تجانس:تجانس:    ))))دددد

  از آن صفحه طوري نظير كند كه:  ′Aاي مانند  در صفحه را به نقطه Aتبديلي است كه هر نقطه  Kو نسبت  Oتجانس به مركز   

    .ثابت باشد Oمركز تجانس يعني نقطه  )1

2( A′  روي نيم خطOA كه:  طوري هار گيرد بقرOA.KAO =′  

  )k=1مگر در حالت ( .شود ي ابعاد يك شكل به نسبت تجانس بزرگ يا كوچك مي تحت تجانس همه  

A′

O

A
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),(اگر در تجانس به مركز  مثال:���� 32−=ω  015تصوير خط =+− yx  035خط =−− yx    باشد، قدرمطلق نسـبت تجـانس

  كدام است؟

   حل:����

  .باشد Dاز  ωωωωبرابر فاصله  D′′′′، kاز  ωωωωپس بايد فاصله  ،مركز تجانس است ωωωωچون 

4

5
1620

251

1152

251

3152
====⇒⇒⇒⇒××××====⇒⇒⇒⇒

++++

++++−−−−−−−−
××××====

++++

−−−−−−−−−−−−
⇒⇒⇒⇒ωωωω====′′′′ωωωω kkkHkH   

        ي تبديل تجانس:ي تبديل تجانس:ي تبديل تجانس:ي تبديل تجانس:    ضابطهضابطهضابطهضابطه

)تبـديل  ) ( )ky,kxy,xD و مركـز   kدر صفحـه مختصـات يك تجانس بـا نسـبت تجـانس     =

)تجانس    .دهد را نشان مي ,00(

10باشد، تجانس يك انبسـاط و اگر  k<1اگر  << k      باشـد، تجـانس يـك انقبـاض نـام دارد. 

    .شود تجانس معكوس ناميده مي k>0الت ح

        ::::هاي تجانسهاي تجانسهاي تجانسهاي تجانس    ويژگيويژگيويژگيويژگي

 .كند تجانس شيب خط را حفظ مي )1

  .ماند تحت تجانس مركز تجانس ثابت مي )2

  .)k=1مگر در حالتي كه (كند  تجانس طول يا مساحت را حفظ نمي )3

  .دهد تغيير مي 2kرا با ضريب و مساحت  kتجانس طول را با ضريب  )4

  .كنند در مركز تجانس همرسند هاي نظير را به هم وصل مي خطهايي كه نقطه )5

kkتجانسي است با همان مركز و نسبت  ′kو  kهاي  نتيجه دو تجانس هم مركز با نسبت )6 ′.  

)و مركز  kتجانس با نسبت تجانس  ماتريس تبديل )7 برابر است با:  ,00(








k

k

0
0

  

k(kAA(Sاست كه  ′Aنقطه  Kو نسبت  Sبه مركز  Aي  مجانس نقطه )8 −+=′ 1.  

1SA KSA (A S) K(A S) A KA ( K)S′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′= → − = − ⇒ = + −= → − = − ⇒ = + −= → − = − ⇒ = + −= → − = − ⇒ = + −  
المركزين (يا امتداد آن) كه خـط   اي است واقع بر خط مركز تجانس نقطه .تقيم و هم معكوس)هـر دو دايره مجانس يكديگرنـد (هم مس )9

  .كند المركزين را به نسبت دو شعاع تقسيم مي

  باشد: Cتصوير  ′Cاگر 

 
R

R
k

′
  )Cتصوير  ′S  )C≡مركز تجانس مستقيم  =

 
R

R
k

′
  )Cتصوير  ′S  )C′≡مركز تجانس معكوس  =−

  .تاس k=−1تذكر: اگر دو دايره متساوي باشند، فقط مجانس معكوس يكديگرند و در اين حالت 

cmOOاگر  .متر است سانتي ,35مركزهاي دو دايره به شعاعهاي  ′O,O مثال:���� باشد، فاصله مركز تجانس معكوس اين  ′=12

  متر است؟ دو دايره از مركز دايره با شعاع بزرگتر چند سانتي

   حل:����
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كند، مكان هندسـي مركـز ثقـل     تغيير مي R,O(C(ي مفروض  بر روي دايره Aثابت و رأس  B,Cدو رأس  ABCدر مثلث  مثال:����

  است؟ مثلث كدام

   حل:����

MAMG :پـس همـواره داريـم    ،هاي مثلث است چون مركز ثقل مثلث محل تلاقي ميانه
3

1
 Gيعنـي   ،====

و نسبت  Mاست به مركز  Aمجانس 
3

1
 )M    وسـط ثابت اسـت، چـون B,C  (پـس مكـان    .اسـت

با نسبت  Aمجانس مكان هندسي  Gهندسي 
3

اي به شعاع  يعني دايره ،باشد مي 1
3

R.  

  تواند باشد؟ تركيب دو تقارن محوري كه محورهاي آن دو بر هم عمود باشند، كدام تبديل نمي مثال:����

  دوران  )4  تقارن مركزي )3  تجانس  )2  انتقال  )1  

  .ستصحيح ا 1گزينه  حل:����

2اي برابر دو برابر زاويه بين دو خط اسـت لـذا دورانـي بـه انـدازه       تركيب دو تقارن با محورهاي متقاطع يك دوران با زاويه 90 180× =× =× =× =� � 

1kتقارن مركزي نسبت به نقطه تقاطع، تجانس با ضريب  .است يك تقارن مركزيداريم كه  = −= −= −=   .نيز هست −

        ::::تبديلاتتبديلاتتبديلاتتبديلات    دي و نكات مشتركدي و نكات مشتركدي و نكات مشتركدي و نكات مشتركبنبنبنبنجمعجمعجمعجمع

  .ماند ي زاويه، تحت انتقال، دوران و بازتاب ثابت مي خط و اندازه طول پاره) 1

  .يا بازتاب بر روي ديگري نگاشته شود 180°تواند تحت يك انتقال، دوران  اگر دو خط موازي باشند، هر يك از آنها مي) 2

  
  بازتاب  دوران  انتقال

  
   .يا بازتاب بر روي خودش نگاشته شود 180°تواند تحت يك انتقال، دوران  خط مي يك) 3

  
 بازتاب  دوران  انتقال

  
BAمحور تقارن بازتابي است كه  ABخط  عمودمنصف هر پاره) 4 ABو  → →. 

  

  

  
  .تواند تحت يك دوران يا بازتاب بر روي ديگري نگاشته شود متقاطع باشند، هر يك از آنها مي اگر دو خط) 5

  
  دوران    نيمساز زاويه محور تقارن است

        

            

        

A

B
M C

G

°180

O

BA

θ

θ
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023اگر خط  مثال:���� =+− yx  013تصوير خط =+− yx در اثر يك دوران باشد، زاويه دوران كدام است؟  

   حل:����

لذا كافي است زاويه بـين دو خـط را بـه عنـوان زاويـه دوران       .دو خط را دوران يافته يكديگر حول نقطه تقاطعشان در نظر گرفت توان مي

     :دست آوريم هب

3 2 3
3

33 3
30

1 1 1 2 3

m m
tan

mm

−−−−′′′′−−−−
θ = = = = ⇒ θ = °θ = = = = ⇒ θ = °θ = = = = ⇒ θ = °θ = = = = ⇒ θ = °

′′′′+ ++ ++ ++ +
  

  150°°°° :بر است با، كه در اين صورت زاويه دوران برااي بيرون دو خط در نظر بگيريم دو خط را دوران يافته يكديگر حول نقطه اگر

كه دو  Aالساقين با رأس  الزاويه و متساوي براي رسم مثلث قائم ،اند ها مفروض خارج آن Aي  و نقطه ′′′′∆∆∆∆و  ∆∆∆∆دو خط  مثال:����

  رود؟ كدام تبديل به كار مي ،هر دو خط مفروض باشدي آن بر روي  سر قاعده

   حل:����

را در  ′′′′∆∆∆∆دهيم تا خط  دوران مي A ي هحول نقط 90°°°° ي هرا به انداز ∆∆∆∆ابتدا خط 

  .قطع كند C ي هنقط

لذا به  .حفظ مي كند پس فاصله بين نقاط را ،چون تبديل دوران ايزومتري است

وجود دارد كه  Bمانند  ∆∆∆∆اي روي  دوران يافته نقطه روي خط C ي هازاي نقط

دوران  Cحال چون  .از پاي عمود برابر است Cفاصله اش از پاي عمود با فاصله 

 ABCپس مثلث  ،است و شعاع دوران در اثناي دوران ثابت مي ماند B ي هيافت

  .و مثلث مورد نظر رسم شد .متساوي الساقين است ي هزاويقائم ال

  .رود به كار مي ،هاي متساوي الساقين با رأس معلوم كه دو رأس ديگرشان روي خطوط معلوم قرار داشته باشند اين ايده همواره براي رسم مثلث

d,d,dسه خط  مثال:���� توان رسم كرد به طوريكه هر كدام از رئوس آن  لاع ميالاض چند مثلث متساوي .در يك صفحه مفروضند ′′′

d,d,dهاي  بر يكي از خط   باشد؟ ′′′

   حل:����

درجه كه دو رأس ديگـر آن   60رأس  ي همثال فوق نقطه اي روي يكي از خطوط اختيار كرده و مثلث متساوي الساقيني با زاوي ي هطبق ايد

  .مثلث متساوي الاضلاع به دست آيد رسم مي كنيم تا ،روي دو خط ديگر باشد

خطي  Aي  توان از نقطه اند. با استفاده از كدام تبديل مي متقاطع Aي  هاي متفاوت در نقطه در يك صفحه، دو دايره به شعاع مثال:����

  گذراند كه در اين دو دايره، وترهاي مساوي ايجاد كند؟

   حل:����

ي كوچك و بزرگ) بازتاب دهيم،  ي تقاطع دو دايره (نقطه Aي  ي كوچكتر را نسبت به نقطه اگر دايره

ABآيد. واضح است كه  چين به دست مي ي خط دايره AB′′′′==== ي  زيرا نقطهB′′′′ ي  بازتاب نقطهB  نسبت

  است.  Aبه مركز 

ي بزرگ و كوچـك،   ) كه در دو دايره′′′′BBخطي گذرانده شده (خط  Aي  ابراين از نقطهتر است، بن ي بزرگ وتري از دايره ′′′′ABطرفي  از

) (يعنـي بازتـاب نسـب بـه     4ي ( ي بزرگ) پس گزينه در دايره ′′′′ABي كوچك = وتر  در دايره ABوترهاي مساوي جدا كرده است (وتر 

180رسانده است. اما هر بازتاب مركزي يك دوران  ما را به مقصود )Aي  نقطه
180هم هست. به عبارت ديگر دوران  �

ي  نسبت بـه نقطـه  �

A دهد.  هم همين نتيجه را مي  

A

B

B′′′′

A
∆∆∆∆  

∆∆∆∆′′′′  

C  ∆∆∆∆ي هدوران يافت

B
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خطـي   ها مفروض اسـت. بـراي رسـم پـاره     ي آن ، در صفحه′′′′dو  dغيرموازي با  ABخط  و پاره ′′′′dو  dدو خط متقاطع  مثال:����

  رود؟ كار مي كه دو سر آن بر روي اين دو خط باشد، كدام تبديل هندسي به ABموازي و مساوي 

   حل:����

ABرا تحـت   dاند. هرگـاه خـط    مفروض ABخط  پاره ′′′′dو  dدو خط 
����

را  ′′′′dو خـط   

BAتحت 
����

گـردد. قطـري كـه دو سـر آن روي      الاضلاع حاصل مي انتقال دهيم يك متوازي 

  است. ABخط  قرار دارد، مساوي و موازي پاره ′′′′dو  dخطوط 

BAرا تحت  dتوانستيم خط  تذكر: مي
����

ABرا تحـت   ′′′′dو خط  
����

انتقـال دهـيم. در ايـن     

شـود كـه قطـري از آن كـه دو سـر آن روي       الاضلاعي ديگر حاصـل مـي   حالت نيز متوازي

  است. ABخط  قرار دارد، مساوي و موازي پاره ′′′′dو  dخطوط 

 

  ::::يك تبديليك تبديليك تبديليك تبديلتحت تحت تحت تحت     دلخواهدلخواهدلخواهدلخواه    روش يافتن تبديل يافته هر منحنيروش يافتن تبديل يافته هر منحنيروش يافتن تبديل يافته هر منحنيروش يافتن تبديل يافته هر منحني

)ابتدا يك نقطه پارامتري دلخواه  )y,xA )كنيم تا نقطه  روي منحني در نظر گرفته و تبديل را بر آن اعمال مي = )Y,XA به دسـت   ′=

ي حاصل تبديل يافتـه منحنـي تحـت تبـديل      معادله .كنيم پيدا كرده و در منحني اوليه جايگذاري مي X,Yرا بر حسب  x,yسپس  .آيد

  .مورد نظر است

122ي منحني  تبديل يافته مثال:���� =+ yx  تحت تبديل( ) ( )y,xy,xf   كدام است؟ =23

   حل: �

)ابتدا نقطه  )yxA   .گيريم نحني در نظر ميرا روي م =,

(((( )))) (((( )))) (((( )))) 1
49
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X
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  .كند اين تبديل دايره را به بيضي تبديل مي

=−8تصوير خط  مثال:���� xy  تحت تقارن نسبت به محورxها كدام است؟  

   حل:����
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