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        ::::الف) خط و صفحه در فضاي سه بعدي اقليدسيالف) خط و صفحه در فضاي سه بعدي اقليدسيالف) خط و صفحه در فضاي سه بعدي اقليدسيالف) خط و صفحه در فضاي سه بعدي اقليدسي

        فضاي سه بعدي اقليدسي:فضاي سه بعدي اقليدسي:فضاي سه بعدي اقليدسي:فضاي سه بعدي اقليدسي:

فضاي سه بعدي اقليدسي يكي از مفهومهاي اوليـه   .كنيم مدلي از فضاي اقليدسي يا فضاي سه بعدي است فضايي كه در آن زندگي مي  

باشند، هر  خط و صفحه نيز كه به ترتيب داراي يك بعد و دو بعد مي .باشد نهايت نقطه مي اي از بي فضا مجموعه .يا تعريف نشده است

  .باشند اي از فضا مي يك زير مجموعه

        ::::اوضاع نسبي دو خط در فضااوضاع نسبي دو خط در فضااوضاع نسبي دو خط در فضااوضاع نسبي دو خط در فضا

   .شوند هاي متقاطع ناميده مي دو خط كه تنها در يك نقطه مشترك باشند، خط) 1

{ }Add =′∩  
  

شـمار نقطـه    باشـند يـا در بـي   مشترك نداشته  ي هدو خط متمايز كه در يك صفحه باشند و نقط) 2

  .شوند هاي موازي گفته مي مشترك باشند، خط

d,d P , d d d d d d′ ′ ′ ′⊂ ∩ = φ ∨ ∩ = =  
دو خط متمايز كه نقطه مشترك نداشته باشند و در يك صفحه نيز واقـع نباشـند، متنـافر    ) 3

  .شوند ناميده مي

  

φ=′∩⊂′⊄ dd,Pd,Pd  
A,Bو   dدو نقطه از  A,Bاگر  .متنافرند ′d,dدو خط  مثال:���� AAباشند، دو خط  ′dدو نقطه از  ′′ BBو  ′ را  كدام وضع ′

  ؟دارند

  ) يا متوازي يا متنافرند4  متنافرند   )3  ) متقاطعند 2  متوازيند   )1  

  .صحيح است 3گزينه  حل:����

AAهـاي  اگـر خط BBو  ′ AAدر اين صورت از  .متنافر نباشند، متقاطع يا متوازيند ′ ′ 

BBو  ′ 

AAبنـابر ايـن،    .است و اين خلاف فرض اسـت  ′d,dگذرد كه شامل  اي مي صفحه  و  ′

BB   .متنافرند ′

  

        مود مشترك دو خط متنافر:مود مشترك دو خط متنافر:مود مشترك دو خط متنافر:مود مشترك دو خط متنافر:عععع

خطي است عمود بر هر دو خـط و متكـي بـر  ، پاره′d,dعمود مشترك دو خط متنافر 

 .اسـت  ′d,dعمـود مشـترك دو خـط متنـافر      ABخط  در شكـل مقابـل پاره .هـا آن

  .هاست خط متكي بر آن ترين پاره عمود مشترك دو خط متنافر، كوتاه
  

  .ست، دو خط موازي استها كه موازي عمود مشترك آن Pصفحه  بر ′d,dتصويرهاي دو خط متنافر  :مهم نكته

A  

d  d′

d  

d′

d  

d′  P  

d′

d
A

B

d′
  

d
A B

A′

B′



 

 

44 

  ؟اي را قطع كند، كدام حكم همواره صحيح است خطي صفحه هر گاه  مثال:����

  .كند فقط يك خط از صفحه را قطع مي )1  

  .هاي صفحه موازي و با بعضي متقاطع است ) با بعضي از خط2  

  .تنافر استهاي صفحه متقاطع و با بعضي م با بعضي از خط )3  

  .هاي صفحه متقاطع و با بعضي متنافر و با بعضي موازي است با بعضي از خط )4  

  .صحيح است 3گزينه  حل:����

  .گذرند، متقاطع و با بقيه متنافر است آن خط، با تمام خطوطي كه از نقطه برخورد مي

  ؟ي زير همواره درست استها در فضا عمود است، كداميك از حكم Cو  Bبر دو خط متنافر  Aوقتي خط  مثال:����

  1( B  وC 2     .اند در يك صفحه( B  باC موازي است.  

  3 (A  عمود مشتركB  وC 4    .است( A  با عمود مشتركB  وC موازي است.  

  .صحيح است 4گزينه  حل:����

دو خـط   خطي عمود بر هر دوي آنها است و هر خطي كه موازي عمـود مشـترك باشـد نيـز بـر هـر       پاره B,Cعمود مشترك دو خط   

BC, متنافراً عمود است( .عمود است.(  

        دو خط متنافر:دو خط متنافر:دو خط متنافر:دو خط متنافر:بين بين بين بين زاويه زاويه زاويه زاويه 

  .حاده يا قائمه بين دو خط است كه از يك نقطه موازي دو خط متنافر رسم شده باشند ي هزاويه دو خط متنافر، معمولاً زاوي  

دهنـد يـا    يا با هم زاويه قائمه تشـكيل مـي   عمودند متنافراً بر يكديگرگوييم دو خط مزبور  اگر زاويه بين دو خط متنافر قائمه باشد، مي  

  .راستاي عمود بر هم دارند

  

  

  

        اصل اقليدس:اصل اقليدس:اصل اقليدس:اصل اقليدس:

يـك خـط و فقـط     O ي هدر اين صفحه بر نقط .كنند را مشخص مي Pواقع در خارج آن خط يك صفحه مانندOو يك نقطه dهر خط

بـر  لـذا  .نيست dنباشد، موازي خط  Pي هدر صفحبگذرد و  O ي ههر خط ديگري كه بر نقط .كند مرور مي dيك خط موازي خط 

 .كند هر نقطه تنها يك خط موازي خط مفروض مرور مي

        ::::اوضاع نسبي خط و صفحهاوضاع نسبي خط و صفحهاوضاع نسبي خط و صفحهاوضاع نسبي خط و صفحه

وضع خط و صفحه نسبت به هم از سـه   .گرفتتوان در نظر  را به صورت مجموعه اي از نقاط مي dو هر خط راست  Pهر صفحه   

  خارج نيست: صورت زير

در ايـن   .اسـت  Oاي شامـل تنهـا يـك نقطــه ماننـد     عه، مجموعـهاشتـراك دو مجمو) 1

  .متقاطعند Oدر نقطه  Pو صفحه  dصـورت گوييـم خـط 

{ }d P O∩ =  

  

تهـي اسـت و خـط و صـفحه      ي هدو مجموعه عضو مشترك ندارند، يعني اشتراك آنها مجموع ـ) 2

  .موازيند

d P∩ = φ  
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 ي هخاصـيت اصـلي صـفحه، هم ـ    اشتراك دو مجموعه بيش از يك عضو دارد، در اينصورت به موجب) 3

   .واقع يا منطبق است Pبر صفحه  dواقعند، يعني خط  P ي هبر صفح dهاي خط  نقطه

                          d P⊆  
 

  .مشترك نداشته باشد ي هگوييم، هرگاه بر آن صفحه منطبق باشد يا با آن صفحه اصولاً نقط تعريف: يك خط را موازي يك صفحه مي

  نمادي توازي خط و صفحه چنين است: در اين حالت صورت

( ) P||dPdPd ⇒φ=∩∨⊆  

        ::::اوضاع نسبي دو صفحهاوضاع نسبي دو صفحهاوضاع نسبي دو صفحهاوضاع نسبي دو صفحه

  .گذرد غير واقع بر يك خط راست، فقط و فقط يك صفحه مي ي هبر سه نقط :قضيه

داشته باشند، آن دو صفحه، فقط در يـك   Aيك نقطـه مشتـرك  ′Pو  Pاگر دو صفحـه متمايـز  :قضيه

مايز را كه در يك خط راست مشترك باشـند، دو  دو صفحه مت .گذرد، مشتركند مي Aخط راست كه بر 

  .گوييم صفحه متقاطع و خط مزبور را فصل مشترك آن دو صفحه مي

        ::::وضع نسبي دو صفحهوضع نسبي دو صفحهوضع نسبي دو صفحهوضع نسبي دو صفحه

  خارج نيست: صورت زيرگيريم، وضع دو صفحه از سه  نقاط در نظر مي ي هرا به عنوان مجموع ′Pو  P ي هدو صفح  

نيست، در اينصورت دو صـفحه فقـط در يـك خـط     ها تهي  دو صفحه متمايزند ولي اشتراك آن) 1

هـايي را متقـاطع    چنين صـفحه  .شود راست مشتركند، كه فصل مشترك آن دو صفحه ناميده مي

  .متقاطعند dكه در خط  ′Pو  Pهاي  مانند صفحه .گوييم

dPP =′∩  
           .دو صفحه بر هم منطبقند) 2

PPPP ′==′∩ 

  

  اي است تهي مانند شكل: اشتراك دو صفحه مجموعه -1

φ=′∩ PP  
  

  

انطبـاق، حالـت خاصـي از تـوازي      .مشتركي نداشته باشند يا بر هم منطبق باشند ي ههرگاه يا نقط شوند، : دو صفحه موازي ناميده ميريفتع

  .است

شـوند، قـرار    هايي كه از يكي به موازات ديگري رسـم مـي   كه در هيچ يك از صفحه O ي هو نقط d2و  d1دو خط متنافر  مثال:����

  ؟را قطع كند d2و  d1توان رسم كرد كه دو خط  مي O چند خط از .ندارد مفروضند

  هيچ )4  شمار بي )3  2 )2  1 )1  

 .صحيح است 1گزينه  حل:����

شود قـرار نـدارد،    رسم مي d2به موازات  dاي از  در صفحه Oيك صفحه مي گذرد، كه چون  d1و  Oاز 

خط حاصل جواب  وصل كنيم d2به نقطه تقاطع اين صفحه با  Oاگر از  .متقاطع است d2اين صفحه با 

  .است d2و  Oو صفحه شامل  d1و  Oهمچنين اين خط فصل مشترك صفحه شامل  .مسأله است

P′  

P 

d 

d  

P  

P P′

فصل مشترك

P′

P

••••

••••

O
d

d′′′′



 

 

46 

 Mاگـر   .با آنها متنـافر اسـت   ∆متقاطعند و خط  A ي هدر نقط ′d,dدو خط  مثال:����

 d,Mاي كـه بـر    باشد، مكان هندسي فصل مشترك صـفحه  ∆اي متغير از خط  نقطه

d,Mاي كه بر  گذرد با صفحه مي   ؟د كدام استگذر مي ′

  .است Aدو خط گذرا بر  )2  .گذرد مي A,∆اي است كه بر  صفحه )1  

  .′dاي است عمود بر خط  صفحه )d.  4اي است عمود بر خط  صفحه )3  

  .صحيح است 1گزينه  حل:����

d,Mاي كه بر  گذرد با صفحه مي d,Mاي كه بر  صفحه مشتركنـد  AMپس در خط  .مشتركند  A,Mگذرد، همواره در دو نقطه  مي ′

 .كنند را قطع مي ∆گذرند و  مي Aهايي هستند كه از  دهد، پس فصل مشتركها خط تغيير مكان مي ∆بر روي خط  Mون نقطه و چ

 .گذرد مي ∆و خط  Aاي است كه بر نقطه  بنابر اين مكان هندسي فصل مشترك دو صفحه، صفحه

        توازي خط و صفحه:توازي خط و صفحه:توازي خط و صفحه:توازي خط و صفحه:

در حـالتي   .مشترك نداشته باشـد  ي هصفحه نقطآن واقع باشد، يا آن كه با  گوييم كه يا بر آن صفحه يك خط را وقتي موازي صفحه مي  

  .اند كه خط با صفحه فقط يك نقطه مشترك داشته باشد، گوييم خط و صفحه يكديگر را قطع كرده

        شرط توازي خط و صفحه:شرط توازي خط و صفحه:شرط توازي خط و صفحه:شرط توازي خط و صفحه:

 Pنقـاط يـك خـط و      ي همجموع ـ dيعنـي اگـر    .اي موازي باشد، با آن صفحه موازي اسـت  : هر خط كه با يكي از خطهاي صفحهقضيه

  مجموعه نقاط يك صفحه باشد: 

1 1(d d , d P) d P⊂ ⇒⊂ ⇒⊂ ⇒⊂ ⇒� �  
   ؟توان رسم كرد مي dچند خط موازي با  Pمتقاطعند، در صفحه  Pو صفحه  dخط  مثال:����

  شمار   بي )4  صفر )3  2 )2  1 )1  

  .صحيح است 3گزينه  حل:����

مـوازي خواهـد    P ي هموازي باشد، با صـفح  Pبا خطي از صفحه  dرا اگر رسم كرد، زي dتوان خطي موازي با  نمي Pدر صفحه   

  .شد و اين خلاف فرض است

        توازي خط و صفحه:توازي خط و صفحه:توازي خط و صفحه:توازي خط و صفحه:    يييي    هههههايي دربارهايي دربارهايي دربارهايي دربار    گزارهگزارهگزارهگزاره

اي موازي باشد، هر صفحه كـه بـر آن خـط بگـذرد و بـا صـفحه        هرگاه خطي با صفحه) 1

ض مـوازي  كند كه با خـط مفـرو   مفروض موازي نباشد، آن صفحه را در خطي قطع مي

بگذرد و صفحه  dبر  ′Pموازي باشد و صفحه  Pبا صفحه  dيعني اگر خط  .است

P  را در خطd′  قطع كند آنگاهd d′′′′�  

(d P , d P , P′′′′⊆⊆⊆⊆� �P , P P d ) d d′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′= ⇒= ⇒= ⇒= ⇒∩ �  
يعنـي   .اگر خطي با دو صفحه متقاطع موازي باشد، با فصل مشترك آن دو صفحه موازي اسـت ) 2

Pاگر  ,P′  دو صفحه وd  :يك خط راست باشد  
(P P , d P , d P ) d′ ′′ ′′ ′′ ′= δ ⇒ δ= δ ⇒ δ= δ ⇒ δ= δ ⇒ δ∩ � � � 

  ؟گذرد مي dچند صفحه موازي با  dبر يك نقطه واقع در خارج خط مفروض  مثال:����

  شمار بي )4  صفر )3  2 )2  1 )1  

  .صحيح است 4گزينه  حل:����

ي مـواز  dگـذرد بـا خـط     مي ′dاي كه از  هر صفحه .كنيم رسم مي dرا موازي با  ′dخط  O ي هاز نقط  

dچون از  .خواهد بود  .شمار جواب دارد گذرد، پس مسأله بي شمار صفحه مي بي ′
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  ؟ توان رسم نمود مي ′dبا  موازيچند صفحه  dبر خط  .متنافرند ′d,dدو خط  مثال:����

   صفر )4  شمار   بي )3  2 )2   1 )1  

  .صحيح است 1گزينه  حل:����

اي كـه از   رسم كنيم، صفحه ′dرا موازي با  ∆، خط dواقع بر خط  Oدلخواه  ي هاگر از نقط  

d  گذرد با خط  مي ∆وd′  موازي است، چون ازd  گذرد مسـأله   فقط يك صفحه مي ∆و

    .فقط يك جواب دارد

ي سوم  صفحه، ′′′′Dو موازي خط  Dي دوم شامل خط  اند. صفحه متقاطع Pي  با صفحه ′′′′Dو  Dهر يك از دو خط متنافر  مثال:����

  دوي اين سه صفحه كدام است؟ هاي دوبه اند. تعداد فصل مشترك مشخص شده Dو موازي خط  ′′′′Dشامل خط 

  3) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1  

  پاسخ است.  3گزينه  حل:����

خواهند شد و در نتيجه اين سه صفحه موازي هم  3Pو  2Pصفحات دوم و سوم يعني   

  خواهند شد.  ∆∆∆∆2و  ∆∆∆∆1كلاًّ دو به دو داراي دو فصل مشترك 

  

  

Dكـه   طـوري  يافت، بهبتوان  ′′′′Pو  Pاند. اگر فقط يك جفت صفحات موازي  مفروض ′′′′Dو  Dدو خط  مثال:���� P⊂⊂⊂⊂  وD P′ ′′ ′′ ′′ ′⊂⊂⊂⊂ ،

  اند؟ نسبت به هم چگونه ′′′′Dو  Dگاه  آن

  ) عمود بر هم4  ) متقاطع3  ) موازي2  ) متنافر1  

  پاسخ است. 1گزينه  حل:����

  كرد.توان رسم  ي موازي شامل دو خط متنافر مي فقط يك جفت صفحه  

        هاي مختلف نمايش صفحه:هاي مختلف نمايش صفحه:هاي مختلف نمايش صفحه:هاي مختلف نمايش صفحه:    صورتصورتصورتصورت

كنند، بنابر اين هر صفحه را با سه نقطه از آن كه بر يك خط راست  هر سه نقطه غير واقع بر يك خط راست يك صفحه را مشخص مي) 1

  .توان نشان داد واقع نباشند، مي

آنها بـر   ي هتوان در نظر گرفت، كه دو نقط مي غير واقع بر يك خط راست ي هاي خارج آن مفروض باشند، سه نقط اگر يك خط و نقطه) 2

 .گـذرد  اي باشد كه خارج خط فرض شده است، بر اين سه نقطه يك صـفحه و فقـط يـك صـفحه مـي      سوم همان نقطه ي هخط و نقط

  .توان نمايش داد اي از آن كه خارج خط باشد مي هر صفحه را با يك خط آن و نقطه  بنابراين،

كنند بنابر اين، هر صفحه را با  پس يك صفحه را مشخص مي .در يك صفحه واقعند آن دو خط زي باشند،موا ′dو  dهرگاه دو خط ) 3

گيريم و از اين سه نقطه فقط و فقط يك صفحه  در نظر مي ′dاي از  و نقطه dدو نقطه از ( .توان نمايش داد دو خط متوازي از آن مي

  ).كند عبور مي

، سـه نقطـه غيـر واقـع بـر يـك       ′dو ديگـري بـر    dديگر يكي بر  ي هو دو نقط O ي هنقطمتقاطع باشند،  Oدر  ′d,dاگر دو خط ) 4

  .توان نمايش داد پس هر صفحه را با دو خط متقاطع از آن مي .كنند امتدادند كه يك صفحه را مشخص مي

اي  زيـرا صـفحه   .ر استعمود بر صفحه مورد نظخط هاي نمايش صفحه، نمايش صفحه با يك نقطه از آن و يك  يكي ديگر از صورت )5

    .كه از يك نقطه بگذرد و بر خط مفروضي عمود باشد، يكتا است
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        توازي دو صفحه:توازي دو صفحه:توازي دو صفحه:توازي دو صفحه:

اگر دو صفحه موازي باشند، هر خط واقـع بـر    .مشتركي نداشته باشند ي هدانيم كه دو صفحه متمايز وقتي موازي هستند كه هيچ نقط مي  

 P ي هدر صــــفح dفحه باشــــند و خــــط دو صــ ـ ′P,Pديگــــر مـــوازي اســــت، يعنــــي اگــــر   ي هيكـــي بــــا صــــفح 

)باشد: ) P||dPd,P||P ′⇒⊂′  

        شرط توازي دو صفحه:شرط توازي دو صفحه:شرط توازي دو صفحه:شرط توازي دو صفحه:

ديگـر دو بـه دو    ي هاي با دو خط غيـر مـوازي از صـفح    : هرگاه دو خط غير موازي از صفحهقضيه

dاند، يعني اگـر دو خـط نـاموازي     موازي باشند، آن دو صفحه متوازي ,d2 بـه   Pاز صـفحه   1

dترتيــب بــا دو خــط نــاموازي  ,d′ ′2 PP ي هاشــند، دو صــفحمــوازي ب ′P ي هاز صــفح 1 ,′ 

  .اند متوازي

1(d � 2 1 2 1 2 1 1 2 2d , d ,d P , d ,d P , d d , d d ) P P′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′⊆ ⊆ ⇒⊆ ⊆ ⇒⊆ ⊆ ⇒⊆ ⊆ ⇒� � �  
   

  .گذرد بر هر نقطه واقع در خارج صفحه يك صفحه و فقط يك صفحه موازي آن صفحه مي :قضيه

  :نكاتنكاتنكاتنكات

  .يكي با ديگري نيز موازي است با اگر دو خط متوازي باشند، هر صفحه موازي) 1

هـاي آن بـا دو    كند و فصل مشترك هر صفحه كه يكي از آنها را قطع كند، ديگري را نيز قطع ميمتمايز متوازي باشند،  ي هاگر دو صفح) 2

P,P,Qيعني اگر  .صفحه مزبور دو خط متوازيند   متمايز باشند: ي هسه صفح ′

 (P P , P Q d) (P Q d , d d)′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =� ∩ ∩ � 

  

  .ارنداي موازي آن صفحه قرار د هاي همرسي كه با يك صفحه موازي هستند بر صفحه خط ي ههم) 3

1 2 1 2 1 2n n n(d d d {A} , d ,d , ,d P) d ,d , ,d P P′′′′= ⇒ ⊂= ⇒ ⊂= ⇒ ⊂= ⇒ ⊂∩ ∩⋯∩ … � … �  
  

  
  

 ي هچند خط موازي بـا صـفح   dغير واقع بر خط  Oمفروض  ي هاز نقط .متقاطع با آن مفروض است dو خط  Pصفحه  مثال:����

P  و متقاطع با خطd توان رسم نمود؟ مي  

  شمار بي )4  1 )3  صفر )2  2 )1  

  .صحيح است  3گزينه  حل:����

اي مـوازي بـا    شـوند در صـفحه   رسم مـي  Pموازي با صفحه  O ي ههايي كه از نقط خط ي همه  

 ′Oاي ماننـد   را در نقطـه  dخط  ′Pصفحه .ناميم مي ′Pاين صفحه را   قرار دارند، Pصفحه 

OOكند،  قطع مي مـوازي اسـت و از    Pكند و با  را قطع مي dخط منحصر به فردي است كه  ′

O پس مسأله فقط يك جواب دارد .گذرد مي.  

مـوازي باشـند، آنگـاه     P ي همتقاطع بوده و با صفح dگذشته و با خط مفروض  Oمفروض  ي هخط متمايز از نقطاگر دو  :لمثا����

  ؟چگونه است P ي هو صفح dوضع خط 

  1( d P�  2( d P⊂  3( d P⊥  4( d P ≠ φ∩  

  .صحيح است 1گزينه  حل:����

 dپس خـط   .موازي است P ي هشامل اين دو خط نيز با صفح ي هموازي باشند، آنگاه صفح P ي هاگر دو خط متقاطع مفروض با صفح

    .موازي خواهد بود P ي هگيرد، نيز با صفح كه در اين صفحه قرار مي

P  
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O′ O  
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        صورت فضايي قضيه تالس:صورت فضايي قضيه تالس:صورت فضايي قضيه تالس:صورت فضايي قضيه تالس:

هايي پديد  خط كنند، پاره ها را قطع مي هايي كه آن هاي متوازي بر خط صفحه

متـوازي   ي هحيعنـي اگـر سـه صـف     .آورند كه نظير به نظير متناسـبند  مي

P,P,P ــط  ′′′ ــاط  δخ ــط  A,B,Cرا در نق ــاط  ′δو خ را در نق

A,B,C         قطع كرده باشد، داريم: ′′′

CB

BC

BA

AB

′′
=
′′

  

هاي نظير به نظير متناسب پديـد آوردنـد، سـه     خط يعني اگر سه صفحه بر دو خط پاره .عكس قضيه تالس در فضا لزوماً برقرار نيست نكته:

  .صفحه لزوماً موازي نيستند

        عمود بر هم:عمود بر هم:عمود بر هم:عمود بر هم:    يييي    ههههخط و صفحخط و صفحخط و صفحخط و صفح

به بيان ديگر بر هـر خـط    .گوييم كه با هر خط از آن صفحه زاويه قائمه ساخته باشد عمود مي Pرا در صورتي بر صفحه  dط تعريف: خ

  .دلخواه از آن صفحه عمود باشد

  اي عمود باشد، آن است كه: شرط آن كه خطي بر صفحه

 فحه و در نتيجه،اي عمود باشد، بر هر خط ديگر آن ص قضيه: اگر خطي بر دو خط ناموازي از صفحه

  .بنابر تعريف بر آن صفحه عمود است 

        خط عمود بر صفحه:خط عمود بر صفحه:خط عمود بر صفحه:خط عمود بر صفحه:    يييي    هههههايي دربارهايي دربارهايي دربارهايي دربار    گزارهگزارهگزارهگزاره

واقع بر يك خط راست يا در خارج آن، يك صفحه و فقـط يـك صـفحه     ي هبر هر نقط) 1

  .كند عمود بر آن خط مرور مي

  

  
 dاي هستند كـه بـر خـط     دهند، در صفحه زاويه قائمه تشكيل مي dگذرند و با خط مفروض  مي Oهايي كه از يك نقطه  خط ي ههم) 2

  .عمود است

  .عمود بر يك خط متوازيند ي هيك خط و يك صفح) 3

( ) ∆⇒⊥∆⊥ ||Pd,dP  
  نيز اين خاصيت را دارد.) ABموازي  ي هاند. (هر صفح گذرد به يك فاصله مي ABكه از وسط  P ي هاز هر صفح A,Bنقاط ) 4

 ∆∆∆∆تـوان بـر خـط     كند. چند صـفحه مـي   هاي مثلث قطع مي ي برخورد ميانه را تنها در نقطه ABCي مثلث  صفحه ∆∆∆∆خط  :لمثا����

  هاي اين مثلث از آن صفحه به يك فاصله باشند؟ گذراند كه رأس

  ) نشدني4  شمار ) بي3  2) 2  1) 1  

  پاسخ است.  4گزينه  حل:����

ن ها به يك فاصله اند، يا صفحات موازي از آ Cو  Bو  Aصفحاتي كه 

صفحه مثلث مي باشند يا صفحاتي كه از اواسط اضلاع مثلث مي گذرند، 

ي مثلث را قطع مي كنند يا با باشد. حال دقت كنيد كه خطوطي كه صفحه مي

Mو  ′′′′MMخطوط صفحه متقاطع است يا متنافر كه چون با  M′ ′′′ ′′′ ′′′ Mو ′′ M′′′′′′′′ 

و يكي از اين خطوط نمي توان كشيد و ∆∆∆∆متنافر است. هيچ صفحه اي شامل 

گذراند كه با  ∆∆∆∆با صفحه متقاطع است نمي توان صفحه اي از  ∆∆∆∆چون 

  . پس چنين صفحه اي غير قابل رسم است. ي مثلث موازي باشدصفحه
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,Pكه شـامل دو نقطـه از سـه نقطـه      Pهر صفحه  .هستند ABCاز مثلث  BC,AC,ABاوساط اضلاع  M,N,Pنقاط ) 5 N,M 

 )نيز اين خاصيت را دارد ABC(هر صفحه موازي صفحه مثلث  .اند به يك فاصله P ي هباشد، رأسهاي مثلث از صفح

  سه عمود: ي هقضي )6

   .قرار دارد Pداخل صفحه dو خط  P خارج صفحه O ي هنقط  

AH )الف   P , OH P,HA d OA d⊂ ⊥ ⊥ ⇒ ⊥  

AH )ب   P , OH P,OA d HA d⊂ ⊥ ⊥ ⇒ ⊥  

  
  

  .است ABخط  اند، صفحه عمود منصف پاره به يك فاصله Bو  A ي همكان هندسي نقاطي كه از دو نقط )7

و  .شـود  مكان هندسي نقاط متساوي الفاصله از سه رأس مثلث، خطي است كه از مركز دايره محيطي مثلث بر صفحه مثلـث عمـود مـي    )8

محـاطي داخلـي و مراكـز دوايـر محـاطي       ي هدسي نقاط متساوي الفاصله از سه ضلع مثلث، چهار خط است كه در مركز دايـر مكان هن

  .شود مثلث عمود مي ي هخارجي بر صفح

و هـم بـر    dاي كه هم بر  توان مرور داد به گونه چند خط مي Oبر نقطـه  .مفروضنـد ′d,dو دو خط متنافر  O ي هنقطـ مثال:����

d′ ؟دعمود باش  

  شمار بي )4  2 )3  1 )2  صفر )1  

  .صحيح است 2گزينه  حل:����

اين دو خط يك صفحه  .كنيم رسم مي ′d,dدو خط موازي با  Oاز نقطه 

بـر ايـن صـفحه     ∆فقط يك خط ماننـد   Oكنند، در نقطه  را مشخص مي

عمود است بر  ′d,dخطوط موازي با  توان عمود كرد و اين خط كه بر مي

d,d′  ي هه از نقط ـيـا خطـي ك ـ  ( .نيز عمود اسـت O     بـه مـوازات عمـود

    ).شود رسم مي ′d,dمشترك 
  

توان رسم كرد، بـه   چند خط مي O ي هاز نقط Pدر صفحه  .مفروضند dواقع بر آن صفحه و خط  O ي هو نقط Pصفحه  مثال:����

  ؟عمود باشد dاي كه هر يك از آنها بر  گونه

   1شمار يا  ) بي4  2 )3  1 )2  صفر )1  

  .صحيح است 4گزينه  حل:����

دهنـد،   اي را تشـكيل مـي   عمودند صفحه dگذرند و بر خط  مي Oهايي كه از  خط ي مهه  

جـواب   Pفصل مشترك اين صفحه بـا صـفحه    .كنيم عمود مي dبر  Oاين صفحه را از 

اگر عمود  .عمود نباشد، مسأله فقط يك جواب دارد Pبر صفحه  dاگر خط  .مسأله است

  .شمار جواب دارد عمود است و مسأله بي dبر خط  Oباشد، تمام خطوط گذرنده از 
  

حداكثر چنـد نقطـه    dروي خط  .قرار ندارند، مفروضند ABكه در صفحه عمود منصف  dو خط  A,Bدو نقطه ثابت  مثال:����

  )Cدر رأس ( ؟الساقين باشد متساوي ABCوجود دارد كه مثلث  Cمانند 

  شمار ) بي4  3) 3  2) 2  1) 1  

  .صحيح است 1گزينه  حل:����

  .مطلوب است Cهمان نقطه  dبا خط  ABي صفحه عمود منصف محل تلاق
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از آن به  A,B,Cگذرد بطوريكه نقاط  مي D ي هچند صفحه از نقط .غير واقع بر يك صفحه مفروضند A,B,C,Dنقاط  مثال:����

  ؟يك فاصله باشند

  1( 1  2( 2  3( 3  4( 4  

  .صحيح است4گزينه  حل:����

 AB,AC,BCو اوساط  Dهمچنين صفحاتي كه از  .شود رسم ميگذرد،  مي A,B,Cاي كه از  به موازات صفحه Dاي كه از  صفحه

  .لذا چهار صفحه جواب است .گذرند كه سه صفحه است، جواب مسأله است مي

        ::::فاصله نقطه از صفحهفاصله نقطه از صفحهفاصله نقطه از صفحهفاصله نقطه از صفحه

و از طـرف   Oنقـطـه يك طرف به خط ديگري كه از  عمود شود، از اندازه هر پاره Pبر صفحه  Oخطي كه از هر نقطه  پاره ي هانداز  

اي بـر آن صـفحه    خطي كه از يك نقطه خـارج صـفحه   به بيان ديگر، پاره .محدود باشد، كوتاهتر است Pصفحه از نقاط  ديگر به يكي

خط محدود بـه   باشد، طول اين كوتاهترين پاره خطي است كه بين آن نقطه و صفحه مفروض محصور مي شود كوتاهترين پاره عمود مي

  اگر نقطه روي صفحه باشد،  .گوييم ه ميآن نقطه از صفح ي هرا فاصل Pو صفحه  Oنقطه 

  .گيريم فاصله نقطه از صفحه را صفر در نظر مي  

  

        متوازي:متوازي:متوازي:متوازي:    يييي    ههههدو صفحدو صفحدو صفحدو صفح    يييي    ههههفاصلفاصلفاصلفاصل

 .هـا محـدود باشـند، مسـاوي يكديگرنـد      خطهايي كه بر دو صفحه عمود و از دو طـرف بـه صـفحه    اگـر دو صفحه متوازي باشند، پاره  

دو صفحه  ي هديگر است و آن را فاصل ي هيك نقطه دلخواه يك صفحه، از صفح ي هقيقت فاصلخطها در ح هر يك از اين پاره ي هانداز

  .كنيم فاصله هر صفحه از خودش را صفر تعريف مي .گوييم مي

        فاصله خط از صفحه موازي آن: فاصله خط از صفحه موازي آن: فاصله خط از صفحه موازي آن: فاصله خط از صفحه موازي آن: 

خـط را از   ي ههـر نقط ـ  انـد در ايـن صـورت فاصـله     هاي آن خط از صفحه به يك فاصله نقطه ي هاي موازي باشد، هم اگر خطي با صفحه  

  .هر نقطه دلخواه خط از آن صفحه ي هخط از صفحه موازي با آن عبارت است از فاصل ي هفاصل .گوييم خط از صفحه مي ي هصفحه، فاصل

  .است Pموازي با صفحه  ABخط  به يك فاصله و هر دو در يك طرف آن صفحه باشند، پاره Pاز صفحه مفروض  A,Bاگر دو نقطه  نكته:

  .گذرد مي ABبر وسط  Pباشند، صفحه  P ي هبه يك فاصله و در دو طرف صفح Pاز صفحه  A,B ي هاگر دو نقط نكته:

        زاويه دو صفحه:زاويه دو صفحه:زاويه دو صفحه:زاويه دو صفحه:

مزبـور   ي هاي بر آن عمود كنيم، اين صفحه با دو صفح صفحه dمتقاطع باشند و در يك نقطه از خط  dاگر دو صفحه در خطي مانند   

  .گوييم بين دو صفحه مي ي هبين دو خط مزبور را زاوي ي هزاوي .)حهبراي دو نيم صف(در دو خط متقاطع است 

        هاي عمود بر هم:هاي عمود بر هم:هاي عمود بر هم:هاي عمود بر هم:    صفحهصفحهصفحهصفحه

هاي بين آنها قائمه باشند، روشن  گوييم كه فرجه متقاطع را در صورتي عمود بر هم مي ي هدو صفح  

 ي هجسه فر  آيند قائمه باشد، است كه اگر يكي از چهار وجه گوژي كه از تقاطع دو صفحه پديد مي

    .اند ديگر نيز قائمه

  .هاي قائمه پديد آيد دو صفحه متقاطع وقتي بر هم عمودند كه از تقاطع آنها فرجه  

        شرط آنكه دو صفحه بر هم عمود باشند:شرط آنكه دو صفحه بر هم عمود باشند:شرط آنكه دو صفحه بر هم عمود باشند:شرط آنكه دو صفحه بر هم عمود باشند:

يـك خـط و    ′dيعنـي اگـر    .مفروض عمود اسـت  ي هاي عمود باشد، هر صفحه كه بر آن خط بگذرد بر صفح اگر خطي بر صفحه :قضيه

P,P′ شند:دو صفحه با  

( ) PPPd,Pd ⊥′⇒′⊂′⊥′  
  .دو صفحه در صورتي بر هم عمودند كه يك خط از يكي بر ديگري عمود باشد: نتيجه

P 

O

A 

P



 

 

52 

  .ديگر عمود است  ي هاگر دو صفحه بر هم عمود باشند، هر خط كه در يكي از آنها بر فصل مشتركشان عمود باشد بر صفح :قضيه

هايي كه بـر   صفحه ي هعمود باشد، هم Pاي مانند  صفحه بر dپس اگر خط  .گذرد شمار مي هاي بي صفحه dروشن است كه بر هر خط 

d ي هگذرند بر صفح مي P عمودند.  

  .گذرد شمار صفحه عمود بر آن صفحه مي بنابر اين بر هر خط عمود بر يك صفحه، بي

  .اي عمود باشد، ديگري نيز بر آن صفحه عمود است اگر يكي از دوصفحه موازي بر صفحه نكته:

        هاي عمود بر هم:هاي عمود بر هم:هاي عمود بر هم:هاي عمود بر هم:    صفحهصفحهصفحهصفحه    يييي    هههههايي دربارهايي دربارهايي دربارهايي دربار    گزارهگزارهگزارهگزاره

  .اگر دو صفحه بر يكديگر عمود باشند، هر خط عمود بر يكي از آنها با ديگري موازي است) 1

(P d , P Q) d Q⊥ ⊥ ⇒⊥ ⊥ ⇒⊥ ⊥ ⇒⊥ ⊥ ⇒ �  
 ي هاي عمود نباشد، يك صفحه و فقـط يـك صـفحه عمـود بـر صـفح       بر هر خط كه بر صفحه) 2

  .گذرد مفروض مي

  

  

  

  

ي متمايز كدام  دوي اين سه صفحه به هاي دو گاه فصل مشترك عمود باشند، آن Pي  ايز بر صفحهي متم اگر هر سه صفحه مثال:����

  ؟پذيرد نميوضعيت را 

  ) متقاطع4  ) موازي3  ) منطبق2  ) فصل مشترك ندارند.1  

  پاسخ است. 4گزينه  حل:����

صفحه متقاطع، كه هر دو بر صفحه  2فصل مشترك   

است. حال سومي عمود باشند، بر صفحه سوم عمود 

  اين سه خط يا موازيند يا منطبق.

سـوم   ي هبا خط عمود بر صفح ′P,P ي هفصل مشترك آن دو صفح .سومي عمودند ي هبر صفح ′P,Pمتقاطع  ي هدو صفح مثال:����

  ؟كدام وضع را دارد

  نامشخص )4  موازي )3  متنافر )2  عمود )1  

  .صحيح است 3گزينه  حل:����

P P d P Q , P Q d Q′ ′′ ′′ ′′ ′= ⊥ ⊥ ⇒ ⊥= ⊥ ⊥ ⇒ ⊥= ⊥ ⊥ ⇒ ⊥= ⊥ ⊥ ⇒ ⊥∩  

QQQQ

Q
d

d

∆ ⊥∆ ⊥∆ ⊥∆ ⊥ 
⇒ ∆⇒ ∆⇒ ∆⇒ ∆

⊥⊥⊥⊥ 
�  

        ::::خط بر يك صفحهخط بر يك صفحهخط بر يك صفحهخط بر يك صفحه    تصوير يك پارهتصوير يك پارهتصوير يك پارهتصوير يك پاره

BAكنيم،  رسم مي P ي هدو عمود بر صفح A,Bاز نقاط  روي  ABخـط   را تصوير پاره ′′

P خط  تصوير پاره ي هو انداز ناميم ميAB ي هبر صفح P :برابر است با  

( )≤ α ≤0 90                       α==′′ cosABACBA  

  
A′

C 

P 

A 

B 

B′α
α

P′P

Q

d

∆

P′

P
d
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 P ي هاشد و ضلع ديگر بر صفحب P ي هموازي صفح CÂBاگر يك ضلع زاويه قائمه  :نكته

  .اي است قائمه زاويه P ي هبر صفح CÂB ي هعمود نباشد، در اين صورت تصوير زاوي

عكـس ايـن مطلـب لزومـاً      .الاضـلاع اسـت   تصوير عمود نباشد، يك متوازي ي هآن بر صفح ي هالاضلاع كه صفح نتيجه: تصوير هر متوازي

  .الاضلاع نباشد الاضلاع باشد ولي خود آن شكل متوازي يك صفحه متوازيصحيح نيست، يعني ممكن است تصوير يك شكل بر 

  ؟در اين صورت كدام درست است .مفروض مربع است ي هتصوير مستطيلي بر يك صفح مثال:����

  .طول مستطيل موازي صفحه است )2   .قطر مستطيل موازي صفحه است )1  

  .صفحه استصفحه مستطيل موازي  )4  .عرض مستطيل موازي صفحه است )3  

  .صحيح است 3گزينه  حل:����

مستطيل چنان است كه  ي هصفحه مفروض با صفح ي هكند و زاوي عرض مستطيل تغيير نمي  

پـس عـرض مسـتطيل مـوازي صـفحه       .تصوير طول مستطيل برابر عـرض آن شـده اسـت   

  .اش كوچكتر شده است اي ساخته كه اندازه مفروض بوده و طول آن با صفحه زاويه

  ؟اي كه با يك قطر آن موازي و بر قطر ديگر عمود نباشد كدام چهارضلعي است مربع بر صفحه تصوير مثال:����

  الزاويه قائم ي ه) ذوزنق4  الاضلاع متوازي )3  لوزي )2  ) مستطيل  1  

  .صحيح است 2گزينه  حل:����

چـون دو قطـر    ).ير عمـود نباشـد  تصـو  ي همربع بر صفح ي هبه شرط آن كه صفح( .الاضلاع است اي يك متوازي تصوير مربع بر هر صفحه

الاضـلاعي كـه دو    تصوير موازي است، پس تصاوير آنها نيز بر هـم عمودنـد و متـوازي    ي همربع بر هم عمودند و يكي از آنها با صفح

  .قطرش بر هم عمود باشند، يك لوزي است

        ::::زاويه خط با صفحهزاويه خط با صفحهزاويه خط با صفحهزاويه خط با صفحه

ن دو خـط،  بـين اي ـ  ي هحاد ي هباشد، زاوي P ي هبر روي صفح dتصوير خط  ′dاگر

اي است كـه   اين زاويه كوچكترين زاويه .شود ناميده مي P ي هبا صفح dخط  ي هزاوي

    .سازد مي P ي ههاي صفح با خط dخط 

        ::::تصوير يك شكل مسطح بر يك صفحهتصوير يك شكل مسطح بر يك صفحهتصوير يك شكل مسطح بر يك صفحهتصوير يك شكل مسطح بر يك صفحه

نظر بر  تصوير را تصوير شكل مورد ي هنقاط حاصل بر صفح ي هتصوير عمود رسم كنيم، مجموع ي هاگر از هر نقطه شكل مسطح بر صفح

    ).البته كافي است مرز شكل را تصوير كنيم( .ناميم صفحه مي

ضرب مساحت آن شـكل   مساحت تصوير هر شكل مسطح بر يك صفحه برابر است با حاصل نكته:

  .تصوير ي هشكل و صفح ي هبين صفح ي همسطح ي هدر كسينوس زاوي

α=′ cosSS  
  

,مثلثي به اضلاع  مثال:���� ,7 3 مساحت تصوير اگر  .ايم نمودهتصوير  P ي هرا روي صفح 2
2
3

، زاويه بين دو صفحه چند گردد 

  ؟درجه است

  1( °522 /  2( °30  3( °45  4( °60  

  .صحيح است 2گزينه  حل:����

)      .الزاويه است مثلث قائم ) ( ) ( )= + ⇒
2 2 27 3 2  

°°°°====θθθθ→→→→====θθθθ→→→→θθθθ====→→→→========→→→→θθθθ====′′′′ 30
2

3
3

2

3
3

2
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