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        ::::زاو�زاو�زاو�زاو�
  نقاط محدود به دو نيم خط مزبور را شامل باشد.   ي همشترك و مجموع أزاويه، جزئي از صفحه است كه دو نيم خط با مبد

  

  نام دارد. "زاويه رأس"مشترك آنها أ ، مبدOو نقطه  "ضلع"را يك  Oy,Oxهر يك از دو نيم خط 

  زير را با هم دارند: ي هدهند كه رابط ميزاويه را با واحدهاي مختلف مانند درجه، گراد و راديان نمايش 

deg grad rad
= =

π180 200
  

        ::::تعاريفتعاريفتعاريفتعاريف

  باشد.   90°هاي آنها  يكديگر گويند، هرگـاه مجموع اندازه متممدو زاويه را 

  باشد. 180°هاي آنها  يكديگر گويند، هرگاه مجموع اندازه مكمله را دو زاوي

  ناميم. مي مجاوردو زاويه را كه در رأس و يك ضلع مشترك و دوضلع غير مشترك آنها در طرفين ضلع مشترك واقع باشند، 

  گوييم. مجانبدو زاويه را كه هم مجاور و هم مكمل باشند، 

  

  .شود ميزاويه ناميده  نيمساز س زاويه گذشته و زاويه را نصف كندأي كه از رخط

نـام   متقابـل بـه رأس  دو زاويـه كـه رأس مشترك داشتـه باشند و اضلاع آنها دو به دو بر امتداد يكديگر و در جهات مختلف باشـند،  

  دارد.

  

        ::::قضايا و خواصقضايا و خواصقضايا و خواصقضايا و خواص

  زهايشان بر يك خط مستقيم قرار دارند.متقابل به رأس مساويند و نيمسا ي هدو زاوي  -1

  

  يا مكمل يكديگر. هستنداگر اضلاع دو زاويه، نظير به نظير با يكديگر موازي باشند، دو زاويه يا مساوي يكديگر   -2

 

  

اول يـا روي   ي هدوم خارج از زاوي ي هاگر رأس زاوي( نداگر اضلاع دو زاويه، نظير به نظير بر يكديگر عمود باشند، دو زاويه مساوي -3

  )داگر رأس زاويه دوم داخل زاويه اول باش(. ند) و يا مكمل يكديگرشديكي از اضلاع آن با

  

  

  باشند. آيد كه يا مساوي و يا مكمل يكديگر مي ميزاويه پديد  8اگر دو خط موازي توسط يك خط مورب قطع شوند،   -4
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درجه است. اگر زاويه بين نيمسازهاي آنها 10مجاور تفاضل دو زاويه  مثال:����
4

زاويه بزرگتر باشـد، انـدازه زاويـه كـوچكتر كـدام       3

  است؟  

  فرض كنيم، داريم:  yتر را  و كوچك xتر را  ي بزرگ اگر زاويهحل: ����

10

2 10 103 3
0

2 2 4 2 2

x y

y y yx y x
x x y x y

− =− =− =− = 

→ − = → =→ − = → =→ − = → =→ − = → =

+ = → + = → − =+ = → + = → − =+ = → + = → − =+ = → + = → − = 

 

  ؟هاي آنها چند درجه است است. مجموع مكمل 75°مجموع دو زاويه  :مثال����

  حل:����

 
(((( )))) (((( )))) (((( )))) °°°°====°°°°−−−−°°°°====ββββ++++αααα−−−−°°°°====ββββ−−−−°°°°++++αααα−−−−°°°°

°°°°====ββββ++++αααα

28575360360180180

75

ˆˆˆˆ

ˆˆ
 

4برابر  Aباشند. اندازه زاويه  متمم يكديگر مي B,Aدو زاويه  :مثال����
9

چنـد   Aاست. اندازه زاويـه   Bاندازه مكمل زاويه  

  ؟درجه است

  حل:����

(((( )))) °°°°====⇒⇒⇒⇒°°°°====⇒⇒⇒⇒°°°°====







−−−−°°°°++++⇒⇒⇒⇒









−−−−°°°°====

°°°°====++++
7290

4

5
90

4

9
180

180
9

4

90

ÂÂÂÂ
B̂Â

B̂Â

  

كنـيم، زاويـه   اويه رسم مـي را به دلخواه در خارج ز ozگيريم و نيم خط  ميرا در نظر  omو نيمساز آن  xoyزاويه  :مثال����

moz ؟برابر كدام است  

  1 (
ˆxoy

2
    2 (

ˆ ˆxoz yoz+
2

    

  3 (
ˆ ˆxoz yoz−

2
    4 (

2
zôxzôm +  

  حل:����

 
2

ˆ ˆxom yomˆ ˆ ˆmoz xoz xom ˆ ˆxoz yoz
ˆmoz

ˆ ˆ ˆmoz yoz yom

===== −= −= −= −  ++++
⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =

= += += += + 
 

dدر شكل مقابل دو خط  :مثال���� ,d′  موازيند. زاويهα ؟كدام است  

   حل:����

  

  

°°°°====°°°°++++°°°°====⇒⇒⇒⇒










°°°°====⇒⇒⇒⇒′′′′′′′′

°°°°====°°°°−−−−°°°°========⇒⇒⇒⇒′′′′′′′′′′′′′′′′′′′′

°°°°====⇒⇒⇒⇒′′′′′′′′′′′′′′′′

1085256

52

564096

40

1

12

2
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::::    
  نامند. مي "مثلث"هم وصل كنيم، شكل حاصل را   دو با سه پاره خط به غير واقع بر يك خط مستقيم را دو به  ي هاگر سه نقط

        ي، خواص اضلاع و زوايا:ي، خواص اضلاع و زوايا:ي، خواص اضلاع و زوايا:ي، خواص اضلاع و زوايا:قضايا و اصول كلّقضايا و اصول كلّقضايا و اصول كلّقضايا و اصول كلّ    ،،،،تعاريفتعاريفتعاريفتعاريف    ))))الفالفالفالف

        ::::دو مثلثدو مثلثدو مثلثدو مثلث(تساوي) (تساوي) (تساوي) (تساوي) حالات همنهشتي حالات همنهشتي حالات همنهشتي حالات همنهشتي     ----1111

  :اند )دو مثلث در حالتهاي زير با هم همنهشت (مساوي :قضيه

   )ز ض ز(تساوي دو زاويه و ضلع بين دو زاويه  -2  )ض ز ض(تساوي دو ضلع و زاويه بين دو ضلع  -1

  ضلع بزرگتر.تساوي دو ضلع و زاويه مقابل به  -4    )ض ض ض(تساوي سه ضلع  -3

 ::::خاصخاصخاصخاص    همنهشتي مثلثهايهمنهشتي مثلثهايهمنهشتي مثلثهايهمنهشتي مثلثهاي    حالاتحالاتحالاتحالات

  در حالات زير همنهشت اند: الزاويه مثلث قائم ودالف) 

 .)2حالت (تساوي وتر و يك زاويه حاده  -2  .)4حالت (تساوي وتر و يك ضلع  -1

 .)1حالت (قائمه  ي هتساوي دو ضلع زاوي -3

  همنهشت اند: متناظر ي هيك ضلع و يك زاويتساوي در حالت  متساوي الساقينمثلث  ودب) 

  :همنهشت اندتساوي يك ضلع در حالت  متساوي الاضلاعمثلث  ودج) 

ABو باشد  BCاي دلخواه روي  نقطه Pمثال: اگر ���� BD,AC CD= == == == AP، ثابت كنيد:  = PD====  

  حل:����
ˆ ˆB B

ABC BCD AB BD ABP BPD AP PD

BP

∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆
====


= → = ⇒ = ⇒ == → = ⇒ = ⇒ == → = ⇒ = ⇒ == → = ⇒ = ⇒ =



1 2  ض ز ض  

 ض ض ض  

ــترك  مش

  

         

ABبت كنيد:مثال: در شكل مقابل ثا���� CD====   

   حل:����

 ز ض ز  
B C

BC ABC BCD AB CD

* *

∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆
==== 

⇒ = → =⇒ = → =⇒ = → =⇒ = → =

==== مشترك  

BCرو ثابت كنيد:  مثال: در شكل روبه���� DE====  

  حل:����

 ض ز ض  

ــترك  مش

AE AC

AD AB ABC ADE DE BC

A

==== 


= ⇒ = → == ⇒ = → == ⇒ = → == ⇒ = → =

  

ABمثال: ثابت كنيد���� CE==== وˆ ˆC D====:  

  حل:����

1 1 2 2  ض ز ض  
ˆ ˆˆ ˆBD BC C D C D

AC CD ABC CDE AB CE

BC DE

= → = → == → = → == → = → == → = → =


= ⇒ = → == ⇒ = → == ⇒ = → == ⇒ = → =
====   

A

EB
D

C

21
1

2

*
1

C
2

D

A

P
B

* C

DA

°°°°
B *
°°°°

E

C

D

A B
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  كنند. ثابت كنيد:  قطع مي Dو  Cيكديگر را در  Bو  Aمثال: دو دايره به مراكز ����

ˆالف)  ˆACB ADB====  

  است. CDعمود منصف  ABب) 

  حل:����
ˆ ˆA AAC AD ˆ ˆE E

ˆ ˆBC BD ABC ADB AE AE ACE ADE CE ED E E
ˆ ˆE E

AB AB AC AD

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆
========  ====        

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = → = ⇒ ⇒ = = °= ⇒ = ⇒ = ⇒ = → = ⇒ ⇒ = = °= ⇒ = ⇒ = ⇒ = → = ⇒ ⇒ = = °= ⇒ = ⇒ = ⇒ = → = ⇒ ⇒ = = °        
+ =+ =+ =+ =        = == == == = 

1  ض ض ض  2
1 2

1 2
1 2

 90
180

  نهشت تقسيم كنيد.قسمت هم 6و  4و  3و  2الاضلاع را به  مثال: ناحيه درون يك مثلث متساوي����

  حل:����

  قسمت 6         قسمت 4                 قسمت 3                 قسمت 3                      قسمت 2  

  

  

        ::::روابط زواياي مثلثروابط زواياي مثلثروابط زواياي مثلثروابط زواياي مثلث    ----2222

ي  ي خارجي با مجموع دو زاويه است و هر زاويه 360°و مجموع زواياي خارجي آن  180°: مجموع زواياي داخلي هر مثلث قضيه 

    داخلي غير مجاورش برابر است.

ˆ ˆˆA B C

ˆ ˆˆA B C

ˆ ˆˆA B C

+ + = °

+ + = °

= +

1 1 1

2 2 2

2 1 1

180

360  

  دست آوريد. هاي زير زواياي مجهول را به مثال: در شكل ����

  

  

  

  

  

  حل:����

  

  

  

  

ˆمثال: در شكل زير ثابت كنيد: ���� ˆˆ ˆx y B D+ = ++ = ++ = ++ = +  

  حل:����

    
1 1

2 2

ˆ ˆy D B
ˆ ˆˆ ˆx y B D

ˆ ˆx D B

= += += += + 
⇒ + = +⇒ + = +⇒ + = +⇒ + = +

= += += += + 
 

 زاويه خارجي 

 زاويه خارجي 
  

    

A 

B  
C  

2  1  1  

2  

2  

1  

1
2

1

DA

2
C

B

y

x

A
E

B

D

C

2
11
2

x ?====

140

40

100y ?==== 40x ?====

t ?====

60 110

z ?==== w ?====
60

y ?====

y ?====

x ?====
3565

80

x ?==== 30

60

y ?====
40

*

x ?==== �

*

�

*

x

�

*

�
140x ====

140

40

10080y ==== 4070x ====

50t ====

60 110

70 z==== 60w ====
60

120y ====

80y ====

35x ====
3565

80

50x ==== 30

60

70y ====
40
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 خارجي اين مثلّث چند درجه است؟ ي هكوچكترين زاوي ي هباشند.انداز مي 2,  5,  8هاي مثلّثي متناسب با اعداد  مثال: زاويه����

  ها مقدار يكساني است: دوي آن گويند سه عدد با سه عدد ديگر متناسبند، يعني نسبت تقسيم دوبه وقتي مي حل:����

180
2 5 8 180 12

2 5 8 15

x y z
k k x k k= = = → + + = → = == = = → + + = → = == = = → + + = → = == = = → + + = → = = 

Ĉكنيم. اگر  وصل مي C,Bرا به دو رأس  Oي دلخواه  نقطه ABCدر داخل مثلث  :مثال���� = B̂و  °30 = باشد كدام  °60

  ؟ترابطه صحيح اس

  1 (ˆBOC° < < °30 90    2 (ˆBOC° < < °90 150  

  3 (ˆBOC° < < °120 180    4 (ˆBOC° < < °90 180  

  تر است.   ي داخلي غيرمجاور با خودش بزرگ ي خارجي از هر زاويه همواره زاويه: حل����

ÂD̂ )زاويه خارجي(                >>>>1  

  °°°°>>>>>>>>°°°°⇒⇒⇒⇒






°°°°<<<<⇒⇒⇒⇒°°°°====++++++++

°°°°====>>>>
⇒⇒⇒⇒ 90180

180180

90
CÔB

CÔBBĈOCB̂OCÔB

ÂCÔB
      

1D̂CÔB(زاويه خارجي)               >>>>  

ˆدر شكل مقابل مجموع زواياي  :مثال���� ˆˆ ˆ ˆE,D,C,B,A ؟كدام است  

  : حل����

180
360

180

ˆ ˆ ˆA E F ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆA C F G E D
ˆ ˆ ˆC G D

+ + = °+ + = °+ + = °+ + = °  ⇒ + + + + + = °⇒ + + + + + = °⇒ + + + + + = °⇒ + + + + + = °
+ + = °+ + = °+ + = °+ + = ° 

  

180 180 180 180ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆB F G B F G+ ° − + ° − = ° ⇒ = + − ° ⇒+ ° − + ° − = ° ⇒ = + − ° ⇒+ ° − + ° − = ° ⇒ = + − ° ⇒+ ° − + ° − = ° ⇒ = + − ° ⇒  

(((( ))))180 360 180ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA C B E D A B C D E+ + + ° + + = ° ⇒ + + + + = °+ + + ° + + = ° ⇒ + + + + = °+ + + ° + + = ° ⇒ + + + + = °+ + + ° + + = ° ⇒ + + + + = ° 

⇒⇒⇒⇒++++++++++++++++====°°°°  :2راه 










°°°°====++++++++

++++====

++++====

180

18011

1

1

B̂D̂ĈÊÂ

B̂ĜF̂

D̂ĈĜ

ÊÂF̂

  

BACˆ52ي  در شكل مقابل زاويه مثال: ���� = °= °= °=   چند درجه است؟  Eو  Dي  ، مجموع دو زاويه°

   حل:����

ي بين با هم برابرنـد. پـس    طبق برابري دو ضلع و زاويه BCDو  ABEدو مثلث   

1
ˆ ˆE B====  1و

ˆ ˆA D==== ل داريم: باشد. حا مي  

52 2 180 52 128 64ˆABC : A = ° ⇒ α = ° − ° = ° ⇒ α = °= ° ⇒ α = ° − ° = ° ⇒ α = °= ° ⇒ α = ° − ° = ° ⇒ α = °= ° ⇒ α = ° − ° = ° ⇒ α = °
△

  

1 64ˆˆ ˆ ˆ ˆD E D B ACB⇒ + = + = = α = °⇒ + = + = = α = °⇒ + = + = = α = °⇒ + = + = = α = °  

B  

C  D  

A  

E  

A 

B  C  

O  

A 

B  C  

O  
D  

F 

C  D  

A  

E  B  

G  
11

C
D

B

E

A

C
D

B

E

A

1
52�

1

52 +α+α+α+α�

52 +α+α+α+α�

αααα

αααα
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            ::::روابط طولي در مثلثروابط طولي در مثلثروابط طولي در مثلثروابط طولي در مثلث        - - - - 3333

        ::::شرط وجود مثلثشرط وجود مثلثشرط وجود مثلثشرط وجود مثلثالف) الف) الف) الف) 
  در هر مثلث، هر ضلع از مجموع دو ضلع ديگر كوچكتر و از قدر مطلق تفاضل آنها بزرگتر است. :قضيه

a b c a b

a c b c a

b c a b c

− < < +

− < < +

− < < +

  

,cن كـه سـه عـدد مثبـت     پس شرط لازم و كافي بـراي آ  b,a           طـول اضـلاع يـك مثلـث باشـند، آن اسـت كـه هـر سـه نامسـاوي ،

c a b,b a c,a b c< + < + < لازم و كافي براي وجود  بزرگترين ضلع مثلث باشد، شرط c. ضمن آن كه اگر برقرار باشـند  +

c مثلث آنست كه: a b< +   

cbaو  ABCاضلاع مثلث  cو  bو  aاگر :مثال����   آن گاه نشان دهيد:  ،باشد ≤≤

محيط) (
3

1
محيط) (                  �>)c(ترين ضلع مثلث  كوچك ≥

2

1
 )محيط( ≥)a(ترين ضلع مثلث  بزرگ >

3

1     

  حل: ����

a 1(محيط)ترين ضلع است:    بزرگ

3
a→ ≥→ ≥→ ≥→ 2محيط≤ 3

a b
a b c a a b c

a c

≥≥≥≥ 
→ ≥ + → ≥ + + =→ ≥ + → ≥ + + =→ ≥ + → ≥ + + =→ ≥ + → ≥ + + =

≥≥≥≥ 
  

1(محيط) :   ثوجود مثل ي قضيه

2
a→ <→ <→ <→ >>>>++++→→→→>>>>++++++++====محيط  > cbaacba 2  

c 1(محيط) ترين ضلع است:    كوچك
2 3

3

c a
c a b c a b c c

c b

≤≤≤≤ 
→ ≤ + → ≤ + + → ≤→ ≤ + → ≤ + + → ≤→ ≤ + → ≤ + + → ≤→ ≤ + → ≤ + + → ≤

≤≤≤≤ 
  

x,x,x سه پاره خط به طولهاي :مثال���� 6744  ؟به كدام صورت است  x مقادير  .اضلاع مثلثي هستند  −+

1(3
9

11
<< x 2 (3

3

5
<< x   3 (3< x < 2    4 (4

9

11
<< x   

  داريم:  با نوشتن سه حالت شرط وجود مثلثحل: ����

                           

11
4 4 7 6 3 11

3

11 11
7 6 4 4 9 11 3

9 9

6 4 4 7 3

x x x x x

x x x x x x

x x x x


− < + + → > − → > −− < + + → > − → > −− < + + → > − → > −− < + + → > − → > − 




+ < + − → > → > ⇒ < <+ < + − → > → > ⇒ < <+ < + − → > → > ⇒ < <+ < + − → > → > ⇒ < <

< − + + → << − + + → << − + + → << − + + → <



∩

  

  )اند مثبت b,a( ؟توان مثلث ساخت با كدام سه طول داده شده مي :مثال����

  1 (a b ,b,a+ +1    2 (a b,b ,a+ + +1 1  

  3 (a a , (a ) ,a+ + +2 2 22 3 1 1  4 (a, a,a −3 2 2  

  اعداد در شرط وجود مثلث صدق كنند.  يدبا حل:����

1 1) a b a b+ + > ++ + > ++ + > ++ + > +  غ ق ق  

2 2 2 1 1 2 1 1) a b a b , a b b , b a a+ < + + + + > + + + > + ⇒+ < + + + + > + + + > + ⇒+ < + + + + > + + + > + ⇒+ < + + + + > + + + > + ⇒  شرايط وجود مثلث را دارد پس قابل قبول است     

(((( ))))22 23 2 3 1 1) a a a a+ + > + ++ + > + ++ + > + ++ + > + +  غ ق ق 

(((( ))))4 3 2 2) a a a> + −> + −> + −> + −  غ ق ق      

A 

c 

B  C  
a  

b  
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  ؟كدام است ،اندلاع آنها سه عدد طبيعي متواليهاي اضتعداد مثلثهايي كه اندازه :مثال����

  نويسيم:   ي وجود مثلث را مي قضيه: حل����

2 1 1n (n ) n n+ < + + → >+ < + + → >+ < + + → >+ < + + → >  
1nبراي    شمار جواب داريم. اين نامساوي همواره برقرار است، در نتيجه بي <<<<

,رابر طول اضلاع ب ABCدر مثلث  :مثال���� ,12 8 يـك نقطـه دلخـواه     Oي  بزرگترين ضلع مثلث و نقطه BCباشد. اگر  مي 6

OBداخل مثلث باشد، در اين صورت كمترين و بيشترين مقدار  OC+ ؟كدام است  

  

  نويسيم. هاي داده شده مي را در مثلث ي وجود مثلث قضيه حل:����

ACABMCAMABOCOB
OMMCOC:OMC

AMABOMOB:AMB
++++====++++++++<<<<++++⇒⇒⇒⇒





++++<<<<∆∆∆∆

++++<<<<++++∆∆∆∆  

1412 <<<<++++<<<<⇒⇒⇒⇒++++<<<<++++<<<< OCOBACABOCOBBC  

  ؟نقطه دلخواهي واقع در درون مثلث باشد كدام حكم صحيح است Oباشد و  ABCمحيط مثلث  p2اگر  :مثال����

  1 (p OA OB OC p< + + << + + << + + << + + < 2  2 (p
OA OB OC p

2
< + + << + + << + + << + + <  

  3 (pp OA OB OC< + + << + + << + + << + + <
3
2

  4 (p
OA OB OC p< + + << + + << + + << + + < 2

2
  

  هاي ايجاد شده داريم:  ي وجود مثلث در مثلث با نوشتن قضيهحل: ����

pOCOBOApp)OCOBOA(p

)ACBCAB()OCOBOA(BCABAC

BCABOCOAAC

BCACOBOAAB

ACABOCOBBC

2422

22

<<<<++++++++<<<<⇒⇒⇒⇒<<<<++++++++++++<<<<

⇒⇒⇒⇒++++++++<<<<++++++++<<<<++++++++⇒⇒⇒⇒








++++<<<<++++<<<<

++++<<<<++++<<<<

++++<<<<++++<<<<

 

 

3در مثلثي به طول اضلاع  :مثال���� 2 2و  −−−−,3 دهـد. كـدام عـدد بـراي      داخل مثلث تغيير مكان مـي  Mي  واحد، نقطه ++++2

  از سه رأس مثلث، مورد قبول است؟ Mي  مجموع فواصل نقطه

  1 (5 2−−−−  2 (4  3 (4 2  4 (8  

  پاسخ  است.   3ينه گزحل: ����

(محيط    داريم:طبق حل سوال فوق خواه  در هر مثلث دل  
1

محيط     )
2
( OA OB OC (< + + << + + << + + << + + <  

))))                 :در اين سوال   )))) (((( ))))1
8 2 2 8 2 2

2

4 8

OA OB OC

OA OB OC

+ − < + + < + −+ − < + + < + −+ − < + + < + −+ − < + + < + −

< + + << + + << + + << + + <

  

4پس تنها جواب قابل قبول    قرار دارد.  8و  4است كه بين  2

A 

B  
C  

O  

A 

B  
C  

O  

M 

••••

A

B C

O
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   ::::ع مثلثع مثلثع مثلثع مثلثدو ضلدو ضلدو ضلدو ضلوسط وسط وسط وسط پاره خط واصل بين پاره خط واصل بين پاره خط واصل بين پاره خط واصل بين     يهيهيهيهقضقضقضقضب) ب) ب) ب) 

كند، با ضلع سوم موازي و نصـف   خطي كه وسطهاي دو ضلع مثلثي را به هم وصل مي پاره

  آن است.

BCMN,BC||MN
2

1
=  

، مكان هندسي وسطهاي كليه پاره MNكند. بطور كلي پاره خط  را نيز نصف مي Aنيمساز نظير رأس  واين پاره خط ارتفاع، ميانه   

  است. BCو سر ديگر آن روي پاره خط  Aخطهايي است كه يك سر آن نقطه 

و انـدازه پـاره خـط حاصـل      كنداگر از وسط ضلع مثلثي خطي موازي ضلعي ديگر رسم كنيم، ضلع سوم را نصف مي عكس: ي هقضي

  .خواهد بودنصف ضلع سوم مثلث 

  با وصل كردن اوساط اضلاع هر مثلث به هم، مثلث به چهار مثلث همنهشت   :نكته

 شود. افراز مي )مساحت و در نتيجه هم(

  

ABاگر  ABCمثال: در مثلث ���� ACو  12= = رسـم كنـيم تـا     ABخطي موازي بـا   BCوسط ضلع  Mو از نقطه  8

  ؟كدام است MNكند اندازه  عقط Nرا در نقطه  Aنيمساز داخلي زاويه 

  باشد، لذا:  مي ACنيز وسط  ′′′′Mاست، پس  BCوسط  Mچون  حل:����

2464
6

2

1

21

====−−−−====⇒⇒⇒⇒====′′′′====′′′′⇒⇒⇒⇒
========⇒⇒⇒⇒′′′′

========′′′′
MNMNMA

ÂÂNAB||MM

ABMM  

 

قطع كند  Dرا در  ACضلع  OBاست. اگر امتداد  AMوسط  Oو نقطه  BCوارد بر   ميانه ABC،  AMدر مثلث  مثال:����

  برابر با كدام است؟ OD  باشد،  OB=6و 

   :رسم كنيم ، خواهيم داشت BDخطي به موازات   Mاگر از  ي گفته شده با استفاده از قضيه حل:����

1
 وسط   

1 1 12
6 2

1 4 3 3
 وسط   

2

M MN BD

OD BD OD BO

O OD MN

→ =→ =→ =→ =  → = → = = × =→ = → = = × =→ = → = = × =→ = → = = × =
→ =→ =→ =→ =


  

 ؟است ي همنهشتها محيط مثلث اوليه چند برابر محيط  يكي از مثلث .ايم يك مثلث را به چهار مثلث همنهشت تقسيم كرده مثال:����

برابـر محـيط    2اند محيط اوليـه   چون اضلاع نصف شدهاند، لذا:  كه اضلاع مثلث جديد نصف اضلاع مثلث اوليه با توجه به اينحل: ����

  ثانويه است.

  

        ::::روابط بين اضلاع وزواياروابط بين اضلاع وزواياروابط بين اضلاع وزواياروابط بين اضلاع وزوايا    ----4444

در هر مثلث، زاويه بزرگتر متناظر به ضلع بزرگتـر   ::::تناظر اضلاع با زواياتناظر اضلاع با زواياتناظر اضلاع با زواياتناظر اضلاع با زواياقضيه قضيه قضيه قضيه الف) الف) الف) الف) 

  است و بالعكس:

ˆˆAC AB B C> ⇔ >  

A 

B  C  

A

B C

N M′
1 2

M

B C 

D
O

M 

A

N

A

B C

M N
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  ؟كدام حكم همواره درست است Âباشد، براي زاويه  ABCبزرگترين ضلع مثلث  BCاگر  :مثال����

  است. 60°) بزرگتر از 4  ) قائمه است.  3  ) حاده است.2  ) منفرجه است.1  

  ي تناظر اضلاع با زوايا:   با استفاده از قضيهحل: ����

B̂ÂACBC

ÂÂÂĈB̂Â

ĈÂABBC

>>>>⇒⇒⇒⇒>>>>

°°°°>>>>⇒⇒⇒⇒°°°°>>>>⇒⇒⇒⇒−−−−°°°°====++++>>>>⇒⇒⇒⇒

>>>>⇒⇒⇒⇒>>>>

6018031802    

  باشد ضلع مقابل به آن زاويه: 60°اگر يكي از زواياي مثلث با اضلاع غير مساوي، برابر  :مثال����

  ) بزرگترين ضلع مثلث است.2  ) كوچكترين ضلع مثلث است.1  

  ) با اين اطلاعات قابل تعيين نيست.4    متوسط مثلث است. ) ضلع3  

  : حل����

°°°°====++++⇒⇒⇒⇒






°°°°====++++++++

°°°°====
120

180

60
ĈB̂

ĈB̂Â

Â
  

ĈB̂با توجه به صورت سؤال    .است 60°°°°و ديگري كوچكتر از  60°°°°پس يكي از اين دو زاويه بزرگتر از  .≠≠≠≠

>>>>°°°°<<<<°°°°كنيم  فرض مي 6060 B̂,Ĉ  پسbacB̂ÂĈ   .ضلع متوسط اين مثلث است °°°°60 ي هپس ضلع روبرو به زاوي >>>>>>>>⇒⇒⇒⇒>>>>>>>>

  ؟است كدام نامساوي زير همواره درست كند. ميقطع D ي هرا در نقط BCضلع  Â ي هنيمساز داخلي زاوي ABC: در مثلثمثال����

  1 (AB BD>  2 (DA DB>  3 (AB AD>  4 (DB DA>  

  ر است:  ت ي داخلي غيرمجاور بزرگ ي خارجي از دو زاويه همواره زاويه :حل����
  

BDABÂD̂
ÂÂ

ÂD̂ĈÂD̂
>>>>⇒⇒⇒⇒>>>>⇒⇒⇒⇒







====

>>>>⇒⇒⇒⇒++++====
1

12

22  

 

AKAMقرار دارد. اگر  PKروي ضلع  M ي هنقط PAKدر مثلث : مثال����   ؟كدام همواره درست است =

  1(PMAM >  2(MKAK > 

  3(MKAP >  4(AKAP >  

  تر است:   ي داخلي غيرمجاور بزرگ ي خارجي از دو زاويه يههمواره زاو: حل����

M زاويه خارجي  P
R M P) AP AK

AM AK

>>>> 
→ = > → >→ = > → >→ = > → >→ = > → >

==== 
        

اگر دو ضلع از مثلثي با دو ضلع از مثلث ديگر نظير به نظير برابر باشند، و زاويه بين اين دو ضلع از مثلـث    ::::قضيه لولا يا قيچيقضيه لولا يا قيچيقضيه لولا يا قيچيقضيه لولا يا قيچيب) ب) ب) ب) 

اشد، آنگاه ضلع سوم از مثلث اول بزرگتر از ضلع سـوم از مثلـث دوم اسـت. و    ي بين دو ضلع نظير از مثلث دوم ب اول بزرگتر از زاويه

  اگر كوچكتر باشد، ضلع سوم كوچكتر است.

عكــس قضيـــه فــوق نيــز برقـــرار اســـت:  اگـــر   ::::عكــس قضــيه لــولاعكــس قضــيه لــولاعكــس قضــيه لــولاعكــس قضــيه لــولا

B C BC′ ′ ˆو دو ضلع ديگر مثلث برابر باشند، آنگاه  < ˆA A′ >.  

ˆ ˆA A B C BC′ ′ ′> ⇔ >  
B  

A  

C  

A′
  

B′
  

C′
  

A 

B  
D  

C  

2  1  

A 

K  M  P

1
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AKPMقرار دارد. اگر  PKروي ضلع  M ي هنقط PAKدر مثلث : مثال����   ؟كدام همواره درست است =

  1(PMAM >  2(MKAK > 

  3(MKAP >  4(PKAP >  

 : حل����

ــولا  ــيه ل  قض

1

MP AK

AM AM AP MK

M A

= = = = 
= → >= → >= → >= → >
>>>> 

  

A 

K  M  P
A 

K  

1

M  P
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  ::::مساحت مثلثمساحت مثلثمساحت مثلثمساحت مثلثب) ب) ب) ب) 
  :برابر است با ABCمساحت مثلث 

           S ah bh ch S bcsinA acsinB absinCa b c= = = ⇒ = = == = = ⇒ = = == = = ⇒ = = == = = ⇒ = = =
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

  

  .باشدالزاويه  بين مثلثهايي كه دو ضلع ثابت دارند، مساحت مثلثي ماكزيمم است كه قائمنتيجه: 

S گردد رو محاسبه مي به از رابطه رو، مساحت مثلث نصف محيط مثلث باشد pاگر  ::::هرونهرونهرونهرون    قضيهقضيهقضيهقضيه p(p a)(p b)(p c)= − − −   

انـد. مسـاحت    كنار هم قرار گرفته 5، 4، 3مربع به اضلاع  3مثال: در شكل زير ����

  قسمت هاشورخورده چقدر است؟

  : حل����
12 5

25 16 9 20
2

S ( ) ( )
××××

= + + − == + + − == + + − == + + − =  

2BMمثال: اگر ���� MC====  3وDC AD====  حاصلMDC

ABC

S

S
  چقدر است ؟ 

  

  : حل����

1

3 1

43

4

AMC

ABC MCD

MCD ABC

AMC

S

S S

S S

S


==== 
 ⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =
==== 

  

  كدام است؟ OCEبه مساحت  OBDدر شكل مقابل، نسبت مساحت مثلث  :مثال����

  : حل����

با حذف  تفاعهاي برابرندي برابر و ارها داراي قاعده BECو  DBCچون دو مثلث  

  :خواهيم داشت BOCمثلث مشترك 

1OBD

DBC EBC OBD OCE
OCE

S

S S S S
S

∆∆∆∆

∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆
∆∆∆∆

= ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ =  

زده چند برابر مساحت مثلث  تقسيم شده است. مساحت مثلث سايه 3و  1هاي  الاضلاع، به نسبت هر ضلع مثلث متساوي :مثال����

  الاضلاع است؟ متساوي

  : حل����

  

ن موضوع با ياند. مثلث هاشور خورده هم متساوي الاضلاع است كه البته ا هاي يكسان تقسيم شده به نسبتچون اضلاع مثلث 

ها نيز قابل تحقيق است.   ي كسينوس توجه به قضيه

  

a
S a a sin
ABC

S a a sin S
MCN ABC

S S S ( )S S
MNP MNPABC ABC ABC

= × × == × × == × × == × × =

= × × × == × × × == × × × == × × × =

→ = − = − × =→ = − = − × =→ = − = − × =→ = − = − × =

21 3
60

2 4

1 3 1 3
60

2 4 4 16

3 7
3 1 3

16 16

3

4

5

A

MB C

D

A

B

4

5

E

C

D
6

7 5/
O

A

P

M

C
NB
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  ؟كدام است 6، طول ارتفاع وارد بر ضلع به طول 7و  6، 5در مثلثي به اضلاع  :مثال����

  : حل����

2 18 9p p= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =  

  با استفاده از فرمول هرون:   

(((( )))) (((( )))) (((( ))))9 9 5 9 6 9 7 9 4 3 2 6 6s = − − − = × × × == − − − = × × × == − − − = × × × == − − − = × × × =  
1

6 6 6 2 6
2

h h× × = ⇒ =× × = ⇒ =× × = ⇒ =× × = ⇒ =  

و دو راس ديگرش روي اين دايره باشند، بيشـترين مسـاحت ايـن مثلـث      6اي به شعاع  اگر يك راس مثلثي مركز دايره :مثال����

  كدام است؟

  :حل����
1 1

6 6 18
2 2

S R RSin Sin Sin= × θ = × θ = θ= × θ = × θ = θ= × θ = × θ = θ= × θ = × θ = θ  

1Sinاحت هنگامي است كه ماكزيمم مس θ =θ =θ =θ 18maxSباشد پس  = ====  

   ::::هاهاهاها    ها و كسينوسها و كسينوسها و كسينوسها و كسينوس    سينوسسينوسسينوسسينوس    يييي    ههههج)  قضيج)  قضيج)  قضيج)  قضي
  دو رابطه بسيار مهم زير در مثلث برقرارند:

شعاع دايره محيطي:                       هارابطه سينوس
a b c

R R
ˆ ˆ ˆsinBsinA sinC
= = = 2   

  

                                                                 هارابطه كسينوس

a b c bccosA

b a c accosB

c a b abcosC

 = + −= + −= + −= + −

= + −= + −= + −= + −


= + −= + −= + −= + −

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

  

aدر مثلثي داريم  :مثال���� b c≠ aو  = = 2 اين مثلثشعاع دايره محيطي  اگر 0 6   ؟كدام است bاندازه  باشد، 3

  ها:  ي كسينوس با استفاده از قضيه: حل����

2

3

32

3
34

6
342 ========⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒======== Asin

Asin
R

Asin

a
  

baچون  ====°°°°⇒⇒⇒⇒ شود غير قابل قبول استمي ==== 60Â    

  يا 

32
3

6
630230120 ========⇒⇒⇒⇒====°°°°⇒⇒⇒⇒°°°°========⇒⇒⇒⇒°°°°==== bcosbĈB̂Â  

)اگر در مثلثي رابطه  :مثال���� )b c a b c+ = +3 3   ؟كدام استÂمقدار زاويه  ،قرار باشدبر 2

  :حل����

(((( ))))
(((( )))) (((( ))))

(((( ))))

2 2

3 3 2 2 2 2
b c bc b c

b c a b c a b c bc
b c

+ − ++ − ++ − ++ − +
+ = + ⇒ = = + −+ = + ⇒ = = + −+ = + ⇒ = = + −+ = + ⇒ = = + −

++++
  

  ي گفته شده:  ي آن با رابطه ها و مقايسه ي كسينوس با استفاده از قضيه  

2 2 2

2 2 2

1
2 1 60

22

a b c bc ˆcosA cosA A
a b c bccosA

= + −= + −= + −= + −  ⇒ = ⇒ = ⇒ = °⇒ = ⇒ = ⇒ = °⇒ = ⇒ = ⇒ = °⇒ = ⇒ = ⇒ = °
= + −= + −= + −= + − 

  

A

B Ca

R
c b
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  ::::فيثاغورسفيثاغورسفيثاغورسفيثاغورس    يييي    د) قضيهد) قضيهد) قضيهد) قضيه
   :داريم ∆ABCدر هر مثلث  

                                                                                                                                                                                            ::::رسرسرسرسفيثاغوفيثاغوفيثاغوفيثاغوقضيه قضيه قضيه قضيه 

Â a b c

Â a b c

Â a b c

> ⇔ > +

= ⇔ = +

< ⇔ < +

2 2 2

2 2 2

2 2 2

90

90

90

  

  لولا قابل اثبات است . ي كسينوسها و هم براساس قضيه ي كه مورد اول و سوم هم بر اساس قضيه

  :اعداد فيثاغورسي معروف عبارتند از نكته:نكته:نكته:نكته:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))29212037351241409171582524713125543 ,,,,,,,,,,,,,, −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−  
  

  

سه عمود بر اضلاع رسم كنيم. نشان  ،واه داخل مثلثاگر از يك نقطه دلخ :مثال����

   دهيد بين قطعات حاصل رابطه زير برقرار است:
222222 knmzyx ++=++  

  اي كه وترشان مشترك است، داريم:  الزاويه هاي قائم ي فيثاغورس در مثلث با نوشتن قضيه حل:����

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

z n

k x m n k ( ) x y z ( )

y m

x y z m n k

α + = β +α + = β +α + = β +α + = β +


α + = + γ → + + + α + β + γ = + + + α + β + γα + = + γ → + + + α + β + γ = + + + α + β + γα + = + γ → + + + α + β + γ = + + + α + β + γα + = + γ → + + + α + β + γ = + + + α + β + γ


β + = γ +β + = γ +β + = γ +β + = γ + 

→ + + = + +→ + + = + +→ + + = + +→ + + = + +

  

Âاگر  ∆ABCدر مثلث  :مثال���� ,c , b< ° = =90 12   ؟كدام گزاره درست است aباشد، براي ضلع  5

  1 (a< <13 17  2 (a< <7 13  3 (a< <7 17  4 (a <13  

  حل:����

137
177

1316990 2222

<<<<<<<<⇒⇒⇒⇒






<<<<<<<<⇒⇒⇒⇒++++<<<<<<<<−−−−

<<<<⇒⇒⇒⇒<<<<⇒⇒⇒⇒++++<<<<⇒⇒⇒⇒<<<<
a

acbacb

aacbaA  

  كدام است؟ EFGDمربع هستند. مساحت مربع  EFGDو  ABCDزير  در شكل :مثال����

   EDGFبار بر اساس قطر مربع  را يك ABCDاگر قطر مربع  :حل����

    و بار ديگر با توجه به ضلع بنويسيم، خواهيم داشت: 

2 2 2 2 2 2 2x x ( )+ = + = ++ = + = ++ = + = ++ = + = +  

1 2 2 2 1 2x( ) ( ) x+ = + → =+ = + → =+ = + → =+ = + → =  
2 4EFDGS x→ = =→ = =→ = =→ = =  

  است.  2a، وتر aالساقين به ساق  ي متساوي الزاويه در هر مثلث قائم نكته:نكته:نكته:نكته:

A 

B C 

D 

G 
F 

x 

x x 

22+

E 

x m

z
n

k y
••••
γγγγ
αααα ββββ
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است.  aمربع به ضلع  ABCDمثال: در شكل مقابل ����
a

x برابر با كدام است؟   

  ، داريم: AOHي فيثاغورس در مثلث  با نوشتن قضيهحل: ����
2 2

2 2 2 2 2 2 5 5 5
2 2

2 4 4 8 8

a a a a x
(a x) ( ) x x a ax x ax x

a
− + = → + − + = → = → = → =− + = → + − + = → = → = → =− + = → + − + = → = → = → =− + = → + − + = → = → = → =  

 ABCDاگر ضلع مربع  در شكل زير راسهاي هر مربع اوساط اضلاع مربع ديگر است. :مثال����

DCBAباشد، ضلع مربع  8برابر با    برابر با كدام است؟  ′′′′

است، لذا چون ضلع نصف  a ،2aالساقيني به ساق  ي متساوي الزاويه چون وتر مثلث قائم حل:����

2شود ضلع مربع جديد  مي

2
  برابر ضلع مربع قبلي است.  

32 2 2
8 8 2 2

2 8
( ) ( )→ × = =→ × = =→ × = =→ × = =  

nnnاگر در مثلثي رابطه   :مثال���� cba )n(برقرار باشد، =+   كدام صحيح است؟آن گاه <2

  1 (�90>Â  2(�� 9060 << Â  3(�60<Â  4(�45<Â  

  حل:����

1

1

n n n n n

n n

b
a b c a b a b

a

c
a c a c

a

= + → > → > → <= + → > → > → <= + → > → > → <= + → > → > → <

> → > → <> → > → <> → > → <> → > → <
  

60Aپس  ،است 60تر از  ترين ضلع مثلث حتماً بزرگ ي مقابل به بزرگ و قبلاً گفتيم، زاويهترين ضلع است  بزرگ Aچون    >>>>  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 90n n n n nb c
a a b b c c a b ( ) c ( ) b c A

a a

− − − − −− − − − −− − − − −− − − − −= + → = + < + → < °= + → = + < + → < °= + → = + < + → < °= + → = + < + → < ° 

        ::::اجزاي ديگر مثلثاجزاي ديگر مثلثاجزاي ديگر مثلثاجزاي ديگر مثلث) ) ) ) هههه

            ::::    ميانهميانهميانهميانه    ))))1111
  شود.   ي نظير آن رأس از مثلث ناميده مي پاره خطي كه يك سر آن رأس مثلث و سر ديگرش وسط ضلع مقابل آن رأس باشد، ميانه  

  

  نكات:نكات:نكات:نكات:
كند.يا به تعبير ديگر، ميانه مثلث را بـه دو مثلـث    ي مثلث مساحت آن را نصف مي هر ميانه -1

 كند. عادل تقسيم ميم

  

حاصـل شـود.     MNPدهـيم تـا مثلـث     ي خودش در يك جهت امتداد مي را به اندازه ABC هر يك از اضلاع مثلث :مثال����

  ؟است ABCمساحت آن مثلث چند برابر مساحت مثلث 

هـايي كـه قـرار     وصل كنيم، اين خطوط در مثلث Pبه  Aو از  Nبه  Bو از  Mبه  Cاگر از حل: ����

  كنند، پس داريم:  اند، لذا مساحت را نصف مي نهدارند ميا

PBNBCNABC

ABCMNPMAPABPABC

MCNACMABC

SSS

SSSSS

SSS

∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆

∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆

∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆

========

====⇒⇒⇒⇒========

========

7  

C 

D A 

B 

A′

B′
 

C ′

D′ 

B  

A  

C  

M  

m  a  

P  

A  

C  

M 

N  

B  

A D

CB

a

x

O
x

x

H
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كنند. اين نقطه مركز ثقل  ) و در آن نقطه يكديگر را به نسبت يك به دو تقسيم ميدهمرسن(گذرند  ي مثلث از يك نقطه مي سه ميانه -2

  باشد. مثلث نيز مي

  

GA GB GC

GA GB GC

′ ′ ′
= = =

1
2

  

  

912 مثلثي  دو ميانه اگر :مثال���� == ab m,m ، اندازه ضلع باشد a   تواند باشد؟ ميكدام عدد 

1 (9      2 (10        3 (16    4 (22   

  پاسخ است . 3گزينه  حل:����

2كنند  مييكديگر را به نسبت يك به دو تقسيم  ها چون ميانه

3
bm  1و

3
am  و

2

a  خود يك مثلث

  سازند كه بايد در شرايط قضيه وجود مثلث صدق كند. مي

  :پس داريم 

8 3 8 3 10 22
2

a
| | a− < < + → < <− < < + → < <− < < + → < <− < < + → < <  

  كنند. تقسيم مي )معادل(مساحت  هر مثلث آن مثلث، را به شش مثلث هم ي هسه ميان -3

1

3
GBC GAC AGB ABCS S S S∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆= = == = == = == = =  

1

6
AGM GM C GCM MGB BGM M GA ABCS S S S S S S′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆= = = = = == = = = = == = = = = == = = = = =  

  

باشد. مساحت  مي AGوسط  Eمركز ثقل و نقطه Gنقطه  ABCدر مثلث  :مثال����

  ؟است ABCچه كسري از مساحت مثلث  AMEمثلث 

  :لذا .ميانه است EM ومركز ثقل  AGM، Gدر مثلث  حل:����

ABCAME

ABCAGM

AGMAME
SS

SS

SS

∆∆∆∆∆∆∆∆
∆∆∆∆∆∆∆∆

∆∆∆∆∆∆∆∆
====⇒⇒⇒⇒

====

====

12

1

6

1
2

1

 

چه كسري از  AFCEوسطهاي اضلاع مي باشند. مساحت چهارضلعي  ABCD ،Q,P,N,Mدر چهار ضلعي  :مثال����

  ؟است ABCDمساحت چهارضلعي 

هـاي   ميانه APو  CQو  ANو  CMشود كه  را رسم كنيم، دو مثلث تشكيل مي  ACاگر قطر :حل����

  آن هستند، لذا با توجه به خاصيت گفته شده داريم: 
1

13

1 3

3

AEC ACB

AFCE ABCD

AFC ADC

S S

S S

S S

∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆

∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆

====
⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =

====
  

A 

B  
C  G 

M′  M ′′  

M  

B  C  

A 

G 

M  E  

A 

B  

A′
C  

G B′  C′  

A

B C

B  

A 

Q  

D  

M  

E  F  

C  

N  P  

O
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چه كسري از  MPGQاست. مساحت چهارضلعي  CGوسط  Qو  BGوسط  Pمركز مثلث،  G در شكل مقابلمثال: ����

  است؟ ABCمساحت مثلث 

  حل: ����

12 12 6
PGQM PGM GQM

S S S
S S S= + = + == + = + == + = + == + = + =  

  

  زده است؟ ترين مثلث، چند برابر مساحت مثلث سايه وسط دو ضلع است. مساحت بزرگ Nو  Mدر شكل مقابل نقاط  :مثال����

  حل: ����  

چنين  شود. هم مساحت ايجاد مي مثلث هم 6ثلث با رسم سه ميانه، دانيم در هر م مي  

نهشـت و در نتيجـه هـم     مثلـث هـم   4در هر مثلث با وصل كـردن وسـط اضـلاع،    

  شود. مساحت ايجاد مي

1 2 1

4 6 12MNP ABC MNO MNP ABC

S S ,S S S∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆ ∆= = == = == = == = =  

  

  باشد، همواره داريم: BCنظير ضلع  ي هميان AMاگر  ABCدر مثلث  -4

                          ).استالزاويه، نصف وتر  وتر در مثلث قائم وارد بر ي هميان(

2
90

2
90

2
90

BC
AMÂ

BC
AMÂ

BC
AMÂ

<⇒>

=⇒=

>⇒<

�

�

�

  

 

 داريم: ∆ABCدر مثلث   -5
 

  
BC

AB AC AM+ = +
2

2 2 22
2

(يا  
a

cb(m
a

22

1
2

222 −+=  

  

BCدر مثلثي كه اضلاع آن  AM ي هطول ميان :مثال���� ,AC ,AB= = =4 3   ؟باشند كدام است مي 2

  :حل����

2

10

2

5

2

894
2

2

4
322

2

2
2

322
2

22 ========
−−−−++++

====⇒⇒⇒⇒++++====++++⇒⇒⇒⇒++++====++++ AMAMAM
BC

ACAB  

از مثلـث   Aنظيـر رأس   ي هميان ي هانداز amاگر   در هر مثلث، هر ميانه از نصف مجموع دو ضلع مجاور به آن كوچكتر است.  -6

ABC   :باشد، داريم  

                           a

b c b c
m

− +
< <

2 2
    

  

  توان نتيجه گرفت:   مي و  

  a b c(a b c) m m m a b c+ + < + + < + +
3
4

(محيط) >  ma+ mb + mc>محيط يا   
4

3
  

A 

B  
M  

C  

A 

B C 
M 

P Q 
G 

NM

NM

P

O
M

A
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,اگر طول اضلاع  ABCدر مثلث  :مثال���� ,14 10  AMبزرگترين ضلع مثلث باشد، كدام رابطه در مورد ميانـه   BCباشد و  6

  ؟صحيح است

  1 (AM< <3 8  2 (AM< <6 10  

  3 (AM< <3 7  4 (AM< <7 10  

  گيريم:   پذير است را نوشته و سپس اشتراك مي امكان AMي  هايي كه در مورد ميانه تمام نامساويحل: ����

73

7
2

14
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AM

AM
BC

AMÂ

AMCMACAMCMAC

AMBMABAMBMAB

AM
ACAB

AM
ACAB

  

5اضلاع  ي در مثلثي به اندازه :مثال���� 7 8, , a   هاي سه ميانه، مورد قبول است؟ ، كدام عدد براي مجموع اندازه≤≤≤≤

  1 (14  2 (15  3 (19  4 (24  

  پاسخ است. 3گزينه حل: ����

  كنيم. را تعيين مي aي  ابتدا با توجه به نامساوي مثلثي محدوده  

8 8 12a a≥ ⇒ ≤ <≥ ⇒ ≤ <≥ ⇒ ≤ <≥ ⇒ ≤ aطبق فرض و :> a− < < + ⇒ < <− < < + ⇒ < <− < < + ⇒ < <− < < + ⇒ < <7 5 7 5 2 12  

  ي هر مثلث بين محيط و سه چهارم محيط است: مجموع طول سه ميانه  

12محيط  >>>>24 5 7 20< + + ⇒ ≤< + + ⇒ ≤< + + ⇒ ≤< + + ⇒ 8محيط  ≥ 5 7+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + a، محيط ≥ b cm m m< + + << + + << + + << + + 3محيط  >

4
  

3
20 24 15 24

4
a b c a b c( ) m m m m m m⇒ < + + < ⇒ < + + <⇒ < + + < ⇒ < + + <⇒ < + + < ⇒ < + + <⇒ < + + < ⇒ < + + <  

  قابل قبول است. 19ها  بين گزينه  

سازند كه مسـاحتش   ميهاي يك مثلث، خود مثلث ديگري  ميانهلذا در هر مثلث، هر ميانه از مجموع دو ميانه ديگر كوچكتر است.  -7

3
4

برابر  mcو  mbو  maضلع  3يعني مساحت مثلثي با  مساحت مثلث اوليه است. 
4

 cو  bو  aمساحت مثلث بنـا شـده بـر     3

  .خواهد بود

اند و به عكـس اگـر دو    ي نظير رأس سوم به يك فاصله دو رأس هر مثلث، از ميانه -8

گذرد به يـك فاصـله باشـند، آن خـط ميانـه       كه از رأس سوم مي  رأس مثلث از خطي

    )آن خط نبايد با ضلع سوم موازي باشد.(است. 

AM BH CH′⇔   ميانه =

  از دو ضلع مجاور آن، برابر است با عكس نسبت آن دو ضلع:   هميان ي هاي هر نقطه نسبت فاصله

 
DH AC

DH AB
=
′

  

 

  سازد. زاويه كوچكتري مي ،ميانه نظير هر رأس با ضلع بزرگتر آن -10

ˆ ˆAC AB A A> ⇒ >1 2  
  

 ميانه، نظير بزرگترين ضلع و بزرگترين ميانه، نظير كوچكترين ضلع است.در هر مثلث، كوچكترين  -11

A 

B  
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C  
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B  
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M  
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B  
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M  
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        ::::) نيمساز) نيمساز) نيمساز) نيمساز2222
خطي كه به يك رأس از مثلث و ضلع مقابل آن محدود است و زاويه آن  پاره  

شود. هر مثلث داراي سـه نيمسـاز    كند، نيمساز مثلث ناميده مي رأس را نصف مي

گذرند كـه   خلي از يك نقطه ميداخلي و سه نيمساز خارجي است. سه نيمساز دا

توان دايره اي بر سـه ضـلع مثلـث     ميلذا از سه ضلع مثلث به يك فاصله است و 

 .باشـد  مـي دايـره   آن مركز نيمساز داخلي)  3(محل تلاقي آن نقطهمماس كرد كه 

  مثلث نام دارد.محاطي داخلي  ي هداير ،اين دايره

  

گذرند كه آن نقطه نيز از سـه ضـلع مثلـث بـه يـك       ويه سوم نيز از يك نقطه مينيمسازهاي خارجي دو زاويه و نيمساز داخلي زا 

نيمسـازهاي  (محل تلاقـي  آن نقطـه توان دايره اي بر يك ضلع و امتداد دو ضلع ديگر مثلث ممـاس كـرد كـه     ميلذا فاصله است و 

. هر مثلـث  مثلث نام داردره محاطي خارجي داي ،اين دايره .باشد ميدايره  آن مركز ) خارجي دو زاويه و نيمساز داخلي زاويه سوم

  ي محاطي خارجي دارد. سه دايره

  

توان يافت كه از هر سه خط مزبور به يك  دو متقاطع در يك صفحه مفروضند. چند نقطه در اين صفحه مي سه خط دوبه :مثال����

  ؟فاصله باشند

  حل: ����

 4، پـس  انـد  دايره محاطي داخلي از سه ضلع به يك فاصـله  سازند و سه مركز دايره محاطي خارجي و يك مركز سه خط يك مثلث مي

  .نقطه جواب است

  ؟محل تلاقي كدام دسته خط از دسته خطهاي زير همواره داخل مثلث است :مثال����

  ها ها و ميانه ) ارتفاع2    ها و نيمسازهاي داخلي ) ميانه1  

  ها و نيمسازها ) عمود منصف4    ها  ها و عمود منصف ) ارتفاع3  

  : حل����

  .باشد ميلذا محل تلاقيشان نيز داخل مثلث  ،باشد ميو نيمسازهاي داخلي تمام نقاطشان داخل مثلث  ها تنها ميانه

        نكات:نكات:نكات:نكات:

 خارجي همان رأس عمود است. ي هداخلي هر رأس مثلث بر نيمساز زاوي ي هنيمساز زاوي -1

B̂ˆبرابر باشند،  Aخارجي زاويه  ، اگر طول نيمسازهاي داخلي وABCدر مثلث  :مثال���� C− ؟كدام است  

  حل: ����

90Aبا توجه به نكته فوق    ==== ADو داريم  � AD′′′′ 45Dدر نتيجه  ==== D′′′′ = == == == = �  

180 45
2

90

45
2

Â
B̂

ˆB̂ C
Â

Ĉ


= − −= − −= − −= − − 


⇒ − =⇒ − =⇒ − =⇒ − =

= −= −= −= − 
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aمركز دايره محاطي داخلي و  Iاه هرگ :مثال���� b cI , I , I  مراكز دواير محاطي خارجي مثلثABC  باشند، در مثلثي كه

aرئوسش  b cI , I , I باشد،  ميI ؟كدام است  

    ) مركز دايره محاطي داخلي2    ) مركز ثقل 1  

  ) مركز دايره محيطي 4    ) مركز تلاقي سه ارتفاع3  

  حل: ����

bنيمساز داخلي و  ICچون  aI I  نيمساز خارجي رأسC لذا بر هم عمودنـد   ،است

aIو به دليل مشابه  A  وbI B  نيز ارتفاعند وI محل تلاقي ارتفاعها است.  

  

مساوي  ABCدر مثلث  C,Bزاويه بين دو نيمساز داخلي زواياي  -2
Â

°+90
2

      است. 

      

مساوي  ABCدر مثلث  C,Bجي زواياي زاويه بين دو نيمساز خار -3
Â

°−90
2

  است.   

مساوي  ABCدر مثلث Bي هو نيمساز خارجي زاوي Cي هزاويه بين نيمساز داخلي زاوي -4
Â

2
 است. 

  

  هاي دو رأس ديگر. در هر مثلث زاويه بين ارتفاع و نيمساز هر رأس برابر است با نصف قدر مطلق تفاضل زاويه -5

 

ˆ ˆˆHAD B C= −
1
2

  

  

تلاقي نيمسازهاي داخلي دو رأس يك مثلث، خطي موازي با ضلع واقـع بـين    ي ههر گاه از نقط -6

دو رأس رسم كنيم تا دو ضلع ديگر مثلث را قطع كند پاره خط پديـد آمـده برابـر اسـت بـا       آن

 مجموع بخشهاي ايجاد شده روي دو ضلع مثلث كه مجاور با دو رأس اوليه هستند.

 

DE DB EC= +  
  

aشعاع دايره محاطي داخلي و  rاگر  -7 b cr , r , r :شعاع دواير محاطي خارجي مثلث باشد روابط زير برقرار است 
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  ؟متر است باشد، شعاع دايره محاطي دروني مثلث چند سانتي cm18الاضلاع  اگر ارتفاع يك مثلث متساوي :مثال����

  ي فوق:   با استفاده از رابطه :حل����

cm
a

a

a

P

S
r

a
Sa

a
6

32

312

32
2

3
4

3

4

3

3

36
18

2

3
2

2

====================⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒====  

  ؟محاطي دروني مثلث كدام است ي هبرابر محيط آن است. شعاع داير 13مساحت مثلثي  :مثال����

  : حل����

2626213 ========⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒××××====
p

s
rpsps  

c عبارتند ازكه طول اضلاع  ،ABCر مثلث : دمثال���� ,b ,a= = =13 12 شـعاع دايـره محـاطي     ي هانـداز در اين صـورت   5

  ؟است كدام BCخارجي مماس بر ضلع 

  : حل����

(((( ))))

3
515

30

30125
2

1

====
−−−−

====
−−−−

====

====××××××××====

ap

s
r

s

a

  

  كند. ع مقابل آن زاويه را به نسبت دو ضلع ديگر تقسيم مينيمساز داخلي و خارجي نظير هر زاويه مثلث، ضل -8

  شوند: همچنين طول نيمساز داخلي و نيمساز خارجي نيز با توجه به روابط زير محاسبه مي  
   

DB AB D B

DC AC D C

AD AB AC DB DC

AD D B D C AB AC

′
= =

′

= × − ×

′ ′ ′= × − ×

2

2

  

  

AB دانيم مي ABCدر مثلث  :مثال���� = 6 ،AC = قطـع كنـد و    Dنقطـه را در  BCضـلع   Aي  . اگـر نيمسـاز زاويـه   4

BD =     ؟كدام است BCباشد، طول  3

  كند. لذا داريم:  نسبت اضلاع مجاور تقسيم مينيمساز، ضلع مقابل را به حل: ����
36

2 3 2 5
4

BDBD
DC BC

DC

====
= ⇒ = ⇒ = + == ⇒ = ⇒ = + == ⇒ = ⇒ = + == ⇒ = ⇒ = + =  

  

7/آورد  خطهايي كه نيمساز يك زاويه دروني بر روي ضلع مقابل پديد مـي  ي پاره و اندازه 43محيط مثلثي  :مثال���� 10/و  2 8 

  ؟ندازه كوچكترين ضلع مثلث كدام استاست. ا

  كند. لذا داريم: نيمساز، ضلع مقابل را به نسبت اضلاع مجاور تقسيم ميحل: ����
7 2 10 8 18 43 18 25

3
25 1010 8 3 3

2
7 2 2 2

a / / b c

c c cb /
b c

c /

= + = ⇒ + = − == + = ⇒ + = − == + = ⇒ + = − == + = ⇒ + = − =

⇒ + = ⇒ =⇒ + = ⇒ =⇒ + = ⇒ =⇒ + = ⇒ =

= = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ = 
  

C
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C
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B  D 8/10  2/7  
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D′  C  D  B  

O
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استنباط  ،برابر حاصل ضرب اضلاع آن زاويه است Aاگر فرض شود در مثلثي مجذور طول نيمساز داخلي زاويه  :مثال����

 ؟چگونه است

1(�90<A 2(�90=A  3(�90>A    4نادرستي فرض (  

  كند را بنويسيم، داريم:  ي بين طول نيمساز با طول اضلاع و قطعاتي كه نيمساز روي ضلع مقابل ايجاد مي اگر رابطهحل: ����

2 0AD AB AC BD DC AB AC BD DC != × − × = × → × == × − × = × → × == × − × = × → × == × − × = × → × =  
  .باشد ميكه امكان پذير ن

ضلع مقابل را به نسبت  Ĉو  B̂است. اگر نيمسازهاي داخلي  43و محيط آن  ABC ،AB>BC>ACمثلث در  :مثال����
5
6

 

و 
3
2

 كدام است؟BC تقسيم كرده باشند، اندازه  

1  

  كند. لذا داريم:  ع مجاور تقسيم مينيمساز، ضلع مقابل را به نسبت اضلاحل: ����

6 5

6 25 6
43 43 15

2 3 5 3

3 2

AB AB
BB : BC AB

BC B C
AB BC AC BC BC BC BC

AC AC
CC : BC AC

BC BC

′′′′ ′′′′ = = → == = → == = → == = → = ′′′′  → + + = → + + = → =→ + + = → + + = → =→ + + = → + + = → =→ + + = → + + = → =′′′′ ′′′′ = = → == = → == = → == = → =
′′′′ 

  

ĈÂو  AC====7و  AB====9داريم:  ABCدر مثلث  :مثال����   كدام است؟ BCي  . اندازه====2

  حل: ����

و  xبه ترتيب  BCرا رسم كنيم و قطعات ايجاد شده بر ضلع  Aي  اگر نيمساز زاويه  

y كند، خواهيم  باشند، آن گاه چون نيمساز، ضلع مقابل را به نسبت اضلاع تقسيم مي

7xداشت  k====  9وy k==== از طرفي چون مثلث .ADC  متساوي الساقين است، پس

AD CD====  .خواهد شد  

  گاه:   باشد، آن ABCدر مثلث  Aي  نيمساز زاويه ADدانيم اگر  همچنين مي  
2 2 2 2

2 2

7 7 9 7 9 49 63 63

9 3 3
112 63 16 16 12

16 4 4

AD AC.AB CD.DB ( k) ( k) ( k) k k

k k k BC x y k ( )

= − ⇒ = × − × ⇒ + == − ⇒ = × − × ⇒ + == − ⇒ = × − × ⇒ + == − ⇒ = × − × ⇒ + =

⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = + = = =⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = + = = =⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = + = = =⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = + = = =
  

از وسط  Dي  ي نقطه كند. فاصله قطع مي Dتر، ضلع مقابل را در  ي بزرگ ، نيمساز داخلي زاويه7و  8و  12در مثلثي به اضلاع  :مثال����

  تر چقدر است؟ ضلع بزرگ

  حل: ����

بل به ضلع بزرگتر است. حال با توجه به اين كه ي بزرگتر، مقا توجه كنيد كه زاويه

7BDكند، پس  نيمساز،  ضلع مقابل را به نسبت اضلاع كناري خود تقسيم مي x====  و

8DC x====باشد و در نتيجه:  مي  

  

28

12 4 5
7 8 12

3215 5

5

BD

x x x

DC


====+ = ⇒ = = ⇒+ = ⇒ = = ⇒+ = ⇒ = = ⇒+ = ⇒ = = ⇒ 

 ====


  

6BMو از طرفي    MC= == == == 28، پس:   باشد مي = 2
6 0 4

5 5
MD BM BD /= − = − = == − = − = == − = − = == − = − = =  

A 

BC 

C′B′

αααα αααα

αααα

7
9

7x k====
9y k====

7k

A

B

C

D

A

B CDM

7 8

7x 8x

αααα αααα
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كند.  قطع مي Mو  Nي متقابل، قطر ديگر مستطيل را در  واحد، نيمسازهاي داخلي دو زاويه 3و  4در مستطيلي به ابعاد  :مثال����

  قدر است؟ چه MNي  اندازه

  حل: ����

1 1 1 2
ˆ ˆˆ ˆ(D B , C A , AD BC)= = == = == = == = =  

ADM CNB DM BN= → == → == → == → =
△ △

  
  كند، پس: مقابل را به نسبت اضلاع مجاور تقسيم مي دانيم نيمساز ضلع مي  

3 3 3

4 3 4 7

DM AD DM

MB AB DM MB
= = → = = →= = → = = →= = → = = →= = → = = →

+ ++ ++ ++ +
  

3 3 15
5

7 7 7
DM DB NB= = × = = →= = × = = →= = × = = →= = × = = →  

15 30 5
5 2 5

7 7 7
MN = − × = − == − × = − == − × = − == − × = − =  

ي تلاقـي   ي دورترين رأس اين مثلـث از نقطـه   واحد است. فاصله 4و  3ي اضلاع قائم  الزاويه، اندازه در يك مثلث قائم :مثال����

  اخلي آن كدام است؟نيمسازهاي د

  حل: ����

  دانيم:  ميدر هر مثلث بلندترين نيمساز نظير كوتاه ترين ضلع است. چون 

2AD AB AC BD CD= × − ×= × − ×= × − ×= × − ×  
بزرگتـر   ADكوچكتر شود، طـول   CDو  BDبزرگتر و  ACو  ABلذا هر چه 

نسـبت اضـلاع مجـاور    به دانيم نيمساز، ضلع مقابل را  ميخواهد بود. ضمن آن كه 

  كند.  ميم تقسي
D A KD A

K K K
D B KD B

D A CD AD AC

′′′′′′′′ ====′′′′′′′′
= → → + = → == → → + = → == → → + = → == → → + = → =

′′′′′′′′′′′′′′′′ ====

    ′′ ′′ ′′′′ ′′ ′′′′ ′′ ′′′′ ′′ ′′→ = → = + = + = + =→ = → = + = + = + =→ = → = + = + = + =→ = → = + = + = + =    
    

2
2 2 2

44 1
4 5 3

55 3

4 4 16 4
4 16 10

3 3 9 3

  

  :اما

5

1 3 1 4 3 3 43 10 10
5 3 3 3 4 4 3

DG DB DG GC
GC DC

GC BC GC

+ ++ ++ ++ +
= = = → = = → = = × == = = → = = → = = × == = = → = = → = = × == = = → = = → = = × =  

  تر است. تر است و از نصف محيط بزرگ مجموع سه نيمساز هر مثلث همواره از  محيط كوچك -9

>++>محيط
cba
ddd نصف محيط  

        ::::) ارتفاع) ارتفاع) ارتفاع) ارتفاع3333

ارتفاع نظير آن رأس مثلـث ناميـده    ،ر آن ضلع عمود باشدپاره خطي كه يك سر آن رأس مثلث و سر ديگرش روي ضلع مقابل و ب  

  شود. مي

  نكات:

  سازد. زاويه كمتري مي ،ارتفاع نظير هر رأس در مثلث با ضلع كوچكتر  -1  

ˆ ˆAB AC A A< ⇒ <1 2  
   

 
C  

A

B
H  

21

A B

CD

M

N

2
1

1

1

1

2

••••
D′′′′′′′′

A

D′′′′
G

DB C

••••
D′′′′′′′′

A

G

DB C

3

5

4
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ABC،ACدر مثلث  :مثال���� AB>،AM ،ميانهAD نيمساز وAH ؟صحيح است همواره باشد. كدام گزينه ارتفاع مي  

  1 (AM  بينAD  وAH .2  قرار دارد (AD  بينAM  وAH .قرار دارد  

  3 (AH  بينAD  وAM .ممكن است. حالت ) بسته به شكل مثلث هر سه4  قرار دارد  

  ن اضلاع و زوايا داريم: ي تناظر بي با استفاده از قضيهحل: ����

AMAD <<<<⇒⇒⇒⇒>>>>⇒⇒⇒⇒است  MABنيمساز درون زاويه  ⇒⇒⇒⇒>>>> BÂMCÂMABAC  

ADAHCÂHHÂBĈB̂ABAC <<<<⇒⇒⇒⇒<<<<⇒⇒⇒⇒>>>>⇒⇒⇒⇒>>>>  
    

  ي هر دو ضلع برابر است با نسبت عكس ارتفاعهاي نظير آن دو ضلع. در هر مثلث، نسبت اندازه  -2

c

a

ha

c h
=  

  مثلاً: .در مورد عكس ارتفاعهاي مثلث نيز بر قرار است ،روابطي كه در مورد اضلاع مثلث برقرار است ي هنتيجه: كلي

cbacb
hhhhh

cbacb
11111

+<<−⇒+<<−  

  

  ؟سانتيمتر باشد طول ارتفاع وارد بر ساق مثلث چقدر است 3و  3، 2اگر طول اضلاع مثلثي  :مثال����

  ورس:ي فيثاغ با استفاده از قضيه: حل����

2
2 2

3 2 2
2

AH
    

= − == − == − == − =    
    

  

  ها از دو رابطه:  با استفاده از تساوي مساحت  

2 2 2 4 2

3 3
AH BC BH AC BH

××××′ ′′ ′′ ′′ ′× = × ⇒ = =× = × ⇒ = =× = × ⇒ = =× = × ⇒ = =  

 :داشته باشيم ABCاگر در مثلث  :مثال����
b

a

h

h

b

a
  ؟چگونه مثلثي است ABCآنگاه مثلث  =

  نامشخص )4  متساوي الساقين )3  متساوي الاضلاع )2  ) قائم الزاويه1

  ها:   تساوي مساحت با توجه به :حل����

a
a b

b

hb a
ah bh a b

a h b
= → = = → == → = = → == → = = → == → = = → =  

 ،منفرجه داشته باشد ي هاما اگر مثلثي يك زاوي .گيرند ميارتفاعهاي مثلث داخل ان قرار  ي هكلي،زواياي مثلثي حاده باشند ي هاگر هم -2

  تا از ارتفاعها بر اضلاع منطبقند. 2 در مثلث قائم الزاويه هم .شوند ميارتفاعهاي نظير آن راس بر امتداد اضلاع وارد 

Aزاويه  ABCاگر در مثلث  :مثال���� =   ؟هاي زير صحيح است ، كداميك از گزارهباشد °92

  ) نقطه تلاقي سه نيمساز خارج مثلث است.2  ) نقطه تلاقي سه ميانه خارج مثلث است.1  

  باشد. مي BC) نقطه تلاقي سه ارتفاع روي ضلع 4  فاع خارج مثلث است.) نقطه تلاقي سه ارت3  

  .شوند ميارتفاعهاي  نظير اضلاع زاويه منفرجه در خارج مثلث بر امتداد آن اضلاع وارد  ،اگر در مثلثي يك زاويه منفرجه باشد:حل����

  .سه ارتفاع مثلث همرسند  -3

  تر است. تر است و از نصف محيط بزرگ مجموع سه ارتفاع هر مثلث نيز همواره از  محيط كوچك  - 4

>++>محيط
cba
hhh        نصف محيط  

C

A

B
H  

C

A

B
H

H′
  

C

A

B
HD M
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        ::::هاي مثلثهاي مثلثهاي مثلثهاي مثلث    ) عمود منصف) عمود منصف) عمود منصف) عمود منصف4444
شود. مثلث داراي سه عمودمنصف اسـت كـه از    خطي كه در وسط هر ضلع مثلث بر آن عمود است، عمود منصف مثلث ناميده مي  

يك دايره عبور داد كه مركز آن محـلّ تلاقـي   نقطه از اين سه  توان ميلذا  گذرند كه از سه رأس مثلث به يك فاصله است. يك نقطه مي

    است. مثلث ي محيطي مركز دايرهاين نقطه  .باشد ميسه عمودمنصف مثلث 

        ::::نكاتنكاتنكاتنكات
 :ست بابرابر ا Sو مساحت   cو  bو aمحيطي مثلثي به اضلاع  ي هشعاع داير -1  

  

                     
abc

R
S

=
4

  

  

الزاويه سه عمود منصف در درون مثلث همرسند. در مثلث قائم الزاويه سه عمود منصف در روي وتر همرسند و در  در مثلث حاده -2

  الزاويه سه عمود منصف بيرون مثلث همرسند. مثلث منفرجه
  

            

        

        

C  

A  

B  

R  
O  

A

B

C

O

ABC منفرجه الزاويه  

AB

C

O

ABC قائم الزاويه  

A

B C

O

ABC حاده الزاويه  
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        ::::هاي خاصهاي خاصهاي خاصهاي خاص    خواص مثلثخواص مثلثخواص مثلثخواص مثلث) ) ) ) وووو

        ::::الساقينالساقينالساقينالساقين    مثلث متساويمثلث متساويمثلث متساويمثلث متساوي    ))))1111
  مثلثي كه دو ضلع برابر دارد متساوي الساقين نام دارد.

        ::::نكاتنكاتنكاتنكات

با هم مساويند و به عكس اگر دو  مجاور به قاعدهالساقين دو زاويه  در هر مثلث متساوي  -1

  الساقين است. زاويه مثلثي مساوي باشند آن مثلث متساوي

  

  .هاي زير متغيرها را بيابيد مثال: در شكل

  

  

  

  

   :با توجه به تساوي زواياي نظير ساق در مثلث متساوي الساقين داريم:حل����

  

  

  

  

  

  كدام است؟ xمثال: در اين شكل ����

  : حل����

  

  :مثلث متساوي الساقين داريم با توجه به تساوي زواياي نظير ساق در
90

90 180 45
180

x
x x x

x

α + β = + °α + β = + °α + β = + °α + β = + °
⇒ + + = ° → = °⇒ + + = ° → = °⇒ + + = ° → = °⇒ + + = ° → = °

α + β + =α + β + =α + β + =α + β + =   
 

 

  

  ؟ستكدام ا Aزاويه  ،باشد BCبرابر طول قاعده  B̂طول نيمساز داخلي  ABCاگر در مثلث متساوي الساقين  :مثال����

  الساقين داريم:  با توجه به خواص مثلث متساوي: حل����  

°°°°====⇒⇒⇒⇒°°°°====⇒⇒⇒⇒°°°°====++++⇒⇒⇒⇒°°°°====++++⇒⇒⇒⇒°°°°====++++

====⇒⇒⇒⇒






−−−−°°°°====⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒====

−−−−°°°°====

361805180418041802

2180

2180

1

1
11

ÂÂÂÂB̂ÂB̂Â

B̂Â
ĈB̂D̂ĈBCBD

ĈÂ

  

C  

A

B  

A

D

CB

1
1

x ?====

50

40
αααα x ?====70 70

x ?====

110

40x ====

50

40
70 70

35x ====

110 αααα αααα x = α= α= α= α3

2αααα
2αααα

z ?====
y ?==== x ?====

120

30z ====
120y ====

60x ====
120

A

M
B

N

C
ββββ

αααα
P

αααα

ββββ
x

A

M
B

N

C

P

x
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است. نيمساز خارجي يكي از زوايا ضلع مقابل را با كدام زاويه  001°هاي مثلث متساوي الساقين برابر  يكي از زاويه :مثال����

   ؟كند ميقطع 

  الساقين داريم: متساويبا توجه به خواص مثلث : حل����

°°°°========⇒⇒⇒⇒






====

°°°°====°°°°−−−−°°°°====++++
40

80100180
ĈB̂

ĈB̂

ĈB̂
  

(((( ))))

2

2 2
2

180 100 80

70 80 1501
180 40 70

2

Â
ˆB̂ A

B̂

= ° − ° = °= ° − ° = °= ° − ° = °= ° − ° = °
 ⇒ + = ° + ° = °⇒ + = ° + ° = °⇒ + = ° + ° = °⇒ + = ° + ° = °

= ° − ° = °= ° − ° = °= ° − ° = °= ° − ° = °


  

(((( )))) °°°°====°°°°−−−−°°°°====++++−−−−°°°°==== 30150180180 22 ÂB̂D̂  
 ـ   ي هرا به انـداز  BC ي ه) قاعدABC )AB=AC,�32=Aدر مثلّث متساوي الساقين  :مثال����  امتـداد  D ي هسـاق تـا نقط

  چقدر است؟ADC  ي هزاوي دهيم. مي

  الساقين داريم: توجه به خواص مثلث متساويبا : حل����

  1 2
180 106

74 180 74 106 37
2

B C C ADC
−−−−

= = ⇒ = − = ⇒ = == = ⇒ = − = ⇒ = == = ⇒ = − = ⇒ = == = ⇒ = − = ⇒ = =  

ADBDBCاگر در شكل زير :مثال���� ====°°°°باشد و  ======== 20C ي  باشد، زاويهD̂ چند درجه است؟  

  طور كه در يكي از مسائل قبل در حالت كلي نيز اثبات شد، داريم:  همان: حل����

           1 120 40 40 60ˆˆ ˆD C B A D A C= = → = → = → = + == = → = → = → = + == = → = → = → = + == = → = → = → = + =  
  

هاي وارد بر ساقها با هم و ارتفاعات وارد بر ساقها با هم مساوي هسـتند و نيمسـازهاي زوايـاي     الساقين ميانه متساويدر هر مثلث   -2

  عكس اين مطالب نيز درست است. ،مقابل به ساقها نيز با هم مساوي هستند

  عده بر هم منطبق هستند و بالعكس.الساقين نيمساز زاويه رأس و ارتفاع و ميانه و عمود منصف وارد بر قا در مثلث متساوي  -3

  ها از دورترين رأس آن كدام است؟ ي تلاقي ميانه ي نقطه واحد، فاصله 10و  13و  13در مثلثي به طول اضلاع  :مثال����

  : حل����

  ها روي ارتفاع وارد بر قاعده قرار دارد. الاضلاع، محل تقاطع ميانه در مثلث متساوي  

2 213 5 12AH = − == − == − == − =  
  كنند داريم: تقسيم مي 2به  1ها همديگر را به نسبت  ن ميانهچو  

2
8

3

1
4

3

AG AH

GH AH

= == == == =

= == == == =
  

  لذا بر اساس رابطه فيثاغورث داريم:   

2 2 2 2 2 24 5 41GH HC GC GC GC+ = → + = ⇒ =+ = → + = ⇒ =+ = → + = ⇒ =+ = → + = ⇒ =  
6كه چون    41 7< << << <<   شود:  دورترين رأس محسوب مي Aاست پس  >

8AG ====  
  ترين ميانه است. ترين ضلع، بزرگ دانيم ميانه وارد بر كوچك ميالبته   

A 

B
C 

D 

2
2

A 

D B 
C 

1 2

21

A

B

C
D

••••
13 13

B C
H

G

A
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  مساوي است با:  bو ساق  aي  الساقين با قاعده مساحت مثلث متساوي  -4

         
a

a b −
2

21
2 4
   

 

مــوازي باشــد،  BCبــا ضــلع  Aنيمســاز خــارجي رأس  ABCهــر گــاه در مثلــث   -5

AB AC= و بالعكس. است  

ACABBC||AD =⇔  
  

الساقين از دو ساق آن برابر اسـت   هاي هر نقطه واقع بر قاعده مثلث متساوي مجموع فاصله  -6

 ي ارتفاع وارد بر ساق آن. با اندازه

DM DN BH+ =  
  

 

از  Mتقسيم كرده است.مجموع فواصل  3, 1ضلع بزرگتررا به نسبت  M ي هواحد نقط 6,  5,  5درمثلّثي به اضلاع  :مثال����

      دو ساق اين مثلّث كدام است؟

  :حل����

ي ارتفـاع   الساقين از دو ساق آن برابر است با انـدازه  يهاي هر نقطه واقع بر قاعده مثلث متساو مجموع فاصله

  ها و اضلاع داريم:  ي فيثاغورس و روابط بين ارتفاع با توجه به رابطه وارد بر ساق آن.

           2 2 2 2 4 6 5
5 3 4 4 8

2 2

h
AH AC CH h /

× ×× ×× ×× ×
= − = − = → = → == − = − = → = → == − = − = → = → == − = − = → = → =  

CBالزاويه است و  ي قائم ذوزنقه ABCDدر شكل مقابل، چهارضلعي  :مثال���� CE==== ي  . مجموع فواصل نقطـهM   از دو خـطCB  و

CE برابر كدام است؟  

  1 (DE  2 (BC 

  3 (BE  4 (AD 

  پاسخ است. 4گزينه : حل����

ي يك نقطه  الساقين فاصله الساقين است. در هر مثلث متساوي متساوي CBEمثلث   

بـر   روي قاعده از دو ساق همواره برابر با ارتفاع وارد بر سـاق اسـت. ارتفـاع وارد   

باشـد،   الزاويه مي همان ارتفاع ذوزنقه است. چون ذوزنقه، قائم CBEساق در مثلث 

  است. با توجه به اين توضيح داريم:  ADپس ارتفاع آن برابر با ضلع 

BH AD= == == == MPارتفاع وارد بر ساق= MQ+ =+ =+ =+ =  

الساقين از دو  امتداد قاعده مثلث متساويقدرمطلق تفاضل فواصل هر نقطه واقع بر   -7

  ي ارتفاع وارد بر ساق مثلث. ساق آن برابر است با اندازه

CH DM DN= −  

  

C

A

B  

D

C

A

B
D  

H  
MN

C  

A  

B  
D  

N  

H  

M  

C  

A  

B  H

A

B C
H

CD

B

M ••••

A

E

CD

B

M ••••

A

E

P

Q H
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را در  AB، دو خط به موازات ساقها رسم كنيم تا ساق ABCالساقين  از مثلث متساوي BCواقع بر قاعده  Mهرگاه از نقطه   -8

N  و ساقAC  را درQ  قطع كند. چهارضلعيANMQ است با مجمـوع دو سـاق مثلـث    الاضلاع است و محيط آن برابر  متوازي

ABC  و در حالت خاص اگرM  وسطBC  باشدANMQ .لوزي خواهد بود  

  

AN NM MQ QA AB AC AB+ + + = + = 2  
  

آنگاه ،قاعده باشد BCاگر الساقين  در مثلث متساوي -9
BC

AB,AC<
2

  است. 

د، مثلث بـه  شورسم  دو ضلع زاويهاگر از يك نقطه روي نيمساز خطي به موازات يكي از  -10

  وجود آمده متساوي الساقين است.

  

  

        ::::الاضلاعالاضلاعالاضلاعالاضلاع    ) مثلث متساوي) مثلث متساوي) مثلث متساوي) مثلث متساوي2222
   نام دارد. الاضلاع متساوي ، ضلع برابر داشته باشد 3مثلثي كه 

        نكات:نكات:نكات:نكات:

الاضـلاع برقـرار    الساقين دربـاره مثلـث متسـاوي    تمام ويژگيهاي مثلث متساوياست . لذا  �60مثلث متساوي الاضلاع  تمام زواياي -1

  اند. ها، نيمسازها و عمود منصفها بر هم منطبق الاضلاع، محل برخورد ارتفاعها، ميانه در مثلث متساويبه اضافه آنكه  است.

  دست آوريد. الاضلاع بر يك ضلع مربع منطبق است. كليه زوايا را به هاي متساوي اي زير يك ضلع مثلثه مثال: در شكل����

  

  

  

  

  

  

  :حل����

  توانيم تمام زوايا را به دست آوريم . ميبا توجه به زواياي مربع و مثلث متساوي الاضلاع و خواص مثلث متساوي الساقين 
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باشد انـدازه ارتفاع نظيـر هـر رأس برابـر اسـت بـا       a، اگر طول هر ضلع برابر با ABCالاضلاع  در مثلث متساوي  -2
a

h =
3

2
     

و مساحت مثلث 
a

S =
2 3
4

  باشد. مي    

باشـد. آنگـاه مجمـوع     ABCالاضـلاع   اقع در درون مثلث متسـاوي اي و نقطه Mهرگاه   -3

  از سه ضلع برابر است با ارتفاع نظير يكي از رأسهاي مثلث. Mهاي  فاصله

MB MC MA AH′ ′ ′+ + =  
  

كنيم. مجموع فواصل مركز مربع از اضلاع  رسم مي 3الاضلاعي به ضلع ، مثلث متساوي3در داخل يك مربع به ضلع : مثال����

  اين مثلث كدام است؟

  :حل����

ي دلخواه  دانيم مجموع فواصل هر نقطه چون مركز مربع، داخل مثلث است و مي  

  : الاضلاع از اضلاع مثلث، برابر ارتفاع است پس داخل مثلث متساوي

3 3 3 3

2 2 2

a
OH OH OH′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′+ + = = =+ + = = =+ + = = =+ + = = =  

)باشد. بين مساحت  مياز سه ضلع برابر يك  Mمجموع فواصل نقطه  ABC: در مثلث متساوي الاضلاع مثال���� )S  و محيط

( )p2  ؟استمثلث كدام رابطه صحيح  

  1 (S p=2  2 (S p= 2  3 (S p=  4 (S p=3  

  : حل����

  پس: .دانيم در مثلث متساوي الاضلاع مجموع فواصل هر نقطه دلخواه از سه ضلع برابر ارتفاع مثلث است مي

2

3 2
1

2 3

3 4 3 3

4 3 4 3

6 1
2 3 2 3 3 3

3

a a

a
S

p a p S S p
p

= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =

= = × == = × == = × == = × =

= = = ⇒ = ⇒ = == = = ⇒ = ⇒ = == = = ⇒ = ⇒ = == = = ⇒ = ⇒ = =

  

3Sكه در اين سؤال  p==== مورد نظر بوده است.  

MH'MHMH''مي باشد.  aمتساوي الاضلاع به ضلع  ABCدر شكل مقابل مثلث  :مثال����   ؟چيست برابر  +−

 

  .كنيم  ها عمود رسم مي بر اضلاع يا امتداد آن Mاز  :حل����

  نويسيم:  هاي ايجاد شده مي برحسب مثلثرا  ABCو سپس مساحت 

2 2 2 2
ABC AMB MBC AMC

MH a MH a MH a a
S S S S (MH MH MH )

′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′× × ×× × ×× × ×× × ×
′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′= + − = + − = + −= + − = + − = + −= + − = + − = + −= + − = + − = + −  

22 3

2 34

2

a

S a
MH MH MH h

a a
′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′→ + − = = = =→ + − = = = =→ + − = = = =→ + − = = = =  

C

A

B

C′  

H

B′  

A′

M  

 يا

M 

H C B 

A 

H ′′ 

H′ 

A B

C D

H′′′′′′′′ H
o

H′′′′
3
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در مثلث متساوي الاضلاع شعاع دايره محاطي داخلي برابر -4
6

3

3

ah
r و شعاع  ==

ــارجي   ــاطي خـ ــره محـ دايـ
2

3a
hrrr cba ــي   ==== ــره محيطـ ــعاع دايـ و شـ

3

3

3

2 ah
R  .باشد مي==

  

ي محاطي خارجي آن ها باشد، اندازه يكي از شعاعهاي دايره 6اگر اندازه شعاع دايره محيطي مثلث متساوي الاضلاعي  :مثال����

  كدام است؟

  ي فوق: با توجه به نكته حل:����
2 18

6 9
3 2

ah r h= → = = == → = = == → = = == → = = =  

مثلـث   ،ي مثلثهـاي بـا مسـاحت ثابـت     شترين مساحت و بين همهالاضلاع داراي بي بين همه مثلثهاي با محيط ثابت، مثلث متساوي  -5

  الاضلاع داراي كمترين محيط است. متساوي

  ؟است. حداكثر مساحت آن كدام است 36: محيط مثلثي مثال����

  : حل����

  پس: .با توجه به نكته بالا در صورتي ماكزيمم مساحت را خواهيم داشت كه مثلث متساوي الاضلاع باشد

336
4

3

123632

2

========

====⇒⇒⇒⇒========

a
s

aap

  

خطوطي موازي  ،aالاضلاع به ضلع  اگر از يك نقطه دلخواه داخل مثلث متساوي - 6

  رسم كنيم. خواهيم داشت:اضلاع 

  aPEPFPD =++  
        ::::الزاويهالزاويهالزاويهالزاويه    ) مثلث قائم) مثلث قائم) مثلث قائم) مثلث قائم3333

  .نام دارد الزاويه قائم ،مثلثي كه يك زاويه قائمه داشته باشد

        نكات:نكات:نكات:نكات:
نصف آن ضلع باشد،  ،عكس اگر در مثلثي ميانه وارد بر يك ضلع رارد بر وتر نصف وتر است و بي و الزاويه ميانه در هر مثلث قائم -1

  رو به آن ضلع قائم الزاويه است. به آن مثلث در رأس رو

ي كه طول بزرگترين ضلع اين مثلـث  تدر صورباشد.  مي 30°و تفاضل دو زاويه ديگر نيز  30°در مثلثي يكي از زوايا  :مثال����

  ؟طول ميانه وارد بر اين ضلع كدام است ،باشد 8

  : حل����

°°°°====°°°°====⇒⇒⇒⇒






°°°°====−−−−

°°°°====++++⇒⇒⇒⇒°°°°====
9060

30

15030
ÂĈ

ĈÂ

ĈÂB̂
  

  لذا: ،دانيم ميانه وارد بر وتر نصف وتر است ميقائم الزاويه است و بزرگترين ضلع آن وتر آن است و  ABCلذا مثلث 

4
2
========

BC
AM  

••••

C

P

D

A

B
E

F
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  برابر با كدام است؟ BCبر هم عمود باشند، ميانه  ACو  ABي اضلاع ها ميانه ABCاگر در مثلث  :مثال����

1 (BC
3

2  2 (BC
2

3  3(  BC 4 (BC2  

  : حل����
1 3

2 2
GM BC AM BC′′ ′′′′ ′′′′ ′′′′ ′′= → == → == → == → =  

)A(در مثلث قائم الزاويه  �
90=    :  

                                                               2222
4
5

5 ammm acb ==+ 

  

 نصف وتر است و بالعكس. 30°الزاويه ضلع مقابل به زاويه  در هر مثلث قائم -2

  ؟استكدام  BCبين اين ارتفاع و ضلع الساقين ارتفاع وارد بر يك ساق نصف آن ساق است. زاويه  مثال: در يك مثلث متساوي����

  حل: ����

  

  

1 1
1 1

30 75 90 90 75 15
2 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆBH AC AB A B C B C B= = ⇒ = °⇒ = = °⇒ + = °⇒ = − = °= = ⇒ = °⇒ = = °⇒ + = °⇒ = − = °= = ⇒ = °⇒ = = °⇒ + = °⇒ = − = °= = ⇒ = °⇒ = = °⇒ + = °⇒ = − = °  

سانتيمتر است. مجموع فواصل يك نقطه روي  12و قاعده آن  120°، زاويه راس ABCدر مثلث متساوي الساقين  مثال:����

  قاعده مثلث از دو ساق آن برابر با كدام است؟

  حل: ����

الساقين از دو ساق برابر است با ارتفـاع   ي مثلث متساوي مجموع فواصل يك نقطه روي قاعده 

  وارد بر ساق:
1

6
2

BH BC= == == == =  

  باشد، ارتفاع وارد بر وتر ربع وتر است. 15°الزاويه يك زاويه  اگر در مثلث قائم  -4

  

B̂ˆ: دانيم مي ABCدر مثلث  :مثال���� C− = از نيمسـاز   AHپـاي ارتفـاع    H ي نقطـه  لهفاصدر اين صورت ، باشد مي °30

AD ؟كدام است  

  1 (AH
1
3

  2 (AD
1
4

  3 (AD
1
3

  4 (BC
1
8

  

  الزاويه برابر است با:   ي وارد بر وتر در مثلث قائم ي بين ارتفاع و ميانه زاويه: حل����

°°°°====°°°°××××====−−−−==== 1530
2

1

2

1
ĈB̂DÂH  

1
15

2 4

B C
HAD HH AH

−−−− ′′′′= = → == = → == = → == = → =  

 )AHDارتفاع مثلث ( ADاز نيمساز  H ي هفاصل
4

1
  .است )AD(وتر مثلث  

A

M

CB

M′′′′

C  

A  

B  

1  

1  

D  H  

H ′′′′

C  

A  

B  

H

1  

H

120

A

B
M

C
3030

A

M
M′′′′

C
M′′′′′′′′B

G
••••
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هستند، در  BCي وارد بر وتر  به ترتيب ارتفاع، نيمساز و ميانه AMو  AH ،ADخطهاي  ، پارهABCدر مثلث قائم الزاويه   -5

  اينصورت روابط زير برقرارند:

  

ˆ ˆ ˆA A C

ˆ ˆA A

ˆ ˆ ˆ ˆA A A B

= =

=

+ + =

1 4

2 3

2 3 4

  

  

  فاضل دو زاويه حاده مثلث.الزاويه، زاويه بين ارتفاع و ميانه وارد بر وتر برابر است با قدر مطلق ت در هر مثلث قائم -6

ˆ ˆˆHAM B C= −  

  

  

  ؟است. كوچكترين زاويه مثلث چند درجه است 26°در مثلث قائم الزاويه اي، زاويه بين ارتفاع و ميانه وارد بر وتر  :مثال����

  يه برابر است با:الزاو ي وارد بر وتر در مثلث قائم ي بين ارتفاع و ميانه زاويه: حل����

°°°°====⇒⇒⇒⇒−−−−====⇒⇒⇒⇒






°°°°====++++

°°°°====−−−−
⇒⇒⇒⇒°°°°====−−−−
>>>>

3226902
90

26
26 ĈĈ

ĈB̂

ĈB̂
ĈB̂

ĈB̂
  

 

) ABCالزاويه : در مثلث قائممثال���� )Â =   ؟كدام است A، اندازه زاويه بين نيمساز و ميانه نظير رأس °90

  1 (ˆB̂ C−  2 (ˆB̂ C−
1
2

  3 (ˆB̂ C−
1

2
2

  4 (ˆB̂ C−
1
4

  

  الزاويه برابر است با: ي وارد بر وتر در مثلث قائم ي بين ارتفاع و ميانه زاويه: حل����

ĈB̂DÂH −−−−====
2

1
  

32الزاويه در مثلث قائم   ÂÂ ĈB̂MÂDلذا  ==== −−−−====
2

1
  

  

  ي محيطي. ي وتر مثلث برابر است با قطر دايره الزاويه، مركز دايره محيطي مثلث وسط وتر است و اندازه در مثلث قائم -7

  

      BC R= 2  
  

  

A)ˆالزاويـه  در مثلث قائم -8 )ABC= cاگر  °90 b ah ,h ,h هـاي   هـاي نظيـر ضـلع    هاي ارتفـاع  به ترتيب اندازهAB,AC,BC 

                                                        باشند، آنگاه: 

a b cb c h h h
+ = = +2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
 

C  

A  

B  
MH  

A

B C
H

chbh

ah

C  

A  

B  
M

H  

1

A

CB
H D M

1 4
2
3

C

A

B
O

A

CB
H D M

2 3
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  :آيد ارتفاع نظير وتر رسم شود، سه مثلث متشابه بوجود مي،اگر در يك مثلث قائم الزاويه  -9

ABC~ACH~ABH  
  

                                 الزاويه داريم: در مثلث قائملذا 

AB BH BC

AC CH BC

AH BH CH

= ×

= ×

= ×

2

2

2

  

 

باشد. همچنين ارتفاع وارد بر وتر، ميانگين هندسـي   هر ضلع واسط هندسي بين طول تصور آن ضلع بر وتر و طول وتر مثلث مييعني 

  )طريقه رسم ميانگين هندسي( ند.ك اي است كه آن ارتفاع بر روي وتر جدا مي دو قطعه

توان نتيجه گرفت مثلـث قـائم    مياز برقرار بودن هر يك از روابط فوق در يك مثلث ن باشند يعني پذير نمي اين روابط معكوس تذكر: 

 الزاويه است.

باشد، ارتفاع وارد بـر وتـر    10برابر  BCر باشد. در صورتي كه وت مي 8برابر  BHمطابق شكل مقابل طول پاره خط  :مثال����

BC  و طول ضلعAB  كدامست ؟به ترتيب برابر  

  با توجه به روابط گفته شده: : حل����

5416580108

416282
8

10

22

2

====⇒⇒⇒⇒××××====⇒⇒⇒⇒====××××====⇒⇒⇒⇒××××====

====⇒⇒⇒⇒====××××====××××========⇒⇒⇒⇒




====

====

ABABABBCBHAB

AHCHBHAHCH
BH

BC

  

 

�در مستطيل شكل مقابل:مثال����
9093 === P,BPAP  طولDP ؟كدامست        

  برابر است. لذا:  PBو  APكند با  ايجاد مي CDعمود كنيم، قطعاتي كه ارتفاع روي  CDبه  Pاگر از : حل����

2 3 12 36 6DP AP AB DP= × = × = → == × = × = → == × = × = → == × = × = → =  
ABC )Aدر مثلث  :مثال���� =  ،واحد باشـند  9و 4 يب به ترت HCو  HBكنيم.اگر  ميرا رسم  AM ي هوميان AHارتفاع  )90

 كدام است؟ AMHمساحت مثلّث 

  با توجه به روابط گفته شده:: حل����
2 4 9 6

2 5 613 7 56 5
2652

4

AH BH CH AH

/
S /BM /

HM

BH

= × = × → == × = × → == × = × → == × = × → =


×××× → = =→ = =→ = =→ = == == == == = 
→ =→ =→ =→ = 
 ====  

  

ضـلع متوسـط ايـن     ي هانداز .است  22, 3ي ميانه و ارتفاع وارد بر وتر به ترتيب ها در يك مثلّث قائم الزاّويه اندازه :مثال����

    است؟مثلّث كدام 

  با توجه به روابط گفته شده:: حل����

3 6AM BC= → == → == → == → =  
2 2 29 8 1 2 4 4 6 2 6HM AM AH BH ,CH AC CH BC AC= − = − = → = = → = × = × → == − = − = → = = → = × = × → == − = − = → = = → = × = × → == − = − = → = = → = × = × → =  

A

B C
H

A

C B
H 8

A

CB
H M 

A

CB
H M 

A B

CD 

P 
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 Nو  Mي  اي به قطر طول مستطيل، ضلع مقابل آن را در دو نقطه واحد، دايره 6و عرض  13در يك مستطيل به طول  :مثال����

  ي اين دو نقطه چند واحد است؟ كند. فاصله قطع مي

  : حل����

محاطي  ي قطر دايره است و زاويه BCقائمه است چون  Mدر رأس  MBCثلث م  

ي   است. حال در مثلث قائم الزاويه ارتفاع وارد  بر  وتر،  واسطه �90به قطر،   رو روبه

  ي ايجاد شده بر وتر است. بنابراين:  هندسي  بين دو قطعه

                2 2 4
6 13 13 36 0 4 9 0

9

x
x( x) x x (x )(x )

x

====
= − ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒= − ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒= − ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒= − ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ 

====
  

4BHكوچكتر يعني  ي بنابراين قطعه   4AMباشد و در نتيجه  مي ==== و به همين ترتيب  ====

4ND 13. در نتيجه ==== 4 4 5MN ( )= − + == − + == − + == − + =.  

ABC ،5در مثلث  :مثال����

2
AC AB==== ،90Â چنـد   ABCاند. مساحت مثلـث   رسم شده AMي  و ميانه AHو ارتفاع  ====

  است؟ AMHبرابر مساحت مثلث 

  : حل����

مشترك اسـت، بنـابراين كافيسـت     AHMو  ABCدر هر دو مثلث  AHارتفاع   

  ها را حساب كنيم: نسبت قاعده

ABC

AHM

S
BC

(*)
S MH

∆∆∆∆

∆∆∆∆
====  

ABبا فرض    x====  وBH y==== :داريم  

2 2 2 2 2 25 9

2 4
BC AB AC x ( x) x= + = + == + = + == + = + == + = +  قضـــيه فيثـــاغورس در =

ــث ABC مثل
→→→→

5

2
AB x , AC x= == == == =  

ــه  ميان

ــث  مثل

3 3

2 4

AM

ABC
BC x BM x⇒ = × → =⇒ = × → =⇒ = × → =⇒ = × → =  

  پس: ي هندسي بين وتر و تصوير همان ضلع روي وتر است، ي قائمه، واسطه الزاويه، هر ضلع زاويه دانيم در هر مثلث قائم مي  

2 2

3

3 2 3 2 1 2
18

12 3 4 3 12

12

x
BC

AB BC.BH x y x y x MH x x x
MH

x

= ⇒ = × ⇒ = ⇒ = − = ⇒ = == ⇒ = × ⇒ = ⇒ = − = ⇒ = == ⇒ = × ⇒ = ⇒ = − = ⇒ = == ⇒ = × ⇒ = ⇒ = − = ⇒ = =  

  است. AMHبرابر مساحت مثلث  ABC ،18توان گفت كه مساحت مثلث  ي (*)، مي براساس رابطه  

A)ˆالزاويه  در مثلث قائم  -10 )ABC= ,cاگر  °90 b,a  طول اضلاع وp2 برابر است با: آن احتمحيط آن باشد، مس  

  

S p(p a) (p b)(p c)= − = − −  
  

A NM D

B
H

C

6

x 13 x−−−−
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x


