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 ::::ا����لا����لا����لا����ل

    ::::تعاريفتعاريفتعاريفتعاريف

 يـا آزمـايش تصـادفي   هاي ممكـن آن مشـخص باشـد، را     اش معلوم نباشد ولي نتيجه داد نتيجه اي كه قبل از رخ آزمايش يا پديده 

 نامند. ميتصادفي  ي هپديد

 دهيم. مينمايش  Sناميم و آن را با  آزمايش تصادفي مي  ي ي نتايج ممكن را فضاي نمونه ي همه مجموعه فضاي نمونه: 

گوييم. در هر آزمايش تصادفي تنها يكي از عضوهاي اين مجموعه رخ  آمد ميرا يك بر Sي ممكن يعني هر عضو  هر نتيجه برآمد: 

 خواهد داد.

گوييم پيشامدي رخ خواهد داد به معناي آن است كه  اي از فضاي نمونه است. در هرحال وقتي مي هر پيشامد زير مجموعه پيشامد: 

 گويند. از برآمدهاي آن رخ خواهد داد. دو پيشامد كه برآمد مشتركي ندارند را ناسازگار مي تنها يكي

 ي آزمايش است.  ي عضوي از آن پيشامد به عنوان نتيجه داد يك پيشامد، وقوع آن پيشامد، يعني مشاهده منظور از رخ 

 گويند.  مطمئن (حتمي) ميرا پيشامد  Sو   را پيشامد ناممكن (نشدني) φ:پيشامد ناممكن و مطمئن 

 انواع فضاي نمونه:انواع فضاي نمونه:انواع فضاي نمونه:انواع فضاي نمونه:

اي ممكن است متناهي يا شمارا نامتناهي يا ناشمارا نامتناهي باشد.  يعني تعداد برآمدهاي فضاي نمونه S ي هتعداد اعضاي مجموع 

نامند. تعداد برآمدهاي  يم» گسسته« ي هآن را فضاي نمون  اي، متناهي يا شمارا نامتناهي باشد، وقتي تعداد برآمدهاي فضاي نمونه

 ي هصورت فضاي نمونه گسسته نيست. (مانند انتخاب عددي در باز اي ممكن است ناشمارا نامتناهي باشد، كه در اين فضاي نمونه

 نامند.) مي» پيوسته« يا هاي، ناشمارا نامتناهي باشد، آن را فضاي نمون ).) (وقتي فضاي نمونه0و  2(

فضاي نمونه   








  

گذاريم.   توپ متمايز وجود دارد. يك توپ به تصادف از آن خارج كرده و بدون مشاهده آن را كنار مي 7اي  مثال: در كيسه ����

 اين آزمايش چند عضو دارد؟ ي نهكنيم. فضاي نمو سپس توپ ديگري را خارج كرده آن را مشاهده مي

 1 (6 2 (7 3 (
 
 
 

7
2

  4 (12 

 حل:  ����
چنان توقع  در دست نيست، پس توقع ما در مورد خروج مهره دوم تغيير نكرده است. يعني ما هم اولچون اطلاعي از خروج مهره  

 عضوي است. 7. پس فضاي نمونه ي معيني شانس خروج ندارد توانيم بگوييم مهره و نمي مهره را داريم 7خروج هر 

 ::::اصول موضوع كولموگروفاصول موضوع كولموگروفاصول موضوع كولموگروفاصول موضوع كولموگروف

را به صورت مقادير حقيقي يك تابع  Sرا براي آزمايشي تصادفي داريم، احتمال پيشامدهاي فضاي  S ي هي نمونوقتي فضا 

 Sهاي  اصل موضوع زير اعداد حقيقي را به پيشامدها، يعني به زير مجموعه 3كنيم كه اين تابع براساس  تعريف مي Pاي  مجموعه

 دهد. نسبت مي

A  يعني: ،ددي نامنفي استاحتمال هر پيشامد ع ::::1111اصل موضوع اصل موضوع اصل موضوع اصل موضوع  S : P(A)∀ ∈ ≥ 0 

P(S) ::::2222اصل موضوع اصل موضوع اصل موضوع اصل موضوع  = 1 

 گاه: دو ناسازگار باشند، آن هپيشامدهاي دوب nAو...و2Aو1A اگر ::::3333اصل موضوع اصل موضوع اصل موضوع اصل موضوع 

1 2 1 2n nP(A A .... A ) P(A ) P(A ) ... P(A )= + + += + + += + + += + + +U U U 
مـدل احتمـال   ي پيشـامدها را   موعـه و مج Pو تـابع   Sموسوم است. فضاي  تابع احتمالتابعي كه در اين اصول صادق باشد، به  

 نامند. مي آزمايش تصادفي

شمارا (گسسته)


 

 ناشمارا (پيوسته)

 متناهي

 نامتناهي
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    عمليات بر روي پيشامدها:عمليات بر روي پيشامدها:عمليات بر روي پيشامدها:عمليات بر روي پيشامدها:

يك ايجاد كرد. در واقع چون پيشامد خود از جنس  به اي يك تناظر يك مدهاي يك آزمايش و عبارات مجموعهتوان بين پيشا مي 

 قبلي ايجاد كرد:توان پيشامدهاي جديدي  با استفاده از تلفيق پيشامدهاي  مي مجموعه است،

B: (Aيا  Aپيشامد وقوع  B)U   پيشامد وقوعA  وB: (A B)I 

 

 

 

 

 

 رخ ندهد): B رخ دهد و A( : Aپيشامد وقوع فقط  )′′′′Aيا  A: )Aپيشامد عدم وقوع 

  
 

 

 

 

 رخ دهد): B رخ ندهد و Aرخ ندهد يا  B رخ دهد و B) :A يا فقط  A پيشامد وقوع فقط 

 

 

 

 

 

 

 اي باشند. نمودار ون پيشامدهاي زير را رسم كنيد: از فضاي نمونهسه پيشامد  C , B , Aمثال: فرض كنيد ����

 يكي از پيشامدها رخ دهد: لااقلب)   پيشامد رخ دهد: 3الف) هر 

 

 

   A B CI I                                             A B CU U 
 

 

 

 د) هيچ يك از پيشامدها رخ ندهد: رخ ندهد: Cاتفاق بيفتد و   B , A ج)

 

     A B CI I                                      A B CI I 
 

 

 

 اتفاق بيفتد: Aفقط  و) نيز رخ دهد: C , Bفاق بيفتد و لااقل يكي از پيشامدهاي ات A) ـه 

 
 

      A (B C)I U         A B C A (B C)= −= −= −= −I I U  
 

A B 

A∩B 

M 

A∆B 

A B 

M 

A B 

M 

BAU 

A B 

A-B 

M 

A 

M 

A′′′′ 

A B 

C 

A B 

C C 

A B 

A B 

C 

B 

C 

A

A B 
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 رخ دهد: B رخ نداد، Aصورتي كه اتفاق بيفتد يا در  Aز) 

 

 

Aاين عبارت در واقع   (B A)−−−−I كه همان  استA BU باشد. مي 

كنـيم.   ريزيم و اگر پشت بيايد، سكه را دوبار ديگر پرتاب مي گاه تاس را مي كنيم. اگر رو بيايد آن اي را پرتاب مي سكه مثال: ����

 مطلوب است تعيين:

   اي اين پيشامد. الف) فضاي نمونه 

 رو بيايد.بار سكه  كه در آن دقيقاً يك Aب) پيشامد  

  طوري كه حداقل دوبار ظاهر شدن پشت در پرتاب سكه را نشان دهد. به Bج) پيشامد  

Aد)   B′′′′IIII 

 حل: ����

S}}}}،ر)1،ر)، (2،ر)، (3،ر)، (4،ر)، (5، ر)، (6(پ،پ،پ)، (ر،پ،پ)، (پ،ر،پ)، (ر،ر،پ)، ({{{{  (الف ====

A}}}}،ر)1،ر)، (2،ر)، (3،ر)، (4،ر)، (5، ر)، (6(ر،پ،پ)، (پ،ر،پ)، ({{{{  (ب ====

B}}}} ، (ر،پ،پ)، (پ،ر،پ)(پ،پ،پ){{{{  (ج ====

′′′′B}}}}،ر)1،ر)، (2،ر)، (3،ر)، (4،ر)، (5، ر)، (6(ر، ر، پ)، ({{{{  (د ====

A}}}}،ر)1،ر)، (2،ر)، (3،ر)، (4،ر)، (5، ر)، (6( {{{{                                  B ====IIII ′ 

طـور   ي را بهها يك را روي يك كارت نوشته و پس از مخلوط كردن كارت 16تر از  هريك از اعداد فرد طبيعي كوچك مثال: ����

 داريم. مطلوب است تعيين: قرعه برمي

 ي تصادفي اي اين تجربه الف) فضاي نمونه 

 باشد. 3كه در آن عدد روي كارت مضرب  Aب) پيشامد  

 كه در آن عدد روي كارت يك رقمي باشد. Bپ) پيشامد  

Aت) پيشامد   BI 

 حل: ����

                {{{{ }}}}3 9 15A , }}}}                         (ب ====, }}}}1 3 5 7 9 11 13 15S , , , , , ,  (الف ====,

{{{{ }}}} {{{{ }}}} {{{{ }}}}3 9 15 1 3 5 7 9 3 9A B , , , , , , ,= == == == =I I )ت                              {{{{ }}}}1 3 5 7 9B , , ,  (پ ====,

 اندازيم مطلوبست تعيين: يك سكه و يك تاس سالم را با هم مي مثال: ����

 كه تاس عدد زوج يا سكه رو بيايد. Aب) پيشامد  اي اين آزمايش تصادفي الف) فضاي نمونه 

BAد)  كه تاس عدد زوج و سكه رو بيايد. Bج) پيشامد   ′′′′′′′′ U 

 حل: ����

S)1) و (ر،2) و (ر،3) و (ر،4) و (ر،5) و (ر،6) و (ر،1) و (پ،2) و (پ،3) و (پ،4،) و (پ5) و (پ،6(پ،{  : الف====}

A )2) و (ر،4) و  (ر،6) و (ر،2) و (پ،4) و (پ،6) و (پ،1) و (ر،3) و (ر،5(ر،{  : ب====}

B)2) و (ر،4) و (ر،6(ر،{  : ج====}

A )1) و (پ،3) و (پ،5(پ،{ {′′′′  : د====

B)1) و (ر،3) و (ر،5) و (ر،1پ،) و (2) و (پ،3) و (پ،4) و (پ،5) و (پ،6(پ،{ {′′′′ ==== 

A)1) و (پ،2) و (پ،3) و (پ،4) و (پ،5) و (پ،6) و (پ،1) و (ر،3) و (ر،5(ر،{ B {′ ′′ ′′ ′′ ′ ====U 

A B 
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9035ارقام  مثال: ����  را درنظر بگيريد. مطلوب است تعيين: ,,,

 كه شامل تمام اعداد دو رقمي بدون تكرار باشد. Sاي  الف) فضاي نمونه 

 باشد. 5آن كه اعداد دورقمي مضرب   Aب) پيشامد  

 باشد. 50آن كه اعداد دو رقمي بزرگتر از  Bج) پيشامد  

BAد) پيشامد   ′′′′I 

 حل: ����

 الف) 

{{{{ }}}}959390595350393530 ,,,,,,,,S ==== 

 هستند. 5شوند، مضرب  ختم مي 5ب) اعدادي كه به صفر يا  

{{{{ }}}}9590503530 ,,,,A ==== 

 ج) 

{{{{ }}}}9593905953 ,,,,B ==== 

 كنيم. را مشخص مي ′′′′Bد) ابتدا  
{{{{ }}}}50393530 ,,,B ====′′′′ 

{{{{ }}}}503530 ,,BA ====′′′′I
 

 حداقل يكي موجود باشد چند عضو دارد؟  bو  aنفر پيشامد آن كه از بين دو نفر  7مثال: در انتخاب سه نفر از بين  ����

 1 (25 2 (20 3 (15 4 (10 

 حل:  ����
7 5

35 10 25
3 3

            
− = − =− = − =− = − =− = − =            

            
 

 
 كدام موجود نباشد.حالتي كه هيچ
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    ))))احتمال كلاسيكاحتمال كلاسيكاحتمال كلاسيكاحتمال كلاسيك((((    ::::احتمال هم شانس (متساوي الاحتمال) در فضاي گسستهاحتمال هم شانس (متساوي الاحتمال) در فضاي گسستهاحتمال هم شانس (متساوي الاحتمال) در فضاي گسستهاحتمال هم شانس (متساوي الاحتمال) در فضاي گسسته

 Sهستند. اگر  Aبرابر با مجموع احتمال برآمدهايي است كه در  P(A)باشد،  Sي  ي گسسته نمونه پيشامدي از فضاي Aاگر  

برآمد باشد و تابع احتمال به هر برآمد عدد nداراي 
n
نواخت يا متساوي الاحتمال  اي حاصل را يك را نسبت دهد، فضاي نمونه 1

mگاه باشد، آن برآمد mمتشكل از  Aنامند. اگر در اين فضا پيشامد  مي
P(A)

n
ن آرا احتمال  A(در واقع فراواني نسبي پيشامد  =

در اين فضا برابر است با: Aكنيم.) لذا احتمال رخ دادن پيشامد  مي تعريف
 )S(n

)A(n
)A(P ==== 

  بيايد، كدام است؟  5كه مجموع  كنيم، احتمال آن با هم پرتاب مي تاس را مثال: دو ����

 حل:  ����

{{{{ }}}}1 4 2 3 3 2 4 1

6 6 36

4 1

36 9

A ( , ), ( , ), ( , ),( , )

S

P(A)

====

= × == × == × == × =

= == == == =

 

ي انتخـاب شـده بتـوان يـك      نقطـه  4كنيم. احتمال آن كه با  زير، چهار نقطه به تصادف انتخاب مي ي نقطه 10مثال: از ميان  ����

 چهارضلعي ساخت كه روي هر خط فقط يك رأس چهارضلعي قرار داشته باشد، كدام است؟

 

 حل:  ����

 كنيم: انتخاب مي ها يكي از رئوس را از هر كدام از خط 

   

1 2 3 4

1 1 1 1

10

4

P(A)

                        
                        
                        ====

    
    
    

 

 تر باشد، چقدر است؟ شوند، احتمال آن كه عدد تاس سفيد بزرگ دو تاس قرمز و سفيد پرتاب مي  مثال: ����

 حل: ����

 تر است، مطلوبند: سفيدشان بزرگ هايي كه مؤلفه زوج مرتب 

    
36 6

152

36 36
P(A)

−−−−

= == == == = 

كه اين دو  ها دو لنگه كفش انتخاب شود، احتمال اين ت كفش متمايز وجود دارد، هرگاه از ميان آنجف 10مثال: در اتاقي  ����

 جفت كفش تشكيل دهند، كدام است؟  لنگه كفش يك

          ها مطلوب است يك جفت را انتخاب كنيم: از بين جفتحل:  ����
10

1

20

2

P(A)

    
    
    ====
    
    
    

 

 سكه پشت بيايد چقدر است؟ 3سكه رو يا فقط  3ال آنكه فقط سكه با هم احتم 4مثال: در پرتاب  ���� 

 حل:  ����

4

4 4 8 1

16 22
P(A)

++++
= = == = == = == =  A ={(ر، پ، پ، پ)،          (پ، ر، ر، ر)}     =

 × 4جايگشت پ             × 4جايگشت ر                             

• • • • • •• • • • • •• • • • • •• • • • • •

• • • • • •• • • • • •• • • • • •• • • • • •

• • • • • •• • • • • •• • • • • •• • • • • •

• • • • • •• • • • • •• • • • • •• • • • • •

• • • • • •• • • • • •• • • • • •• • • • • •

• • • • • •• • • • • •• • • • • •• • • • • •

 قرمز

 

 سفيد

5

2
3

6

1

4

52 3 61 4
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 گيرد؟ مي با كدام احتمال رئيس مقابل معاون قرار نشينند. مي كارمند دور يك ميز گرد 4مثال: رئيس و معاون و  ����

1روي رئيس مطلوبست:  مانده، مكان روبه مكان باقي 5رئيس در هر مكاني قرار گيرد، از حل:  ����

5
P(A) ====  

 

 
 

هـاي سـفيد باشـد     استر از ت عدد تاس قرمز كوچك كه ريزيم. احتمال آن مي دو تاس سفيد و يك تاس قرمز متمايز را مثال: ����

 چقدر است؟

 حل:  ����

  هاي سفيد تاس تاس قرمز

 باشند 6تا  2توانند از  مي 5××××5 1

 باشند 6تا  3توانند از  مي 4××××4 2

 باشند 6تا  4توانند از  مي 3××××3 3

 باشند 6تا  5توانند از  مي 2××××2 4

 باشند 6توانند  فقط مي 1××××1 5
 

را  7و 6و 5و 4و 2ارقام  ي هرقمي حاصل از جايگشت تركيبات مجموع 3سان اعداد مثال: بر روي هر يك از چند كارت يك ����

 آوريم. احتمال آنكه دو رقم از ارقام عدد خارج شده فرد باشد چقدر است؟ مي نوشته و به تصادف كارتي بيرون

 .رقم از بين ارقام فرد و يك رقم از بين ارقام زوج انتخاب كرده و بچينيم 2مطلوب است حل:  ����
2 3

3
2 1 3

5 10
3

3

!

P(A)

!

        
××××        

        = == == == =
    

××××    
    

 

 آبي متمايز قرار دارد. ي همهر 7سفيد متمايز و  ي همهر 3قرمز متمايز،  ي همهر 5اي  مثال: در كيسه ����

 كه يكي سفيد و يكي قرمز باشد، چقدر است؟ كنيم. احتمال آن مي الف) دو مهره از كيسه خارج

        

3 5

1 1

15

2

P(A)

        
        
        ====
    
    
    

 

 كه فقط يكي قرمز باشد، چقدر است؟ كنيم. احتمال آن مي از كيسه خارجب) دو مهره 

                    

5 10

1 1

15

2

p(A)

            
            
            ====
    
    
    

 

 كه حداقل يكي قرمز باشد، چقدر است؟  كنيم. احتمال آن مي ج) دو مهره از كيسه خارج
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1 1 2

15

2

P(A)

                    
++++                    

                    ====
    
    
    
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 كه يكي سفيد و يكي قرمز باشد، چقدر است؟ كنيم. احتمال آن مي ن جايگذاري از كيسه خارجد) دو مهره متوالياً و بدو
 چون ترتيب خروج مهم است 

3 5
2

1 1

15 14

1 1

!

P(A)

            
××××            

            ====
            
            
            

 

 كه يكي سفيد و يكي قرمز باشد، چقدر است؟ كنيم. احتمال آن مي ) دو مهره متوالياً و با جايگذاري از كيسه خارجـه
 مهم است چون ترتيب خروج 

     چون مهره خارج شده مجدداً به جعبه بازگشته است

3 5
2

1 1

15 15

1 1

!

P(A)

            
××××            

            ====
            
            
            

 

هيچ دو (نوشته شده است در درون ظرفي قرار دارند  10تا  1هاي يكي از اعداد  مثال: ده كارت كه بر روي هر كدام از آن ����

به تصادف و بدون جايگذاري بيرون بياوريم احتمال آن  هاي موجود در ظرف را ي يكسان ندارند). اگر كارت كارتي شماره

 كدام است؟ )نه لزوماً بلافاصله(بيرون آيند  2قبل از  6و  6قبل از  4كه 

 حل:  ����

مطلوب است. لذا همواره  462حالت جايگشت دارند كه حالت  3: اين سه رقم در هر جايگاهي كه قرار بگيرند، نسبت بهم !1راه 

1بست: حالت مطلو 6يكي از 

6
P ==== 

 شوند. دلخواه چيده مي صورت به رقم 7چينيم. بقيه  : ابتدا مكان اين سه رقم را تعيين كرده و سپس طبق ترتيب گفته شده مي2راه 

 

10 10 9 87
3 13

10 10 9 8 6

!
!

P(A)
!

     × ×× ×× ×× ×××××    
    = = == = == = == = =

× ×× ×× ×× ×
 

روزي نباشد،  365در يك روز يكسان از سال  ها كه روز تولد هيچ دو نفري از آن گيريم. احتمال آن مي نفر را در نظر n مثال: ����

 چقدر است؟

 حل:  ����

 و ... 364روز براي انتخاب دارد. نفر دوم  365نفر اول  

365 364 365 1

365n

...( n )
P(A)

× × − +× × − +× × − +× × − +
==== 

شـوند. بـا    نفر براي انجام آزموني معرفي مـي  3داوطلب گروه تجربي، به تصادف  3داوطلب گروه رياضي و  5مثال: از بين  ����

 ال دو نفر از معرفي شدگان، از گروه رياضي است؟كدام احتم

 حل:  ����

 حتماً نفر سوم تجربي و در غير اين صورت ممكن است سه نفر رياضي شوند.  و بايد دو نفر رياضي باشند 
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            
            

××××           = = == = == = == = =
× ×× ×× ×× ×    

     ××××    
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1هاي  مثال: در ظرفي پنج مهره با شماره ���� 2 3 4 5, , , آوريم. با كدام احتمال مجموع  ه باهم بيرون ميقرار دارند. دو مهر ,

 هاي اين دو مهره عدد فرد است؟ شماره

 حل: ����

 ها فرد باشد. بايد يكي زوج و ديگري فرد باشد. كه مجموع شماره براي آن 

3 2

1 1 6 3
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            
            
            = = == = == = == = =
    
    
    

 

    ::::الاحتمال) در فضاي گسستهالاحتمال) در فضاي گسستهالاحتمال) در فضاي گسستهالاحتمال) در فضاي گسسته    متساويمتساويمتساويمتساوياحتمال غير هم شانس (غيراحتمال غير هم شانس (غيراحتمال غير هم شانس (غيراحتمال غير هم شانس (غير

}ي ماا ه پيشامدها داراي شانس اتفاق افتادن برابر نباشند) فرض كنيد فضاي نمونهدر حالت كلي (حالتي ك  }nS e ,e ,...,e= 1 2 

}ي عضو باشد. به هر پيشامد ساده nشامل  }ke يك عدد حقيقي{ }kp( e }كه احتمال پيشامد ( }ke دهيم. اين  است، نسبت مي

 عدد بايد تحت شرايط زير انتخاب گردد:

{ }
n

i
i

P( e )

=

=∑
1

}  (ب 1 }kp( e )≤ ≤0  (الف1

}اعداد  }( ) { }( ) { }( )np e ,...,p e ,p e2 گويند و اگر دو شرط  مي تخصيص احتمال مقبولكنند،  در شرايط بالا صدق مي را كه 1

 .تخصيص احتمال مجاز نيستبالا صادق نباشد، 

داراي احتمال بردن مساوي هستند و شانس بردن هركدام از  Bو  Aدهند.  با هم مسابقه مي Cو  Bو  Aمثال: سه شناگر  ����

 ببرد كدام است؟ C يا Bكه  است. احتمال آن Cها دو برابر  آن

 حل:   ����
    

5

1
1512212 ====→→→→====→→→→====++++++++→→→→====++++++++→→→→======== )C(P)C(P)C(P)C(P)C(P)C(P)B(P)A(P)C(P)B(P)A(P

 

2 2 1 3

5 5 5 5
P(B) P(B C)→ = → = + =→ = → = + =→ = → = + =→ = → = + =U 

هايي است كه روي آن حك شده است. احتمال  همگن، متناسب با تعداد خالمال رو شدن هر وجه از يك تاس غيرمثال: احت ����

 كه در يك بار پرتاب آن، عدد اول ظاهر شود، چقدر است؟ آن

 حل:  ����
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 طول

 طول

 حجم

 حجم

    (ناشمارا  نامتناهي)(ناشمارا  نامتناهي)(ناشمارا  نامتناهي)(ناشمارا  نامتناهي)    ::::احتمال در فضاي پيوستهاحتمال در فضاي پيوستهاحتمال در فضاي پيوستهاحتمال در فضاي پيوسته

ها، احتمالي كه به  ي برآمدها عملي نيست. در بيشتر اين حالت وقتي فضاي نمونه ناشمارا نامتناهي باشد، تخصيص احتمال به همه 

ها صفر نيست از روي برآمدها  ل پيشامدهايي كه احتمال آندهند بايد برابر صفر باشد و تعيين احتما نسبت مي ها هريك از برآمد

 مشكل خواهد شد. 

تواند مورد بررسي  چه مي اي يا پيشامد ميسر نيست ولي آن واضح است كه در اين حالت ديگر شمارش تعداد عناصر فضاي نمونه 

ي فضاي پيشامد به  اين حالت نسبت اندازه هاي فضايي است. در ها، مساحت سطوح و حجم شكل طول بازه» ي اندازه«قرار گيرد، 

 كند. اي احتمال وقوع پيشامد را مشخص مي ي فضاي نمونه اندازه

               

A
P(A) A,S IR

S

A
P(A) A,S IR

S

= ⊆

= ⊆ 3
 

]ي را به تصادف در فاصله αي مثال: اگر زاويه ���� , ]π0 كه انتخاب كنيم. احتمال آنSin cosα < α  باشد، چقدر است؟ 

 حل:  ����

چون در بازه  
4

Sin Cos : [ , ]
ππππ

α < αα < αα < αα < α o :14است پس

4

A

S

L
P(A)

L

ππππ

= = == = == = == = =
ππππ

 

ABCدر مثلث  مثال: ����
∆

Âي زاويه  = 45o هاي  و زاويهB  وC كه مثلث شوند. احتمال اين به تصادف انتخاب ميABC
∆

 

 منفرجه الزاويه باشد، چقدر است؟

45          حل:       ���� 135A B C= ° → + = °= ° → + = °= ° → + = °= ° → + = ° 

 پذير است: حالت امكان 2را متغير فرض كنيم  B اگر 
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2

135

4545

90045

90135
====

++++
====→→→→





°°°°>>>>→→→→>>>>≥≥≥≥

°°°°>>>>≥≥≥≥
)A(P

CB

B 

,x)ي  مثال: نقطه���� y) را به تصادف از درون مثلثي به رئوس( , ), ( , ), ( , )1 3 1 0 0 كنيم چقدر احتمال دارد  انتخاب مي 0

yكه x> باشد؟  

 حل:  ����
3 1 1 1

1 22 2
1

3 1 3 3

2

P(A)

× ×× ×× ×× ×
−−−−

= = − == = − == = − == = − =
××××

 

 

كه اين نقطه به مركز  كنيم. احتمال اين في بر روي سطح آن انتخاب مياي به طور تصاد گيريم، نقطه  اي را در نظر مي دايره  مثال:����

     تر تا محيط دايره باشد، كدام است؟  آن نزديك

 حل:  ����

چون نقطه بر روي سطح انتخاب شده است، لذا با خطي فرض كردن تغييرات  

 تر باشد تا به محيط دايره، سطح در واقع مطلوب است نقطه به مركز دايره نزديك

اي به شعاع  يعني مطلوب است نقطه داخل دايره
2

R .قرار داشته باشد 

2

2
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4

R
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P
R

ππππ
= == == == =

ππππ
 

R
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2
A
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(((( )))),1 0(((( )))),0 0

y x====

 مساحت

 مساحت

A
P(A)

S
= A,S IR⊆ 2
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شوند احتمال آن كه با سه پاره خط حاصل بتوان  به تصادف در نظر گرفته مي N,Mي  دو نقطه ABمثال: بر روي پاره خط ����

 مثلثي ساخت كدام است؟

 حل:  ����

0xي نمونه فضا  xهايي است كه:  yو  <<<< y L+ <+ <+ <+ < 

 خط تشكيل مثلث دهند.) (بايد قطعات ايجاد شده روي پاره فضاي مطلوب: 

   

1

4
P(A) ====

2

2

2

L
L (x y) x y x y

L
x y (L x y) x

L
y x (L x y) y


− + < + → < +− + < + → < +− + < + → < +− + < + → < + 




< + − − → < ⇒< + − − → < ⇒< + − − → < ⇒< + − − → < ⇒



< + − − → << + − − → << + − − → << + − − → < 


 

x)ي  مثال: نقطه���� , y) رأس  3لثي با درون مث),(,),(,),( ooo433 شود، با كدام احتمال اين نقطه روي  به تصادف انتخاب مي

 گيرد. هاي مثلث قرار مي يكي از ميانه

 حل:  ����

تر از فضاي نمونه برابر صفر است. اين  احتمال وقوع پيشامدي با بعدي كم

 نامند. پيشامدها را تقريباً غيرممكن مي

 

دقيقه منتظر  10صبح در آزمايشگاهي حاضر شوند. هر كدام زودتر رسيدند  8و  7ر گذاشتند بين ساعت مثال: دو نفر قرا����

 كند. با كدام احتمال اين دو نفر قبل از شروع يكديگر را ملاقات كنند؟ ماند وگرنه كار خود را شروع مي ديگري مي

 حل:  ����

)، 7نسـبت بـه سـاعت    فرض كنـيم (  yو نفر دوم را  xاگر زمان رسيدن نفر اول را 

|10دقيقه باشد پس  10تر از  كمي دو نفر  خواهيم فاصله مي x y |− <− <− <−  لذا: >

10 10 10 10x y x y x− < − < → − < < +− < − < → − < < +− < − < → − < < +− < − < → − < < + 
 پس فضاي مطلوب قسمت هاشور خورده است: 

36
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6060

2

5050
26060

2 ====−−−−====
××××

××××
××××−−−−××××

==== )()A(P 

اسـت، پرتـاب    cm6بر روي ضلع شـطرنجي مقابـل كـه هـر ضـلع آن       5/0مثال: يك سكه به شعاع ����

 هاي سفيد قرار بگيرد، كدام است؟ درون مربعكاملاً ايم. احتمال آنكه سكه  نموده

 

 حل:  ����

باشد، اما در مورد فضاي  ملاك قرار گرفتن سكه روي صفحه مركز سكه مي

مطلوب بايد كل سكه داخل ناحيه سفيد باشد.لذا مكان مركز سكه به صورت 

 .استمطلوب مقابل  هاشورخورده
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= == == == =

××××
 

A

M′′′′
M′′′′′′′′

CB
M

2

L
y ====

L

2

L
x ====

L

0 5/ 1 0 5/

0 5/

××××××××
M N

x y l x y− −− −− −− −

60

10

10 60

10y x= −= −= −= −

10y x= += += += +
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 است؟ 4/0تر از  شوند. با كدام احتمال نسبت اين دو عدد كم انتخاب مي 2مثال: دو عدد به تصادف بين صفر و ����

 حل:  ����
 

0
0 4 0 4

yx
/ x / y

y

>>>>< → << → << → << → <
 

0
0 4 0 4

yy
/ y / x

x

>>>>< → << → << → << → <

 
2

0 4 0 8 0 8 1 6
0 8 0 4

2 42

y / x / / /
y / P(A) /

x

==== ++++
⇒ = ⇒ = = =⇒ = ⇒ = = =⇒ = ⇒ = = =⇒ = ⇒ = = =

====
 

 

شود. اگر فردي  اي نمايان مي دقيقه يك بار، متناوباً لحظه 10هر  7گر، تصوير مورد نظر از ساعت  نمايشمثال: در يك تابلو ����

  شود؟ دقيقه معطل مي 4تر از  مقابل اين تابلو قرار گيرد، با كدام احتمال براي رؤيت اين تصوير كم 8:20تا  8بين ساعت 

 حل:  ����

 وارد شود. 20/8تا  16/8ي  در بازه يا 10/8تا  06/8اين فرد يا بايد در بازه  

   
4 4 8 2

20 20 5
P

++++
= = == = == = == = =

 
 

0axي  مثال: در معادله���� b+ =+ =+ =+ 1ي  به طور تصادفي از بازه a، ضريب = 2[ , 1ي  به تصـادف از بـازه   bو ضريب  [ 1[ , انتخـاب   −−−−[

1تر از  واب معادله كمكه ج شوند. احتمال اين مي

2
 باشد، كدام است؟ 

 حل:  ����

1

2 2

b a
x b

a
= − < ⇒ − <= − < ⇒ − <= − < ⇒ − <= − < ⇒ − < 

در نظر بگيريم   xرا  aو  yرا  bاگر 
2

x
y > −> −> −> را رسم مي كنيم كه بالاي خـط مـورد نظـر     −

 است. حال كافي است سطح مطلوب را بر سطح كل تقسيم كنيم.  

1 1
2 1

1 72 2 1
2 8 8

P

− × ×− × ×− × ×− × ×
= = − == = − == = − == = − = 

دقيقـه اسـت. بـا كـدام      7/3و  2/1العمل نشان دهد، بـين   مثال: زمان تصادفي كه يك حيوان نسبت به داروي خاصي عكس����

 دقيقه است؟ 1/2تر از  العمل اين حيوان نسبت به اين دارو، كم احتمال، عكس

 حل:  ����

ور اعـداد حقيقـي رسـم كنـيم،     العمـل را روي مح ـ  ي زماني براي نشان دادن عكس  اگر بازه 

 صورت مقابل است: به

دقيقـه   1/2تـر از   العمـل كـم   كه پيشامد مطلوب اين است كه زمان عكـس  دقيقه است، حال آن 5/2يعني طول پيشامد فضاي نمونه  

 دقيقه است. بنابراين احتمال مورد نظر برابر است با: 9/0باشد، يعني طول فضاي مطلوب 

 0 9
0 36

2 5

/
P(A) /

/
= == == == = 

2x ====
2y ====

0 4y / x====

0 8/

1 0 8S /====
21

�

1

0 4x / y====
0 8/

y

2 0 8S /====

�

2

a

b

••••

••••

1

1−−−−

2

 فضاي نمونه 

0 1 2/ 2 1/ 3 7/

8 8 10/ 8 20/
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 قوانين احتمال:قوانين احتمال:قوانين احتمال:قوانين احتمال:

≥P(A)براي تمام پيشامدها:  ≤0 P(S) و  (پيشامد حتمي (مطمئن))   1 = )Pو  (پيشامد ناممكن (نشدني))   1 )φ = 0 )1 

) ها: قانون جمع احتمال ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B= + −U I )2 

P(Aدو پيشامد ناسازگار باشند:  Bو  Aاگر  B) =0I :و لذا)B(P)A(P)BA(P +=U 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P A B P A C P B C P A B C= + + − − − +U U I I I I I )3 

P(A ) P(A)1′′′′ = −= −= −= − )4 

P(A B) P(A) P(A B)I− = −− = −− = −− = − )5 

 2 2P(A B) P(A B) P(A B) P(A) P(B) P(A B) P(A B) P(A) P(B)∆ = − = + − = − −∆ = − = + − = − −∆ = − = + − = − −∆ = − = + − = − −U I I U )6 

 (((( ))))P(A B ) P (A B) P(A) P(B) P(A B)I U I1′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′= = − − += = − − += = − − += = − − + )7 

2كه شخصي در امتحان رياضي قبول شود برابر مثال: احتمال اين ����
1كه در امتحان فيزيك قبول شود برابر و احتمال اين 3

و  4

1ر دو درس قبول شود برابركه در ه احتمال اين
 كه در هيچ يك از دو امتحان قبول نشود، چقدر است؟ است. احتمال اين 6

 حل:       ����

                               P( ) P( ) P( ) P( )I I
2 1 1 3 1

1رفر ر1 ف ف
3 4 6 12 4

′′′′ ′′′′ = − − + = − − + = == − − + = − − + = == − − + = − − + = == − − + = − − + = = 

 شد چقدر است؟فرزند يك خانواده حداقل تولد دو نفرشان از لحاظ روزهاي هفته مثل هم با 3مثال: احتمال اين كه از بين ����

 حل:       ����
7 6 5 19

1
7 7 7 49

× ×× ×× ×× ×
= − == − == − == − =

× ×× ×× ×× ×
1P(A)تايي مثل هم نباشند) 2(هيچ  P= −= −= −= − 

},,,,{ي اعداد طبيعي  مثال: از مجموعه���� 300321 K 7كنيم. با كدام احتمال اين عدد بر  يك عدد به تصادف انتخاب مي 

 ؟نيستپذير  بخش 11پذير است و بر  بخش

 حل:  ����

300تعداد اعداد بخش پذير بر هفت 
42

7

    
====    

    
 

42 3 39= − == − == − == −    ⇒⇒⇒⇒11ناپذير بر  و بخش 7پذير بر  تعداد اعداد بخش=

39
0 13

300
P(A) /⇒ = =⇒ = =⇒ = =⇒ = 300فت و يازده تعداد اعداد بخشپذير بر ه                                            = 300

3
777 11,

         
= == == == =                              

 

در اين عدد ظاهر  2ايم. با كدام احتمال، لااقل يك بار رقم  مثال: از بين اعداد طبيعي سه رقمي، به تصادف يك عدد برداشته����

 شده است؟

 حل:  ����

 9 10 10 9 10 10 900n(S)= = = × × == = = × × == = = × × == = = × ×  رقمي  3تعداد اعداد =

 8 9 9 8 9 9n(A )′′′′= = = × ×= = = × ×= = = × ×= = = ×  2رقمي فاقد  3تعداد اعداد ×

 
 

  9 10 10 8 9 9 8 9 9
1

9 10 10
P(A)

× × − × × × ×× × − × × × ×× × − × × × ×× × − × × × ×
⇒ = = −⇒ = = −⇒ = = −⇒ = = −

× ×× ×× ×× × 9
1 0 72 0 28

10 10
/ /= − == − == − == − =

× ×× ×× ×× ×
 

9 10 10n(s) = × ×= × ×= × ×= × ×
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نفر از اين تاجرين،  8اند.  بار سفر كرده نفر براي اولين 12نفر آنان تاجر و  23نفرند كه  72مثال: تعداد مسافرين در يك هتل ����

رد نه تاجر است و نه اولين اند. اگر فردي به تصادف از بين آنان انتخاب شود، با كدام احتمال اين ف بار سفر كرده براي اولين

 بار سفر كرده است؟

 حل:  ����

 اند. نفر براي اولين بار سفر كرده 8  

                     
تاجر  23

 اند نفر براي اولين بار سفر نكرده 15 

 اند نفر براي اولين بار سفر كرده 4  

         
نفر تاجر نيستند 49 

 دان نفر براي اولين بار سفر نكرده 45 
45 5

72 8
P = == == == = 

كنيم.  مهره به تصادف خارج مي 3ي آبي وجود دارد. از اين كيسه  مهره 3ي قرمز و  مهره 4ي سياه و  مهره 3اي  در كيسه مثال:

 (مثلاً هر سه قرمز نباشند) ؟نباشندرنگ داراي يك سه مهره  هر كه مطلبوست احتمال آن

 حل: ����

3 4 3

3 3 3 19
1

10 10 11 20

3 3 3

( )

                    
                    
                    − + + =− + + =− + + =− + + =
                    
                    
                    

 

 استقلال دو پيشامد:استقلال دو پيشامد:استقلال دو پيشامد:استقلال دو پيشامد:

 :صورت گوييم، كه در اين مي Bرا مستقل از  Aنباشد،  مؤثر Aداد پيشامد در رخ Bداد پيشامد خاگر آگاهي از ر 

P(A B) P(A)P(B)=I اگر تساوي اخير هم برقرار باشد، دو پيشامد .A  وB  مستقل خواهند بود. (اين قضيه به چند پيشامد

 نيز قابل تعميم است.)

درپي و با جايگذاري از  مهره به تصادف و پي 3ي قرمز وجود دارد.  مهره 2ي سبز و  مهره 3ي آبي و  رهمه 4اي  در كيسه مثال:����

ي اول آبي، دومي سبز و سومي آبي باشد؟ اگر اين عمل را بدون  كنيم. چقدر احتمال دارد مهره اين كيسه خارج مي

 سبز و سومي آبي باشد؟اول آبي و دومي  ي جايگذاري انجام دهيم، چقدر احتمال دارد مهره

 كنيم: ها را در هم ضرب مي پيشامدها، احتمال دليل استقلال به حل: ����

4 3 4 16

9 9 9 243
× × =× × =× × =× ×  قسمت اول:  =

4 3 3 1

9 8 7 14
× × =× × =× × =× ×  قسمت دوم: =

ام احتمال دو فرزنـد  با كدبا انتخاب يكي از فرزندان، مشاهده شده آن فرزند پسر است. ي سه فرزندي،  مثال: در يك خانواده����

 ديگر دختر است؟ 

 كه هر دو فرزند دختر باشند، عبارت است از:  باشند، لذا احتمال آن مانده مستقل از فرزند انتخاب شده مي چون دو فرزند باقيحل:  ����

 دومي دختر

1 1

2 2
P(A)

↑↑↑↑

↓↓↓↓

= ×= ×= ×= × 

 اولي دختر

1584

45
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        ::::اياياياي    احتمال دو جملهاحتمال دو جملهاحتمال دو جملهاحتمال دو جمله

 ي هر امتحان دو برآمد دارد. ناميم و فضاي نمونه ميهاي دو حالته را امتحان  آزمايش

1qو شكست  pاگر احتمال پيروزي در يك آزمايش دوحالته  p= −= −= −= بار پيروز  xبار تكرار اين آزمايش  Nكه در باشد، احتمال آن −

1xشويم برابر است با:   N xN
p ( p)

x

−−−−    
−−−−    

    
 

در حالت خاص 
2

1
======== qp فرمول به صورت: N)(

x

N

2

1







 ي متوالي يك خانوادهها (مانند پرتاب متوالي سكه يا بچه .آيد ميدر( 

 دختر داشته باشد، كدام است؟  4كه اين خانواده حداكثر  فرزند است. احتمال اين 5اي داراي  مثال: خانواده ����

 حل:        ����

55 1 31
1

5 2 32
( )

    
= − == − == − == − =    

    
1دختر)  5( P= −= −= −=  Pدختر) 4(حداكثر −

 % باشد؟  99مثال: يك سكه را حداقل چند بار بايد پرتاب كنيم تا احتمال آمدن اقلا يك شير بيش از  ����

 حل:       ����

1بار 7حداقل  1
7

2 100

n( ) n→ < → ≥→ < → ≥→ < → ≥→ < → ≥
1 99 1

1 1
0 2 100 100

nn
( )

    
= − > = −= − > = −= − > = −= − > = −    

    
 Pر)(اقلاً يك شي= P-1(اصلاً شير نيايد) 

 اندازيم تا براي سومين بار رو بيايد. احتمال آن كه در دهمين پرتاب به اين منظور برسيم كدام است؟ اي را آن قدر مي مثال: سكه ����

 حل:                                                     ����
�

9 10

10 8

9 91 1 1 36 9 9

2 22 2 2 2562 2
( )

                 
= × = = = == × = = = == × = = = == × = = = =                 

                
�����

 P(در دهمين پرتاب) 

    بار رو بيايد 2بار اول،  9بار دهم رو بيايد  در                             

ي اين كارخانه لااقـل   كالاي خريداري شده 4اند. با كدام احتمال از  اي مرغوب مثال: هفتاد و پنج درصد محصولات كارخانه����

 يك كالا مرغوب است؟

 حل:  ����

25

100
75(خراب) ====

100
P= ⇒= ⇒= ⇒=  تذكر →→→→P(مرغوب)  ⇒

1(همه كالاها خراب)  P= −= −= −=  Pكالا مرغوب) 4(لااقل يك كالا از  −

4 4 4 44 25 25 1 1 255
1 1 1 1 1

4 100 100 4 256 256
( )( ) ( ) ( )−−−−= − − = − × = − == − − = − × = − == − − = − × = − == − − = − × = − = 

 اند. با كدام احتمال لااقل دو نفر از آنان دختر است؟ نوزاد در يك روز متولد شده 5مثال: در يك بيمارستان ����

 حل:  ����

1كه احتمال متولد شدن دختر برابر احتمال متولد شدن پسر و برابر  اينبا توجه به  

2
P  اي داريم:است لذا طبق توزيع احتمال دوجمله ====

2n

n

k

    
    
    ====  ًدقيقا)k بار رخ داد پيشامدA   درn آزمايشP( 

5 5

5 5

0 1 1 5 6 13
1 1 1

32 32 32 162 2
)) ( )

                
                
                = − + = − + = − == − + = − + = − == − + = − + = − == − + = − + = − =
    
        
    

(دختر يك P(++++1هيچ دختر (P(= −= −= −=  ⇒⇒⇒⇒)Pنوزاد 5دختر از  2(حداقل  −

 


