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���:  
  بازه (فاصله): 

[a ,b] ي بسته از  را بازهa  تاb نامند و  ميa  وb نامند و داريم:  را ابتدا و انتهاي بازه مي  

[a ,b] {x | x IR , a x b}= ∈ ≤ ≤= ∈ ≤ ≤= ∈ ≤ ≤= ∈ ≤ ≤  
a]هاي  بازه ,b)  و(a ,b] نامند.  باز مي هايي نيم را بازه  

[a ,b) {x | x IR , a x b}= ∈ ≤ <= ∈ ≤ <= ∈ ≤ <= ∈ ≤ <  

(a ,b] {x | x IR , a x b}= ∈ < ≤= ∈ < ≤= ∈ < ≤= ∈ < ≤  

a]هاي  بازه , )+ ∞+ ∞+ ∞+ )و  ∞ ,a]−∞−∞−∞−∞ نامند.  باز مي هاي نيم را نيز بازه  

[a , ) {x | x IR , x a}∞ = ∈ ≥∞ = ∈ ≥∞ = ∈ ≥∞ = ∈ ≥  

( ,a] {x | x IR , x a}−∞ = ∈ ≤−∞ = ∈ ≤−∞ = ∈ ≤−∞ = ∈ ≤  

a)ي  بازه ,b) ناميم.   ي باز مي را بازه  

(a ,b) {x | x IR , a x b}= ∈ < <= ∈ < <= ∈ < <= ∈ < <  
a)هاي  بازه , )و  ∞∞∞∞( ,a)−∞−∞−∞−∞نامند.   هاي باز مي را نيز بازه  

  ( ,a) x | x IR , x a}−∞ = ∈ <−∞ = ∈ <−∞ = ∈ <−∞ = ∈ <  (a , ) x | x , x a}∞ = ∈ >∞ = ∈ >∞ = ∈ >∞ = ∈ >ℝ  
  

  تابع:  

دقيقاً يك عضو از  Aاي بين اين دو مجموعه است كه در آن به هر عضو از  رابطه Bي  مجموعه به Aي  يك تابع از مجموعه  

B شود.  نظير مي  

  بيان زوج مرتبي:

هاي مرتب داده شده باشد، هنگامي اين مجموعه تابع است كه هيچ دو زوج مرتب متمايزي در  صورت زوج اگر يك رابطه به  

  ي دوم متمايز نباشند.  هي اول يكسان و مؤلف آن داراي مؤلفه

a)(دو زوج    ,b)  و(c ,d)  مساوي هستند هرگاهa b====  وc d====ناميم.) ها را متمايز مي ، در غير اين صورت آن  

  

  اند؟  كدام bو  aمقادير ي زير يك تابع است،  اگر بدانيم رابطه :مثال����  

1 2 5 2 2 3 3 5 5 3{(a , ) , ( ,a ) , (a ,b ) , ( , ) , ( , )}− − − +− − − +− − − +− − − +  
  :حل�  

  

  ي دوم متمايز باشند. ي اول يكسان و مؤلفه هيچ دو زوج مرتبي نبايد شامل مؤلفه  

5 2 5 3 2 3 5( ,a ) ( , ) a a− = ⇒ − = ⇒ =− = ⇒ − = ⇒ =− = ⇒ − = ⇒ =− = ⇒ − = ⇒ =  

2 3 3 3 3 5 3 5 2(a ,b ) ( ,b ) ( , ) b b− + = + = ⇒ + = ⇒ =− + = + = ⇒ + = ⇒ =− + = + = ⇒ + = ⇒ =− + = + = ⇒ + = ⇒ =  
  

a b

a b

a

a

a b

a a

a b
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  بيان نموداري: 

ها نمودار را حداكثر  ودار يك تابع است كه هر خط موازي محور عرضاگر نمودار يك رابطه داده شده باشد، هنگامي اين نم  

  در يك نقطه قطع كند.

  

  

  تابع است                                   تابع نيست                                                

  بيان تابع با نمودار ون:

  ن نمايش داده شده باشد:با نمودار و Bبه  Aشود كه اگر تابعي از  از تعريف تابع نتيجه مي

  بايد دقيقاً يك پيكان خارج شود. Aالف) از هر عضو   

يك پيكان يا بيش از يـك پيكـان    Bدقيقاً يك پيكان وارد شود. ممكن است به يك عضو  Bب) لازم نيست كه به هر عضو   

  وارد شود يا اصلاً پيكاني وارد نشود.

Aمثال: اگر ���� {a, b , c , d}====  1و 2 3B { , , عضـوي بـه    mي  وجود دارد؟ در حالت كلي از يك مجموعـه  Bبه  Aچند تابع از  ===={

  عضوي چند تابع قابل تعريف است؟ nي  يك مجموعه

  :حل�  

dهـا متصـل شـود. بـه همـين ترتيـب عضـو         سه انتخاب دارد كه بـه يكـي از آن   aعضو    , c , b    ابـل تعريـف   لـذا تعـداد توابـع ق
43 3 3 3 3× × × =× × × =× × × =× × ×   شود.) تابع است. (چون اعضاي دامنه مستقل از همند و بنابر اصل ضرب حالات انتخابشان در هم ضرب مي =

  تابع قابل تعريف است. mnعضوي،  nي  عضوي به يك مجموعه mي  در حالت كلي از يك مجموعه  

  

  و برد:  دامنه

هـاي   هـاي دوم زوج  ي مؤلفـه  ي همه ي يك تابع را دامنه و مجموعه هاي تشكيل دهنده هاي اول زوج ي مؤلفه ي همه وعهمجم  

  نامند. ي يك تابع را برد تابع مي مرتب تشكيل دهنده

امنـه يـا   را هم د Bي  باشد. مجموعه Bاست ولي لزومي ندارد كه برد آن همان  Aي آن  باشد، دامنه Bبه  Aتابعي از  fاگر   

  نامند. مي fمقصد تابع 

  دامنه نيز بشود. ي آن است و ممكن است مساوي هم دامنه اي از هم برد يك تابع زير مجموعه

fنويسيم:  باشد، مي Bي  به مجموعه Aي  تابعي از مجموعه fطور كلي اگر  به : A B→→→→  

شـود. در ايـن مـوارد طبـق      اي به دامنه نمـي  كنند و اشاره ئه ضابطه معرفي ميآيد كه توابع را صرفاً با ارا موارد زيادي پيش مي

 fي تـابع   ي ارائه شده روي آن مجموعه تعريف شده است. دامنه اي است كه ضابطه ترين مجموعه ي تابع بزرگ قرارداد، دامنه

  دهند. نمايش مي fRو برد آن را با   fDرا با 

  

  ي) تابع: مقدار تابع در يك نقطه، نمايش جبري (ضابطه

شود به قسمي كه هر عضـو   ي دوم برد ناميده مي ي اول دامنه و مجموعه چون تابع تناظري است بين دو مجموعه كه مجموعه  

اشين در نظر گرفت كه با دريافت هر عضـو  عنوان يك م توان به ، لذا تابع را ميشود مي نظيراز دامنه دقيقاً با يك عضو از برد 

  دهد.   عنوان خروجي به ما مي فرد از برد را به  از دامنه، عضوي منحصر به
f f (x)

x
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1مثلاً تابع  5 2 10 3 15 4 20f {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( ,   را در نظر بگيريد: ===={(

1 2 3 4 5 10 15 20f fD { , , , } R { , }= == == == =  
  توان نوشت: حال مي

4 20f ( ) ====  3 15f ( ) ====  2 10f ( ) ====  1 5f ( ) ====  
گونه نمايش تابع را نمايش جبـري يـا    توان برحسب يك عبارت جبري از يك متغير نمايش داد. اين گاهي اوقات يك تابع را مي

  نامند. ي تابع مي ضابطه

5fي تابع عبارتست از:  الذكر، ضابطه مثلاً براي تابع فوق (x) x====  

  در هر تابع سه ويژگي زير اهميت دارد:  

  دامنه -1

  دامنه هم -2

كـه در قالـب    دهد كه اين دستور هنگامي دامنه را نشان مي ي ارتباط بين اعضاي دامنه و اعضاي هم دستور يا قانوني كه نحوه -3

  نام دارد. ي جبري ضابطهشود.  عبارت جبري بيان مي

yابع ي ت اگر ضابطه   f (x)==== ي تابع باشد آن است كه: اي، ضابطه  باشد، شرط آن كه ضابطه  

1 2 1 2x x f (x ) f (x )= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒   اگر =

اي محاط شده است كه هر رأس لوزي دقيقاً بر وسـط يكـي از اضـلاع     گونه يك لوزي به 40و محيط  xمثال: در مستطيلي با عرض ����

  عنوان تابعي از عرض مستطيل بيان كنيد. بهمنطبق است. مساحت لوزي را 

  :در نظر بگيريم yاگر عرض مستطيل را  :حل�

2 40 20(y x) y x= + = → = −= + = → = −= + = → = −= + = → =   محيط −

2

 لــوزي
20

10
2 2 2

x y x( x) x
S x

× −× −× −× −
= = = −= = = −= = = −= = = −   

  تر بيان كنيد.   عنوان تابعي از عدد كوچك ضرب دو عدد را به است. حاصل 12مثال: اختلاف دو عدد برابر ����

  تر : عدد بزرگyر                  ت : عدد كوچكx:حل�

212 12 12y x f x.y x( x) x x− = ⇒ = = + = +− = ⇒ = = + = +− = ⇒ = = + = +− = ⇒ = = + = +  
  دست آوريد. عنوان تابعي از يك ضلع آن به متر مربع است. طول وتر اين مثلث را به سانتي 25اي  الزاويه مثال: مساحت مثلث قائم����

  :حل�

xضلع :  

50
25 50

2

xy
S xy y

x
= = ⇒ = ⇒ == = ⇒ = ⇒ == = ⇒ = ⇒ == = ⇒ = ⇒ =  

4 4
2 2 2 250 2500 2500

0
x x

z x y x ( ) x
x | x | x

+ ++ ++ ++ +
= + = + = = >= + = + = = >= + = + = = >= + = + = =   وتر:<

x

y

x

y
z
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كيلومتر در ساعت در حال حركـت هسـتند.    900مثال: دو هواپيما مانند شكل در دو مسير عمود بر هم در ارتفاع يكسان، با سرعت ����

  فاصله دارند. Oي  كيلومتر از نقطه 200كيلومتر و هواپيماي ديگر  150يك هواپيما 

  دست آوريد. عنوان تابعي از زمان به ي بين دو هواپيما را به اگر مبدأ زمان را همين شكل فرض كنيم ، فاصله  

  كنند. ثانياً نشان دهيد اين دو هواپيما هرگز به هم برخورد نمي   

  :حل�

900 15
km km

h min
====  

0 0 150 15x x t t= + ν = −= + ν = −= + ν = −= + ν = −  

0 0 200 15y y t t′′′′= + ν = −= + ν = −= + ν = −= + ν = −  
10tي   در لحظه Aهواپيماي    20tي  در لحظـه  Bو هواپيماي  كند از مبدا عبور مي ==== از  ====

  كنند. كند، لذا اين دو هواپيما هرگز به هم برخورد نمي مبدأ عبور مي
  

  معادلات و توابع:

ي تـابعي را معلـوم    دهند. برخي از اين روابط، ضابطه هستند، يك رابطه را نشان مي yو  xمتغير مانند  2معادلاتي كه داراي   

ي دو متغيـره   طور نيست كه يك معادله شوند اما توجه داشته باشيد اين ارائه مي  نند. بسياري از توابع از طريق يك معادلهك مي

  ي يك تابع را نشان بدهد. حتماً ضابطه yو   xبر حسب 

1در هر صورت بايد اثبات شود كه    2x x====  ،بودf (x ) f (x )====1   ت.اس 2

  است؟ xتابعي از  yيك از معادلات زير  مثال: در كدام����
2 1x y+ =+ =+ =+   (الف =

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 21 1x x x x x x y y= ⇒ = ⇒ − = − ⇒ == ⇒ = ⇒ − = − ⇒ == ⇒ = ⇒ − = − ⇒ == ⇒ = ⇒ − = − ⇒ =  

  كند. توليد مي yيك  xهر 
2 1y x− =− =− =−   (ب =

2 1 1y x y x= + ⇒ = ± += + ⇒ = ± += + ⇒ = ± += + ⇒ = ± +  
  كند. توليد مي yدهيم، دو  كه مي xهر 

2 2 25x y+ =+ =+ =+   (ج =

225y x= ± −= ± −= ± −= ± −  
  كند. توليد مي yدهيم دو  كه مي xهر 

1x | y |= += += +=   (د +

1 1| y | x y (x )= − ⇒ = ± −= − ⇒ = ± −= − ⇒ = ± −= − ⇒ = ± −  
  كند. توليد مي yدهيم، دو  كه مي xهر 

2 2y x====هـ)  

y x= ±= ±= ±= ±  
  كند. توليد مي yدهيم، دو  كه مي xهر 

2 2 2 2 2 0x y x y+ − − + =+ − − + =+ − − + =+ − − +   (و =

x
(x ) (y )

y

====
− + − = ⇒− + − = ⇒− + − = ⇒− + − = ⇒

====
2 2 1

1 1 0
1

  

B

A

150km

200km

O
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  اين رابطه تنها از يك نقطه تشكيل شده است، لذا تابع است.

2 0
x y

y x
+ + =+ + =+ + =+ +   (ز=

كند ، تابع است          ميتوليد  yيك  xچون براي هر 
2 2

22
0 0

x y xy
(x y) y x

xy

+ ++ ++ ++ +
= ⇒ + = ⇒ = −= ⇒ + = ⇒ = −= ⇒ + = ⇒ = −= ⇒ + = ⇒ = −  

  دانيم: راه دوم: مي

1
2 0

1
2 0

a a
a

a a
a

 + ≥ >+ ≥ >+ ≥ >+ ≥ >

 + ≤ − <+ ≤ − <+ ≤ − <+ ≤ − <


  

1aكه تساوي براي  = ±= ±= ±=   دهد، لذا:  رخ مي ±

2 1
x y x

y x
y x y
+ = − ⇒ = − ⇒ = −+ = − ⇒ = − ⇒ = −+ = − ⇒ = − ⇒ = −+ = − ⇒ = − ⇒ = −  

  :توابع خاص و حل نامعادله

nصورت  : توابعي بهاي تابع چند جملـه    n
n nf (x) a x a x ... a

−−−−
−−−−= + + += + + += + + += + + +1

1 نامنـد.   مـي  nي  اي از درجـه  را تـابع چنـد جملـه   0

i( i; a , n )∀ ∈ ∈∀ ∈ ∈∀ ∈ ∈∀ ∈ ∈ℝ ℕ  
yهر تابع كه بتوان آن را به شكل  تابع خطي:   ax b= += += += شود كه حالت خاصـي از تـابع    نمايش داد، يك تابع خطي ناميده مي +

  اي است. چند جمله

ن تـابع را تـابع   اگر دامنه و  برد يك تابع برابر باشند و هر عضو در دامنه دقيقاً به همان عضو در برد نظير شود، آ تابع هماني:  

f)نامند.  هماني مي (x) x)====  

f)تابع ثابت، تابعي است كه برد آن تنها شامل يك عضو است  تابع ثابت:   (x) c)====  

. تـابع  شـود  كنـد، تـابع قـدرمطلق ناميـده مـي      تابعي كه هر مقدار در دامنه را به قدرمطلق آن در برد نظير مي تابع قدرمطلق:  

fقدرمطلق را با  (x) | x   دهند. نمايش مي ====|

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  رسم نمودار تابع:

  انتقال نمودار تابع:

yنامند. با داشتن نمـودار   رسم يك تابع به كمك تابعي ديگر را انتقال نمودار تابع مي   f (x)====  نمودارهـاي ،y f (x) a= += += += و  +

y f (x a)= += += +=   توان رسم كرد.  را مي +

y | x |====y c====

c
y ax b= += += += +

2y x====
3y x====

1

1
1−−−−

1−−−−

y x====
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yمثال: به كمك نمودار تابع ���� | x   دست آوريد. ها را به نمودارهاي زير را رسم كنيد و دامنه و برد آن ====|

4y | x |= += += +=   (الف +

4f

D

R [ , ]

====

= ∞= ∞= ∞= ∞

ℝ
  

  

1y | x |= −= −= −=   (ب −

  

  

  

0aاگر  0aباشد، نمودار به بالا و اگر  <<<<   كند.   باشد، نمودار به پايين حركت مي >>>>

4y | x |= −= −= −=   (ج −

D ==== ℝ  
0R [ , )= + ∞= + ∞= + ∞= + ∞  

  

  

2y | x |= += += +=   (د +

D ==== ℝ  
0R [ , )= + ∞= + ∞= + ∞= + ∞  

  
   

0aاگر  aسمت چپ و اگر  باشد نمودار به <<<< <<<<   كند. سمت راست حركت مي باشد نمودار به �

2yكمك نمودار  مثال: به���� x====  را رسم كنيد.نمودار تابع زير  

  
2 3y x= −= −= −=   (هـ  −

  

  

  
22y (x )= −= −= −=   (و −

  
  

  

3yمثال: نمودار توابع زير را به كمك نمودار ���� x==== .رسم كنيد  
31 2y (x )= − += − += − += −   (ز +

  

  

  

4

4

4

2

2

3−−−−

f

D

R [ , ]

====

= − ∞= − ∞= − ∞= − ∞1

ℝ
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32 5y x= − += − += − += −   (ح +

  

  

  

yرسم نمودار  af (x)====:  

yنمودار تابع    af (x)====   به كمكy f (x)==== آيد: دست مي صورت زير به به  

1aالف) اگر    fنمودار  <<<< (x)  در امتداد محورy ها با ضريبa شود. (انبساط عمودي) ده ميكشي  

0ب) اگر    1a< << << << fنمودار  > (x)  در امتداد محورy ها با ضريبa شود. (انقباض عمودي) جمع مي  

0aج) اگر    |شود، سپس با ضريب  ها قرينه ميxابتدا نمودار نسبت به محور  >>>> a   شود. طور عمودي منبسط يا منقبض مي به |

yنكته:  f (x)= −= −= −=   ها است.xقرينه نمودار تابع نسبت به محور  −

  مثال: نمودار توابع زير را رسم كنيد.����

3y (الف Sin x====   

  

  

  

2 (ب 2y | x |= − += − += − += − +  

شود. دهانه جمع و قرينه مي                          

  

  

  

2y (ج x= −= −= −= −  

  

  

  

  

21 (د 3y (x )= − + += − + += − + += − + +    

  

  

  

  

2y (هـ | x |====   

  

  

2

ππππ ππππ

3

3

2

ππππ

2ππππ

2y | x |= += += += +

23 1y (x )= − += − += − += − +
21y (x )= − += − += − += − +

21y (x )= += += += +

1−−−− 1

2y | x |====

32 5y x= − += − += − += − +
32y x= −= −= −= −

3y x= −= −= −= −

3y x====
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1 (و

2
y | x |====   

  

  

  

yرسم نمودار  f (ax)====  

0aاگر     y نمودار <<<< f (ax)==== توان با انبساط يا انقباض نمودار  را ميy f (x)====  در امتداد محورxدست آورد. ها به  

1aدر حالتي كه    yنمودار  <<<< f (x)====  1منقبض با ضريب

a
1aكه  و در حالتي  1نمودار منبسط با ضريب  >>>>

a
  خواهد شد. 

yنكته: نمودار تابع  f ( x)= −= −= −= yقرينه نمودار تابع  − f (x)====  نسبت به محورy.ها است  

  مثال: نمودار توابع زير را رسم كنيد.����  

2y (الف Sin x====   

  

  

  

(ب
2

x
y Sin====   

  

  

  

yمثال: اگر نمودار ���� f (x)====  به شكل زير باشد، نمودار
3

x
y f ( 2yو  ====( f ( x)==== .را رسم كنيد  

  

  

  

  

2xي  اتفاقي كه قبلاً در نقطه   yبراي تابع  ==== f (x)==== 6بار در  داده، اين رخ ميx   دهد. رخ مي ====

  

                                           2y f ( x)====  
  

  

    

2xاتفاقي كه قبلاً در    1xبار در  داد، اين رخ مي ====   شود. دهد. تابع منقبض مي رخ مي ====

  

                          
3

x
y f ( )====                 

  

  

2••••
2−−−−

4

1

3−−−−

3
••••

3−−−−

4

6

3−−−−

6−−−−

1−−−− 1 22−−−−

1

2
y | x |====

1

2

ππππ

ππππ
3

2

ππππ
2ππππ

1−−−−

1

ππππ 4ππππ3ππππ2ππππ1−−−−

1

1

4

3−−−−

−−−−1
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yمثال: اگر نمودار ���� f (x)====  به شكل زير باشد، نمودار
2

x
y f ( )= −= −= −= 2yو  − f (x)= −= −= −=   ا رسم كنيد.ر −

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ها را رسم كنيد. و برد توابع داده شده را معلوم و نمودار آن  در شكل زير داده شده است. دامنه f(x)مثال: نمودار ����

yالف)    | f (x) |====  

yب)    f (| x |)====  

yج)    f ( x)= −= −= −= −  

yد)    f (x)= −= −= −= −  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  توابع گويا:

  توان به كمك يك عبارت گويا (يعني يك كسر) نمايش داد. مثلاً: برخي توابع را مي  
22 3 1

1 7

x x
f (x) g(x)

x x

− +− +− +− +
= == == == =

++++ − +− +− +− +
  

  هاي مخرج را از دامنه حذف نمود. اند، يعني بايد ريشه هاي مخرجشان تعريف نشده بايد توجه داشت، توابع گويا در ريشه  

54−−−−

y f(x)= −= −= −= −

2−−−−

2

4 5 3 1D [ , ] R [ , ]= − = −= − = −= − = −= − = −
3−−−−

2
4−−−−

2

2−−−−

4−−−−

5
4−−−−

3

2−−−−
2−−−−1−−−−

45−−−−

y f( x)= −= −= −= −

2−−−−
2

5 4 1 3D [ , ] R [ , ]= − = −= − = −= − = −= − = −

3

1−−−−

4
4−−−−

2

x
y f( )= −= −= −= −

8
2−−−−

2

4−−−−

8

4−−−−

2−−−−

2y f(x)= −= −= −= −

55−−−−

y f(| x |)====

2−−−− 1−−−− 2

5 5 1 3fD [ , ] R [ , ]= − = −= − = −= − = −= − = −

54−−−−

y | f (x) |====

2−−−− 1−−−− 2

D [ , ] R [ , ]= − == − == − == − =4 5 0 3

3 3
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  دست آوريد. ي توابع زير را به منهمثال: دا����

3 2

1

3 2

(x )
f (x)

x x x

−−−−
====

− +− +− +− +
  (الف 

3 2 23 2 3 2 1 2x x x x(x x ) x(x )(x )− + = − + = − −− + = − + = − −− + = − + = − −− + = − + = − −  

0 1 2D { , , }= −= −= −= −ℝ  
2 1f (x) tan( x )= += += +=   (ب +

tanتوجه كنيد كه    x  وCot x شوند. توابع كسري محسوب مي  

  ا:برابر است ب tan xي  دامنه  

2 1
2fD {( k ) }
ππππ

= − += − += − += − +ℝ  

1
2 1 2 1 2 2 1 1 2 1

2 2 4 2
x ( k ) x ( k ) x ( k )

π π ππ π ππ π ππ π π
+ ≠ + ⇒ ≠ + − ⇒ ≠ + −+ ≠ + ⇒ ≠ + − ⇒ ≠ + −+ ≠ + ⇒ ≠ + − ⇒ ≠ + −+ ≠ + ⇒ ≠ + − ⇒ ≠ + −  

1
2 1

4 2fD {( k ) }
ππππ

= − + −= − + −= − + −= − + −ℝ   

1

1
1

1
1

1

f (x)

x

====
−−−−

−−−−
−−−−

  (ج

1 0 1fD x x= − ≠ → ≠= − ≠ → ≠= − ≠ → ≠= − ≠ → ≠  
1 1

1 0 1 2
1 1

x
x x

− ≠ → ≠ ⇒ ≠− ≠ → ≠ ⇒ ≠− ≠ → ≠ ⇒ ≠− ≠ → ≠ ⇒ ≠
− −− −− −− −

  

1 1 1
1 0 1 1 1

1 1 1
1 1

1 1
x

x x

− ≠ → ≠ → − ≠− ≠ → ≠ → − ≠− ≠ → ≠ → − ≠− ≠ → ≠ → − ≠
−−−−− −− −− −− −

− −− −− −− −

  

1 2D { , }⇒ = −⇒ = −⇒ = −⇒ = −ℝ         .1همواره برقرار است
0

1x
≠≠≠≠

−−−−
  

1مثال: با توجه به نمودار ����
f (x)

x
  نمودار تابع زير را رسم كنيد. ====

2 (الف

1
f (x)

x
====

−−−−
 

  

  

  
(ب 1

2
f (x)

x

−−−−
====

−−−−
  

 

  

  

  
1

2
y

x
====

−−−−

1

2
y

x
====

−−−−
1

2
f (x)

x

−−−−
====

−−−−

1
y

x
====

2

2

1
y

x
====

−−−−1

1
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  توابع راديكالي:

nصورت  توابعي به   my x==== نامند. مثلاً: يكالي ميرا توابع راد  

  

    

  

  

  هاي مثبت است. ي تعريفشان ورودي پذيرند. يعني دامنه ي زوج، مقادير منفي را نمي بايد توجه داشت توابع راديكالي با فرجه  

yمثال: نمودار توابع زير را با استفاده از نمودار ����   x==== .رسم كنيد  

  

 1
1 3

2
y x= − − += − − += − − += − −   (الف +

  

  

  

  

4y x= −= −= −=   (ب −

  

  

  

  

21ي تعريف  مثال: اگر دامنه���� 2 4f (x) (m )x mx= − − += − − += − − += − −   كدام است؟  mباشد، مقدار  ℝبرابر  +

0بايد زير راديكال همواره مثبت باشد، پس  :حل� 0a ,> ∆ <> ∆ <> ∆ <> ∆   لذا: >

m m− > ⇒ >− > ⇒ >− > ⇒ >− > ⇒ >1 0 1  
2 2 24 16 1 0 4 1 0 2 0m (m ) m (m ) (m )∆ = − − < → − − < → − <∆ = − − < → − − < → − <∆ = − − < → − − < → − <∆ = − − < → − − < → − <  

  شود. با اين ويژگي يافت نمي mناپذير است، پس هيچ مقداري براي  كه اين اتفاق امكان

  دست آوريد.  ي توابع زير را به مثال: دامنه����

1 2

3

x x
f (x)

x x

− −− −− −− −
= += += += +

−−−−
  (الف 

1 3 0 2

1 2

3

1 2

3

x x

x x

x x

x x

− − + +− − + +− − + +− − + + − + + −− + + −− + + −− + + −

− − − +− − − +− − − +− − − + − + +− + +− + +− + +

−−−− −−−−
+ − ++ − ++ − ++ − + − + −− + −− + −− + −

−−−−

  

1 1 3D ( , ] ( , )= −∞ ∪ +∞= −∞ ∪ +∞= −∞ ∪ +∞= −∞ ∪ +∞  

1 2 0 1D D ( , ]∩ =∩ =∩ =∩ =  

2 0 2D ( , ]====  

3 2
y x====

y x==== 3
y x====

37

1
1

2
y x= − −= − −= − −= − −

1y x= −= −= −= −

y x= −= −= −= −
4y x= −= −= −= −

y x====
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2

1

4

x
f (x)

x

−−−−
====

−−−−
  (ب  

2 1 2D ( , ) [ , )= −∞ − ∪= −∞ − ∪= −∞ − ∪= −∞ − ∪    2

2

2 1 2

1

4

1

4

m

x

x

x

−−−−

− − − + +− − − + +− − − + +− − − + +

− − + + −− − + + −− − + + −− − + + −

−−−−
+ − + −+ − + −+ − + −+ − + −

−−−−

  

2

2

4 4 1

x
f (x)

x x

−−−−
====

− −− −− −− −
  (ج 

2

2 1
2

2 12 1

(x )
D x

| x |( x )

−−−−
= = −= = −= = −= = −

−−−−− −− −− −− −
  

1
2

2
D ( , ] { }= −∞ −= −∞ −= −∞ −= −∞ −  

1

1

| x |
f (x)

| x |

−−−−
====

++++
  (د 

1 1 1 0 1 1 1 1 1f| x | | x | | x | x D [ , ]+ ≥ − ≥ → ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒ = −+ ≥ − ≥ → ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒ = −+ ≥ − ≥ → ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒ = −+ ≥ − ≥ → ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒ = −  
  مثال: برد توابع زير را حساب كنيد.����

4f (x) x= −= −= −=   (الف−

fبرد تابع  (x) x====  برابر[ , )+ ∞+ ∞+ ∞+   گيرد. مياست. لذا در تابع فوق فقط دامنه تغيير كرده و با تغيير دامنه برد تحت تأثير قرار ن 0∞

0fR [ , )= ∞= ∞= ∞= ∞  
2f (x) x= −= −= −=   (ب −

0fRتأثير قرار گرفته، لذا:   در اين تابع نيز فقط دامنه تحت [ , )= + ∞= + ∞= + ∞= + ∞  

3 1f (x) x= − += − += − += − +  

1 0 1 0 3 1 3 3 3fx x x f (x) R ( , ]+ ≥ → − + ≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ⇒ = −∞+ ≥ → − + ≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ⇒ = −∞+ ≥ → − + ≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ⇒ = −∞+ ≥ → − + ≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ⇒ = −∞  

  اي: توابع چند ضابطه

  شوند. اي ناميده مي شوند، چند ضابطه هاي مختلف تعريف مي ي آن با ضابطه هاي مختلف دامنه توابعي كه بخش

  مثلاً: 

2

1 0

0

x x
f (x)

x x

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥
==== 

<<<<
  

  

fيا تابع  (x) | x   كه در حقيقت عبارتست از: ====|
0

0

x x
f (x)

x x

>>>>
==== 

− <− <− <− <
  

  يا:
2 1

1 1 2 1 1

2 1

x x

f (x) | x | | x | x

x x

≥≥≥≥


= + + − = − < <= + + − = − < <= + + − = − < <= + + − = − < <
 − ≤ −− ≤ −− ≤ −− ≤ −
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  ي آن را بيابيد. ر است. ضابطهمثال: نمودار تابعي به شكل زي����

  :حل�

2 0 2
6 1 0 6 6

1 6 5
x : y (x ) y (x )

( )

−−−−
− ≤ ≤ − − = + ⇒ = +− ≤ ≤ − − = + ⇒ = +− ≤ ≤ − − = + ⇒ = +− ≤ ≤ − − = + ⇒ = +

− − −− − −− − −− − −
  

2 0 2
1 4 0 4 4

1 4 5

2
6 6 1

5

2
4 1 4

5

x : y (x ) y (x )

(x ) x

f (x)

(x ) x

− −− −− −− −
− ≤ ≤ − = − ⇒ = −− ≤ ≤ − = − ⇒ = −− ≤ ≤ − = − ⇒ = −− ≤ ≤ − = − ⇒ = −

− −− −− −− −


+ − ≤ ≤ −+ − ≤ ≤ −+ − ≤ ≤ −+ − ≤ ≤ −

⇒ =⇒ =⇒ =⇒ = 
 − − − ≤ ≤− − − ≤ ≤− − − ≤ ≤− − − ≤ ≤


  

  ي آن را بنويسيد.  با مختصات زير را رسم كرده و ضابطه fمثال: تابع ����

  1 (5 2 2 3f ( ) , f ( )− = − =− = − =− = − =− = − =  

  2 (fD ==== ℝ   

  3 (f 0ي  در بازه 2[ ,   ثابت است. [

  دهد. ، مربع آن را نسبت مي2تر از  به هر عدد بزرگ f) تابع 4  

  كند. قطع مي -3ي  ها را در نقطهx) روي اعداد منفي، تابع خطي است و نمودار تابع محور 5  

  :حل�
ــت  ــي اس ــابع خط 3 ت 0 2 0 2

0 3 3 3 0
5 2 5 3 2

f ( )
y (x ) (x ) y x x

f ( )

− =− =− =− =  − − −− − −− − −− − −
⇒ − = + = + ⇒ = + <⇒ − = + = + ⇒ = + <⇒ − = + = + ⇒ = + <⇒ − = + = + ⇒ = + <

− = −− = −− = −− = − − + −− + −− + −− + −
  

0 2 2 3x : f (x) f ( )≤ ≤ = =≤ ≤ = =≤ ≤ = =≤ ≤ = =  
2

2
2

2 3 0 2

3 0

x x

x : f (x) x f (x) x

x x

 >>>>


< = ⇒ = ≤ ≤< = ⇒ = ≤ ≤< = ⇒ = ≤ ≤< = ⇒ = ≤ ≤
 + <+ <+ <+ <

  

  ي دو تابع:تساو

اي يافت نشود كه به يكـي   عبارت ديگر هيچ نقطه  ها دقيقاً بر هم منطبق باشد. به دو تابع وقتي با هم برابرند كه نمودارهاي آن  

  از نمودارها تعلق داشته باشد، ولي روي ديگري واقع نباشد.

هـاي مرتـب    هـاي زوج  برابرند كه مجموعه هاي مرتب داده شده باشند، هنگامي با هم ي زوج صورت مجموعه اگر دو تابع به  

  داده شده با هم مساوي باشند.

  را مساوي ناميم، هرگاه: gو  fدو تابع   

  با هم برابر باشند. gي  و دامنه fي  الف) دامنه  

fي مشترك:  از دامنه xب) براي هر    (x) g(x)====  

  هاي زير برابرند؟ يك از جفت تابع مثال: كدام����  
2 1

1

1

x
f (x)

x

y(x) x

 −−−−
 ====
 ++++
 = −= −= −= −

  (الف 

1fD { }= − −= − −= − −= − −ℝ  

gD ==== ℝ  

  هاي متفاوتي دارند. لذا برابر نيستند.  شان يكسان است، اما دامنه كه ضابطه با اين  

6 0( , )−−−− 4 0( , )

1 2( , )−−−−
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2

2

f (x) log x

g(x) log x

 ====


====
  (ب 

0fD { }= −= −= −= −ℝ  

gD
++++==== ℝ  

  ذا دو تابع برابر نيستند. ل  

2دقت كنيد:       2log x log | x |====  

2

2

1

1
f (x)

tan x

g(x) Cos x


====

++++
 ====

  (ج 

2 1
2f gD {( k ) | k } D
ππππ

= − + ∈ == − + ∈ == − + ∈ == − + ∈ =ℝ ℤ ℝ  

  لذا دو تابع برابر نيستند.  

0

f (x) [x [x]]

g(x)

= −= −= −= −


====
  (د 

  0 1x [x]≤ − <≤ − <≤ − <≤ − x]0پس  > [x]]− =− =− =−  شان نيز يكسان است. برابرند چون دامنه لذا دو تابع =

2
2

2
1 1

1 1

x
f (x) g(x) x

x

= = + −= = + −= = + −= = + −
+ ++ ++ ++ +

  (هـ  

2 2 2 2
2

22 2

1 1 1 1
1 1

1 11 1 1 1

x x x ( x )
f (x) x

( x )x x

− + × − +− + × − +− + × − +− + × − +
= × = = + −= × = = + −= × = = + −= × = = + −

− +− +− +− ++ + − ++ + − ++ + − ++ + − +
  

  است، پس اين دو تابع با هم برابرند. ℝي هر دو تابع  چون دامنه  

  اعمال جبري روي توابع:

fاند، توابع زير روي  ف شدههاي دلخواهي تعري كه روي دامنه gو  fبراي دو تابع  gD D∩ اند و براي هـر مقـدار    تعريف شدهx 

  در اين مجموعه داريم:

(f g)(x) f (x) g(x)± = ±± = ±± = ±± = ±  

(f .g)(x) f (x).g(x)====  

0
f f (x)
( )(x) g(x)
g g(x)

= ≠= ≠= ≠= ≠  

1مثـــال: اگـــر ���� 2 0 7 3 4 4 3f {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}= − −= − −= − −= − 2و  − 1 1 4 0 1 3 0g(x) {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}= −= −= −= fباشـــد،  − g±±±±  وf .g  وf

g
را  

  حساب كنيد.

  :حل�

1 0 3f gD D { , , }====∩  

f g {( , ) ، ( , ) ، ( , )}+ = −+ = −+ = −+ = −1 6 0 8 3 4  

f g {( , ) ، ( , ) ، ( , )}− = − −− = − −− = − −− = − −1 2 0 6 3 4  

f .g {( , ) ، ( , ) ، ( , )}==== 1 8 0 7 3 0  
f

{( , ) ، ( , )}
g
====

1
1 0 7

2
  

3دقت كنيد چون  0( , ) g∈∈∈∈  است درf

g
  وجود نخواهد داشت. 3، زوجي با عضو ابتداي 
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2fمثال: اگر ���� (x) x= += += += 1و  +

3

x
g(x)

x

++++
====

−−−−
f، توابع  g++++ ،f g−−−− ،f .g  وf

g
  ها به دست آوريد. ي آن را به همراه دامنه 

  :حل�

2
2 3

3
f

f g
g

D [ , )
D D [ , ) { }

D { }

= − + ∞= − + ∞= − + ∞= − + ∞ 
⇒ = − + ∞ −⇒ = − + ∞ −⇒ = − + ∞ −⇒ = − + ∞ −= −= −= −= − 

∩
ℝ

  

1
2

3

x
f g x

x

++++
+ = + ++ = + ++ = + ++ = + +

−−−−
  

1
2

3

x
f g x

x

++++
− = + −− = + −− = + −− = + −

−−−−
  

1
2

3

x
f .g x

x

++++
= + ×= + ×= + ×= + ×

−−−−
  

2 3 2
2 1 3

1 1
3

f
( )
g

f x (x ) x
D [ , ) { , }

xg x

x

+ − ++ − ++ − ++ − +
= = = − + ∞ − −= = = − + ∞ − −= = = − + ∞ − −= = = − + ∞ − −

++++ ++++
−−−−

  

  در شكل زير رسم شده است. gو  fمثال: نمودار ����

fالف)  g++++ .را رسم كنيد  

  بيابيد. gو  fاي براي  ب) معادله

fسپس  g++++ .را مستقيماً رسم كنيد  

  :حل�
  الف)

  

  

  دهند بنويسيم، خواهيم داشت:   را تشكيل مي gو  fهايي كه  ي خط ب) اگر معادله

x x
f (x)

x

x
x

g(x)

x x

+ − ≤ <+ − ≤ <+ − ≤ <+ − ≤ <
==== 

≤ <≤ <≤ <≤ <

−−−− − ≤ <− ≤ <− ≤ <− ≤ <
==== 
 − ≤ <− ≤ <− ≤ <− ≤ <

1 1 1

2 1 2

1
1 1

2

1 1 2

  

1 3 1
1 1 1 1 1

2 2 2

2 1 1 2 1 1 2

x
x x x x

(f g)(x) (f g)(x)

x x x x

−−−−    
+ + − ≤ < + − ≤ <+ + − ≤ < + − ≤ <+ + − ≤ < + − ≤ <+ + − ≤ < + − ≤ <    

+ = ⇒ + =+ = ⇒ + =+ = ⇒ + =+ = ⇒ + =    
    + − ≤ < + ≤ <+ − ≤ < + ≤ <+ − ≤ < + ≤ <+ − ≤ < + ≤ <    

  

fمثـال: فــرض كنيــد  ���� : →→→→ℕ ℕ 2ي  تــابعي بــا ضــابطهg(n) n====  1باشــد. اگــر 2 3 4A { , , , fو تــابع  ===={ : A→→→→ ℕ صــورت  بــه

f {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}==== 1 2 2 3 3 5 4 2fابع تعريف شود، تو 7 g++++  3وf

g
1و  

f
  را محاسبه كنيد. 

  :حل�

  گيريم: ي مشترك را در نظر مي ابتدا دامنه

1 2 2 4 3 6 4 8
2 1 6 2 10 3 16 4 22

1 2 2 3 3 5 4 7

g {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}
f g {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}

f {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}

==== 
⇒ + =⇒ + =⇒ + =⇒ + =

==== 
  

2 1 6 2 10 3 16 4 22f g {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}+ =+ =+ =+ =  
3 9 15 21

1 3 2 3 4
4 6 8

f
{( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )

g
====  

1 1 1 1 1
1 2 3 4

2 3 5 7
{( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}

f
====  

f

g

1 21−−−−

2

1

1 2

1−−−−

3

3

2

1−−−−
21

1−−−−
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  تركيب توابع:

ي آن  تابعي است كه دامنـه  fogصورت   باشد، در اين fي  اي از دامنه زير مجموعه gدو تابع باشند كه برد  gو  fفرض كنيد   

  در اين دامنه داريم: xاست و براي هر مقدار  gي  همان دامنه

(fog)(x) f (g(x))====  
ي آن  تابعي است كه دامنه fogنباشد، در اين صورت  fي  اي از دامنه زير مجموعه gممكن است كه برد  gو  fبراي دو تابع   

fنخواهد بود. براي آن كه  gي  تمام دامنه (g(x))  معنادار باشد لازم است كه همgx D∈∈∈∈  باشد و همfg(x) D∈∈∈∈.  

  در حالت كلي به شكل زير است: fogي  بنابراين دامنه  

fog g fD {x D | g(x) D }= ∈ ∈= ∈ ∈= ∈ ∈= ∈ ∈  
11مثال: اگر ���� 7 2 4 3 5 2 5f {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}= − − −= − − −= − − −= − − 2و  − 11 4 2 6 3 3 2g {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}= −= −= −= را بـه دسـت    gofو  fogتوابع  −

  آوريد و با نمودار ون نمايش دهيد.

  :حل�

2 7 4 4 6 5 3 5fog {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}= − −= − −= − −= − −  

2 2gof {( ، )}= − −= − −= − −= − −  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  مشترك نيست. fي  با دامنه fعضو ديگري در برد 

1مثال: براي دو تابع 

3
f (x)

x
====

−−−−
4و  

g(x)
x

  ي آن را محاسبه كنيد. و دامنه gof(x)و   fog(x)، تابع ====

1
0

4
3

3

g

f

fog(x) D { }

x

D : R { }

= = −= = −= = −= = −
−−−−

−−−−

ℝ

  

4 4 4
3 0

3 3

3

fog

f

x D { , }
x

D : { }

≠ ⇒ ≠ ⇒ = −≠ ⇒ ≠ ⇒ = −≠ ⇒ ≠ ⇒ = −≠ ⇒ ≠ ⇒ = −

−−−−

ℝ

ℝ

  

4
4 3 3

1

3

gofgof(x) (x ) D : { }

x

= = − ⇒ −= = − ⇒ −= = − ⇒ −= = − ⇒ −

−−−−

ℝ  

2

4

6

3

11

2

3

2

−−−−

7

4

5

11

2

3

2

−−−−

7

4

5−−−−

2−−−−
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g  ،5gofو  fمثال: با توجه به نمودارهاي  ( )−−−− ،1

2
fog( 7fofو  −−−−( (   را به دست آوريد. (

  

  

  

  

  

  

  

  آوريم: اند را به دست مي كه هر يك از دو تابع خطي تشكيل شده gو  fهاي  ابتدا ضابطه

2
1 1

1 12

5 5 7 1
2 1 1

1

y (x ) x
(x ) x

f (x) f (x)
x x

y (x ) x

 = + <= + <= + <= + < − + <− + <− + <− + < −−−−= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =    
− ≥− ≥− ≥− ≥ + = − ≥+ = − ≥+ = − ≥+ = − ≥



  

1 2 1 2

1
1 2 2 2 2

2 2

x x

g(x) g(x) x
y (x ) x x

− < − − < −− < − − < −− < − − < −− < − − < −    
    

= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =    
+ = + ≥ − − ≥ −+ = + ≥ − − ≥ −+ = + ≥ − − ≥ −+ = + ≥ − − ≥ −    −−−−    

  

1 7 3
5 4 4

2 4 4
gof ( ) g( ) fog( ) f ( )− = = − − = − =− = = − − = − =− = = − − = − =− = = − − = − =  

7 28 133fog( ) f ( )= == == == =  
  شود: اي براي يك مخزن گازوئيل مكعب مستطيل شك استفاده مي عنوان پايه اي شكل به مثال: يك فونداسيون بتني استوانه

  نويسيد.  ي استوانه ب الف) ضلع مخزن را به صورت تابعي از شعاع قاعده  

  عنوان تابعي از شعاع قاعده و تابعي از ضلع مربع بنويسيد. اي شكل را به ب) مساحت پايه دايره  

2 2 2

2

2 2

x r

S r (r ) r

====

= π = π = π= π = π = π= π = π = π= π = π = π
  

مثال: اگر 
1

1

3
2 1

4

x
x

x
f (x)

x x


<<<< −−−−==== 

 − ≥− ≥− ≥− ≥

3مقدار  

4
f (f (   را به دست آوريد. ((

3 3 3
3 34 4 4

14 23 1
1

24 4

p( ) = = = == = = == = = == = = =

−−−−

  

3 3 3 3 9
2 3

2 2 4 4 4
f ( ) = × − = − == × − = − == × − = − == × − = − =  

21fهاي  با ضابطه gو  fمثال: توابع  (x) x= −= −= −= g(x)و  − x==== 2ي تعريف  مفروضند. دامنه(f g)of++++ بار با به دسـت آوردن    را يك

  و بار ديگر بدون به دست آوردن ضابطه به دست آوريد.  ضابطه

22 1 2(f g)(x) x x+ = − ++ = − ++ = − ++ = − +  
4 4 42 2 2 4 2 2 2 2 22 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1(f g)of ( x ) x x x | x | x x x+ = − − + − = + − = + − = + −+ = − − + − = + − = + − = + −+ = − − + − = + − = + − = + −+ = − − + − = + − = + − = + −  

2
21 0 1 1 1 1(f g)ofx x D [ , ]++++⇒ − ≥ → − ≤ ≤ = −⇒ − ≥ → − ≤ ≤ = −⇒ − ≥ → − ≤ ≤ = −⇒ − ≥ → − ≤ ≤ = −  

r

r

2 3( , )••••

f (x)
••••

1 0( , )−−−−

1 2( , )−−−−

4 4( , )−−−−

0 2( , )−−−−
2 1( , )− −− −− −− −

g(x)
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  مستقيم:

1 1fD : x− ≤ ≤− ≤ ≤− ≤ ≤− ≤ ≤  

2 1f gD : x++++ ≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤�  

2fعنوان ورودي وارد  به fاما چون    g++++ 0شود، همواره  ميf 1اسـت و بـراي    ≤≤≤≤ 1x− ≤ ≤− ≤ ≤− ≤ ≤− ≤ ≤  ،20 1 x≤ −≤ −≤ −≤ ي  اسـت كـه در دامنـه    −

2f g++++ گيرد، لذا: قرار مي  

2 1 1(f g) fD of D [ , ]++++ = = −= = −= = −= = −  

  را به دست آوريد. fهاي زير  تابعي خطي باشد، در هر كدام از حالت fمثال: اگر 

4 3f (f (x)) x= += += +=   (الف +

2 24 3 4 2f (x) ax b f (f (x)) a(ax b) b a x ab b x a a= + → = + + = + + ≡ + ⇒ = → = ±= + → = + + = + + ≡ + ⇒ = → = ±= + → = + + = + + ≡ + ⇒ = → = ±= + → = + + = + + ≡ + ⇒ = → = ±  

2 3f (x) x= − −= − −= − −= − 1  يا     − 2
3 1 3 2 1

3 2

b a
ab b b(a ) f (x) x

b a

= == == == =
+ = ⇒ + = ⇒ ⇒ = ++ = ⇒ + = ⇒ ⇒ = ++ = ⇒ + = ⇒ ⇒ = ++ = ⇒ + = ⇒ ⇒ = +

= − = −= − = −= − = −= − = −
  

1 5 1f ( x) x− = +− = +− = +− =   (ب +

5
1 1 5 1 6 5 6

1

a
f (x) ax b f ( x) a( x) b ax a b x b f (x) x

a b

= −= −= −= −
= + → − = − + = − + + ≡ + → ⇒ = ⇒ = − += + → − = − + = − + + ≡ + → ⇒ = ⇒ = − += + → − = − + = − + + ≡ + → ⇒ = ⇒ = − += + → − = − + = − + + ≡ + → ⇒ = ⇒ = − +

+ =+ =+ =+ =
  

2 3 3 2f ( x ) x+ = −+ = −+ = −+ =   (ج −

3
2 3 2 3 3 2 2 3 3 2

2
f (x) ax b f( x ) a( x ) b x ax a b x a= + ⇒ + = + + ≡ − ⇒ + + ≡ − ⇒ == + ⇒ + = + + ≡ − ⇒ + + ≡ − ⇒ == + ⇒ + = + + ≡ − ⇒ + + ≡ − ⇒ == + ⇒ + = + + ≡ − ⇒ + + ≡ − ⇒ =  

9 9 13 3 13
3 2 2 2

2 2 2 2 2
a b b b f (x) x+ = − ⇒ + = − ⇒ = − − = − ⇒ = −+ = − ⇒ + = − ⇒ = − − = − ⇒ = −+ = − ⇒ + = − ⇒ = − − = − ⇒ = −+ = − ⇒ + = − ⇒ = − − = − ⇒ = −  

yي تابع  مثال: اگر دامنه f (x)====3ي  ، مجموعه 9[ , 2ي تابع  باشد، دامنه [ 5
2

x
y f ( )= += += +=   كدام است؟ +

fاي به  هر ورودي (x)  باشد، لذا: 9تا  3بايد بين  

3 5 9 2 4 4 8
2 2

x x
x≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤  

4مثال: اگر  10fD [ , 2و  ====[ 2gD [ , ]= −= −= −= 3ي تابع  باشند، دامنه − 2
2

x
f ( x) g(   كدام است؟ −−−−(

4 2 10 2 5x x≤ ≤ ⇒ ≤ ≤≤ ≤ ⇒ ≤ ≤≤ ≤ ⇒ ≤ ≤≤ ≤ ⇒ ≤ ≤  

2 2 4 4
2

x
x− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤  

  گيريم. ها را با هم اشتراك مي  پذيرد، دامنه ي مشتركشان انجام مي چون جمع و تفريق توابع در داخل دامنه

2 4D [ , ]====  

مثال: اگر 
2

2

2

1

x
f (x)

x
====

++++
باشد، برد تابع  

3

x
y f (   چيست؟ ====(

fDچون  ==== ℝ  است و
3

x پذيرد لذا برد  نيز تمام مقادير حقيقي را مي
3

x
f ( fبا برد  ( (x) .يكسان است  

2حال چون همواره  2 1x x≤ +≤ +≤ +≤ است پس:  +
2

2
0 1

1

x

x
≤ <≤ <≤ <≤ <

++++
لذا  

2

2

2
0 2

1

x

x
≤ <≤ <≤ <≤ <

++++
   

0لذا:  2f (x)≤ <≤ <≤ <≤ 0پس  > 2
3

x
f ( )≤ <≤ <≤ <≤ <  
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22مثال: با فرض آن كه  1f (x ) x− = −− = −− = −− = 1fي تعريف  دامنهباشد،  − (x   كدام است؟ ++++(

f(x)  2پذيرد.  را مي -3و  -1مقادير بين
21 1 1 1 1 3 2 1f (x )x x D [ , ] x−−−−− ≥ → − ≤ ≤ ⇒ = − ⇒ − ≤ − ≤ − ⇒− ≥ → − ≤ ≤ ⇒ = − ⇒ − ≤ − ≤ − ⇒− ≥ → − ≤ ≤ ⇒ = − ⇒ − ≤ − ≤ − ⇒− ≥ → − ≤ ≤ ⇒ = − ⇒ − ≤ − ≤ − ⇒�  

13 1 3 1 1 4 2 4 2f (x) f (x )D [ , ] x x D [ , ]++++⇒ = − − ⇒ − ≤ + ≤ − ⇒ − ≤ ≤ − ⇒ = − −⇒ = − − ⇒ − ≤ + ≤ − ⇒ − ≤ ≤ − ⇒ = − −⇒ = − − ⇒ − ≤ + ≤ − ⇒ − ≤ ≤ − ⇒ = − −⇒ = − − ⇒ − ≤ + ≤ − ⇒ − ≤ ≤ − ⇒ = − −  

  را محاسبه كنيد. fofمثال: در توابع زير 

1 2 2 3 3 11f {( , ) , ( , ) , ( ,   (الف ===={(

1 3 2 1 3 2fof {( , ) , ( , ) , ( , )}====  
1

1
f (x)

x
====

−−−−
  (ب 

1 1 1

1 1 1
1

1 1

x
fof

x x

x x

−−−−
= = == = == = == = =

− −− −− −− − −−−−−−−−
− −− −− −− −

  

1 3 2 3 1 1f {( , ) ( , ) , ( , )}= −= −= −=   (ج −

  {{{{ }}}}fof ====  
  باشد. ي اول زوج ديگري نمي ي دوم هيچ زوجي برابر مؤلفه چون مؤلفه

  دو مسئله پركاربرد:

  ت آورد.را به دس f(g(x))يا همان  fog(x)توان  مي f(x)و  g(x)ديديم با داشتن 

  زير توجه كنيد: ي حال به دو مسئله

  را به دست آوريم: g(x)از ما بخواهند  f(g(x))و  f(x)الف) با داشتن 

جا  دهيم. از اين قرار مي f(g(x))دهيم و در نهايت عبارت را متحد با  ميقرار  g(x)ها، xبه جاي  f(x)در اين حالت در تابع   

g(x) آيد. دست مي به  

2مثال: اگر  2f (x) x x= += += += 4و  + 1f (g(x)) x= −= −= −=   چه تابعي است؟ g(x)باشد،  −

  2 4 2 2 42 1 2 1 1f (g(x)) (g(x)) (g(x)) x g (x) g(x) (g(x) ) x= + = − ⇒ + + = + == + = − ⇒ + + = + == + = − ⇒ + + = + == + = − ⇒ + + = + =  
4 2 21 1g(x) x x g(x) x⇒ + = = ⇒ = −⇒ + = = ⇒ = −⇒ + = = ⇒ = −⇒ + = = ⇒ = −  

  دست آوريم: را به f(x)از ما بخواهند  f(g(x))و  g(x)ب) با داشتن 

g(x)كه  در اين حالت راه استاندارد، آن است   t====  1فرض شود و در تابعx g (t) , f (g(x))−−−−==== .جايگذاري شود  

fراه بهتر آن است كه سعي كنيم در تابع    (g(x)) ،g(x)  را بازسازي كنيم. وf (g(x))  را برحسبg(x) دست آوريم. به  

24مثال: اگر  4 7f (g(x)) x x= + += + += + += + 2و  + 1g(x) x= += += += + ،f(x) .را بيابيد  

  : 1راه   
1

2 1
2

t
g(x) x t x

−−−−
= + = ⇒ == + = ⇒ == + = ⇒ == + = ⇒ =  

2 2

2 2 2

1 1
4 4 7 1 2 1 7

2 2

1 7 6 6

t t
f (t) ( ) ( ) (t ) (t )

t t f (x) x

− −− −− −− −
= + + = − + − += + + = − + − += + + = − + − += + + = − + − +

= − + = + ⇒ = += − + = + ⇒ = += − + = + ⇒ = += − + = + ⇒ = +

  

2مثال: اگر 
2

1
f (g(x)) x

x
= += += += 1و  +

g(x) x
x

= −= −= −=   كدام است؟ f(x)باشد،  −

2 2 21
2 2 2f (g(x)) (x ) f (g(x)) g (x) f (x) x

x
= − + ⇒ = + ⇒ = += − + ⇒ = + ⇒ = += − + ⇒ = + ⇒ = += − + ⇒ = + ⇒ = +  
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  :f(x)گسترده مسئله 

را  f(x)دهنـد و   مـي بيان شـده اسـت را بـه مـا      v(x)و  u(x)برحسب دو تابع مانند  f(x)گاهي اوقات عبارتي كه در آن   

تبديل شود و بالعكس و سپس دو معادله دو مجهول حاصل را  v(x)به  u(x)خواهند. در اين صورت بايد كاري كرد كه  مي

  حل كرد.

  دست آوريد: را به f(x)مثال: از عبارات زير 
32 2f (x) f ( x) x− − =− − =− − =− −   (الف =

3 3
3

3 3

2 2 2
3 2

32 2 2 4 4

f (x) f ( x) x x
f (x) x f (x)

x x : f ( x) f (x) x f ( x) f (x) x

− − =− − =− − =− − = 
⇒ − = − ⇒ =⇒ − = − ⇒ =⇒ − = − ⇒ =⇒ − = − ⇒ =

= − − − = − → − − = −= − − − = − → − − = −= − − − = − → − − = −= − − − = − → − − = − 
  

1
2 3 0f (x) f ( ) x x

x
− = ≠− = ≠− = ≠− =   (ب ≠

2 2
1 1

2 3 4 2 6
3 6 3 6 3

3 6
1 3 3

2

f (x) f ( ) x f (x) f ( ) x
x xx x

f(x) x f (x)
x x x

f ( ) f (x)
x x


− = → − =− = → − =− = → − =− = → − =  + ++ ++ ++ +

⇒ = + = ⇒ =⇒ = + = ⇒ =⇒ = + = ⇒ =⇒ = + = ⇒ =
− =− =− =− =


  

23f (Sinx) f (Cosx) Cos x+ =+ =+ =+   (ج=

2 23 3
2 2 2

f (Sin( x)) f (Cos( x)) Cos ( x) f (Cosx) f (Sinx) Sin x
π π ππ π ππ π ππ π π
− + − = − ⇒ + =− + − = − ⇒ + =− + − = − ⇒ + =− + − = − ⇒ + =   

2

2 2

3

3 9 3 3

f (Sinx) f (Cosx) Cos x

f (Cosx) f (Sinx) Sin x f (Cosx) f (Sinx) Sin x

⇒ + =⇒ + =⇒ + =⇒ + = 


+ = → + =+ = → + =+ = → + =+ = → + = 
  

2 2 2 2

2 2 2

8 3 3 1

1 1
8 3 4 3 4 3 4

8 8

f (Cosx) Sin x Cos x ( Cos x) Cos x

f (Cosx) Cos x f (Cosx) ( Cos x) f (x) ( x )

= − = − −= − = − −= − = − −= − = − −

= − ⇒ = − ⇒ = −= − ⇒ = − ⇒ = −= − ⇒ = − ⇒ = −= − ⇒ = − ⇒ = −
  

  ع زوج و فرد:تواب

  را زوج ناميم هرگاه: fتابع 

fxي آن متقارن باشد، يعني اگر  الف) دامنه   D∈∈∈∈ گاه  است آنfx D− ∈− ∈− ∈−   باشد. ∋

ffب) براي هر    ( x) f (x) : x D− = ∈− = ∈− = ∈− = ∈  

  ها قرينه است.yنمودار توابع زوج نسبت به محور   

  وجند:مثلاً توابع زير ز  

  

2 4f (x) x= += += += +  
  

  

  

2f (x) | x |= −= −= −= −  
  

4

2
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  را فرد ناميم هرگاه: fتابع   

  ي آن متقارن باشد. الف) دامنه  

ffب) براي هر    ( x) f (x) : x D− = − ∈− = − ∈− = − ∈− = − ∈  

  نمودار توابع فرد نسبت به مبدأ مختصات متقارن است.  

  مثلاً توابع زير فردند:  

3f (x) x====  
  
  

  
1

f (x)
x

====  

  

  يك فردند؟ يك از توابع زير زوجند و كدام مثال: از روي نمودار تعيين كنيد كدام

  

  

  د)  ج)  ب)  الف)  
   

  نه زوج است نه فرد       زوج است.             فرد است.              زوج است.                  

  

  ودن توابع زير را تعيين كنيد:مثال: زوج يا فرد ب

25f (x) x x= −= −= −=   (الف −

f(x) .25فرد استf ( x) x x f (x)− = − − = − →− = − − = − →− = − − = − →− = − − = − →    

f (x) | x   (ج ====|

f(x)  .زوج استf ( x) | x | | x | f (x)− = − = = →− = − = = →− = − = = →− = − = = →  

 2f (x) x Sinx= += += +=   (ج +

f(x)  2فرد است 2f ( x) ( x) Sin( x) x Sinx f (x)− = − + − = − − = − →− = − + − = − − = − →− = − + − = − − = − →− = − + − = − − = − →  
1 0

1 0

x
f (x)

x

>>>>
==== 

− <− <− <− <
  (د 

f .1فرد است 0

1 0

x
f ( x) f (x)

x

− >− >− >− >
− = = − ⇒− = = − ⇒− = = − ⇒− = = − ⇒

<<<<
  

  را در زير تعيين كنيد. gو  fمثال: زوج يا فرد بودن توابع 

2 5 1 4 0 3 1 4 2 5f {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}= − −= − −= − −= − −  
2 2 5

1 1 4

0 3

f ( ) f ( )

f ( ) f ( )

f ( )

− = =− = =− = =− = =

− = =− = =− = =− = =

====

  

  f .زوج است  

1

1−−−−

1−−−−

1

1

1−−−− 1
1−−−−

1−−−−

1
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2 1 1 2 0 0 1 2 2 1g {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}= − − − −= − − − −= − − − −= − − − −  
2 2 1

1 1 2

0 0

f ( ) f ( )

f ( ) f ( )

f ( )

− = − =− = − =− = − =− = − =

− = − =− = − =− = − =− = − =

====

  

  f .فرد است  

yمثال: اگر تابع  f (x)==== 0در قسمتx 0xرا براي  f(x)به شكل زير باشد،  ≤≤≤≤ اي تعيين كنيد كه نمودار جديد يك تابع  گونه به>>>>

  زوج را نمايش دهد.  

0xرا براي  f(x)بار ديگر      دهنده تابع فرد باشد. نمايش f(x)اي تعيين كنيد كه  هگون به>>>>

  

  

  
  

  زوج باشد fكه  حالتي :زوج باشد                                       fكه  حالتي :                                                 
  

زوج است يا فرد است؟ يا نه زوج است  gير آيا يك تابع زوج و غيرثابت باشد، تعيين كنيد در هر يك از حالات ز fمثال: اگر 

  نه فرد؟

g(x) f (x)= −= −= −=   (الف −

g  .زوج استf (x) g(x)= − == − == − == − = f .زوج استg( x) f ( x)− = − −− = − −− = − −− = − −  

5g(x) f ( x)= −= −= −=   (ب −

g   .5زوج استf ( x) g(x)= − = →= − = →= − = →= − = → f .5زوج استg( x) f ( x)− =− =− =− =  

3g(x) f (x)= += += +=   (ج +

g  .3زوج است 3g( x) f ( x) f (x) g(x)− = − + = + = →− = − + = + = →− = − + = + = →− = − + = + = →  

3g(x) f (x )= − −= − −= − −= −   (د −

3 3g( x) f ( x ) f (x )− = − − − = − +− = − − − = − +− = − − − = − +− = − − − = − +  
)gچون    x)−−−−  ارتباطي باg(x)  ،نداردg(x) .نه فرد است نه زوج است  

  نكات توابع زوج و فرد:

  صورت ستوني بخوانيد) يم: (بهدار - 1  

↓↓↓↓  ↓↓↓↓  ↓↓↓↓  ↓↓↓↓   

  f  زوج  زوج  فرد  فرد
 g  زوج  فرد  زوج  فرد

f  زوج  ؟  ؟  فرد g±±±± 

f  زوج  فرد  فرد  زوج .g  

  زوج  فرد  فرد  زوج
0

f

g

g ≠≠≠≠

  

  fog  زوج  زوج  زوج  فرد

3

4
2

3

4
2

4
2−−−−

3

4
24−−−−

2−−−−

3−−−−
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ي متقارن باشد تابع  تابعي با دامنه fاگر تابع  -2
2

f (x) f ( x)
g(x)

+ −+ −+ −+ −
تابعي همواره زوج اسـت و تـابع    ====

2

f (x) f ( x)
h(x)

− −− −− −− −
==== 

  تابعي همواره فرد است.

و چون داريم:   
2 2

f (x) f ( x) f (x) f ( x)
f (x)

+ − − −+ − − −+ − − −+ − − −
= += += += صورت جمع يك تابع فـرد و يـك تـابع     توان به پس هر تابع فرد را مي +

  زوج نوشت.

3مثال: تابع  2 21
2 1 1f (x) x x x

x
= + − + − −= + − + − −= + − + − −= + − + −   صورت جمع يك تابع زوج و يك تابع فرد بنويسيد. را به −

3 2 2 3 2 2

2 2

1 1
2 1 1 2 1 1

2 1 1
2 2

(x x x ) ( x x x )
f (x) f ( x) x x: x x

+ − + − − + − + + + − −+ − + − − + − + + + − −+ − + − − + − + + + − −+ − + − − + − + + + − −+ −+ −+ −+ −
= = + − −= = + − −= = + − −= = + −   جزء زوج −

3 1

2

f (x) f ( x)
x

x

− −− −− −− −
= −= −= −=   : جزء فرد−

  اند. ي زوج، اجزاي زوج تابع ي فرد اجزاي فرد تابع و جملات با درجه اي ها، جملات با درجه نتيجه: در چند جمله

3ر تابع مثال: اگ 2 1
2f (x) x (a )x

x
= + + −= + + −= + + −= + +   كدام است؟ aتابعي فرد باشد.  −

2aبايد جمله درجه زوج نداشته باشيم، پس:    = −= −= −= −  

0fتنها تابعي كه هم زوج است و هم فرد تابع ثابت:  -3 (x)   است. زيرا: ====

2 0 0
f ( x) f (x)

f (x) f (x) f (x) f (x)
f ( x) f (x)

− =− =− =− = 
⇒ = − ⇒ = ⇒ =⇒ = − ⇒ = ⇒ =⇒ = − ⇒ = ⇒ =⇒ = − ⇒ = ⇒ =

− = −− = −− = −− = − 
  

مثال: تابع 
2

2 1

x
f (x) [ ]

x
====

++++
  از لحاظ زوج يا فرد بودن چگونه است؟ 

تر است لذا:  چون همواره صورت كسر از مخرج كسر كوچك  
2

2
0 1

1

x

x
≤ <≤ <≤ <≤ <

++++
است. پس  

2

2
0

1

x
[ ]
x

====
++++

است. لذا اين تابع هم  

  زوج و هم فرد است.
  

  تابع صعودي، تابع نزولي:

1از دامنه كه  2xو  1xودي ناميم، هرگاه براي هر را صع f(x)تابع    2x x<<<< ،1بود 2f (x ) f (x 1باشد و اگـر   ≥≥≥≥( 2f (x ) f (x )<<<< 

  ناميم. باشد، تابع را صعودي اكيد مي

1كه   از دامنه 2xو  1xهرگاه براي هر را نزولي ناميم،  f(x)تابع    2x x<<<< ،1 2f (x ) f (x   باشد. ≤≤≤≤(

1و اگر    2f (x ) f (x )>>>> 

باشد، تـابع را نزولـي   

  ناميم. اكيد مي

  
  

fكنيم تابع  يادآوري مي   (x) ناميم هرگاه براي هر دو  را ثابت مي

1داشته باشيم:  fي  از دامنه 2xو  1xعضو  2f (x ) f (x . ثابت ====(

شـود. البتـه توابـع     ثابت هم صعودي و هم نزولي محسوب مـي 

صعودي و در قسمت ديگري  شان ي توانند در قسمتي از دامنه مي

نزولي باشند، مانند تابع زير كه صعودي يا نزولي نيست امـا در  

  قسمتي از دامنه صعودي و در قسمت نزولي است.

  

ــد نزولي      نزولي اكي  صعودي      صعودي اكيد  

1x 2x 3x 4x 5x  صعودي     
 نزولي صعودي      صعودي     

 ثابت
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شان در كدام قسمت صعودي و در كدام قسمت نزولـي و در كـدام    مثال: با رسم نمودار توابع زير تعيين كنيد هر كدام در دامنه

  قسمت ثابتند؟

  

2 3f (x) | x |= − + += − + += − + += − +   (الف +

  

  

  نه صعودي نه نزولي      

  
2 6 10f (x) x x= − += − += − += −   (ب+

  

  

  

  نه صودي نه نزولي      

  

1f (x) x= −= −= −= −  
  

  

  تابع نزولي اكيد است      

  

  

  
2

2

2

4 2 1

2 1

x x

f (x) x

x x

 ≤ −≤ −≤ −≤ −


= − ≤ ≤= − ≤ ≤= − ≤ ≤= − ≤ ≤

− − >− − >− − >− − >

  (د 

  تابع نزولي است      

  

  

  

  
1

f (x)
x

  (هـ ====

  تابع نه صعودي است نه نزولي        

  

2−−−−

ــعودي نـــزولي  ص

4−−−−

ــعودي نـــزولي  ص

3

1

 نزولي

 نزولي     

2−−−−

ــت  ثاب

1
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  بخوانيد)  نكته: داريم: (ستوني

↓↓↓↓  ↓↓↓↓  ↓↓↓↓  ↓↓↓↓   

  نزولي  نزولي
صعود

  ي

صعود

  ي
f  

  نزولي
صعود

  ي
  نزولي

صعود

  ي
g 

صعود

  ي
  نزولي  نزولي

صعود

  ي
fo

g  

  اثبات:

ــعودي 2 ص 1
2 1 2 1

2 1

 نـــزولي نـــزولي

ــعودي ــعودي ص  ص

g f : f (g(x )) f (g(x )) fog
x x g(x ) g(x )

f : f (g(x )) f (g(x )) fog

≤≤≤≤> → ≥> → ≥> → ≥> → ≥ 
≥≥≥≥

  

2 نـــزولي 1
2 1 2 1

2 1

ــعودي  نـــزولي  ص

ــعودي نـــزولي   ص

g f : f (g(x )) f (g(x )) fog
x x g(x ) g(x )

f : f (g(x )) f (g(x )) fog

≤≤≤≤> → ≤> → ≤> → ≤> → ≤ 
≥≥≥≥

  

  

fنكته: تابع  (x)−−−− و f ( x)−−−−  از لحاظ صعودي يا نزولي بودن برخلافf(x)  است. (يعني اگرf(x)  ،صعودي باشدf ( x)−−−−  و–

f(x) (.نزولي است  

  

  

  

  مثال: صعودي يا نزولي بودن توابع زير را بررسي كنيد.

2 3y x= −= −= −=   (الف −

  

2تابع    3f (x) x= −= −= −= gنزولي است و تابع  − x====  صعودي است در نتيجهgof .نزولي است  
1 2 1y Cos ( x )−−−−= −= −= −=   (ب −

2تابع    1f (x) x= −= −= −= 1g(x)صعودي و تابع  − Cos (x)−−−−====  نزولي است در نتيجهgof .نزولي است  

  كند. ها را قطع ميxصعودي اكيد يا نزولي اكيد باشد، در اين بازه حداكثر يكبار محور  [a,b]روي بازه  f(x)نكته: اگر تابع 

  

  

  

f(x)
y f(x)====

f(x)−−−−

y f( x)= −= −= −= −

b

a

ba
b

a
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  يك: به تابع يك

  يك است هرگاه به هر عضو مجموعه دوم بيش از يك عضو از مجموعه اول نظير نشود. به تابع تعريف شده بين دو مجموع يك  

  رد تصوير تنها يك عضو از دامنه است.يك هر عضو ب به لذا در يك تابع يك  

  ها نمودار آن را حداكثر در يك نقطه قطع كند.xيك است كه هر خط موازي محور  به طور كلي يك تابع در صورتي يك به  

  

  

  

  يك است هرگاه: به يك fتوان گفت تابع  از لحاظ رياضي مي  

1 2 1 2x x f (x ) f (x )≠ ⇒ ≠≠ ⇒ ≠≠ ⇒ ≠≠ ⇒ 1اگر  ≠ 2 fx , x D∈∈∈∈  

  توان گفت: يا مي  

1 2 1 2f (x ) f (x ) x x= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒   اگر =

  توان با توجه به شرط بالا تحقيق كرد. توان با توجه به نمودار و هم مي يك بودن را هم مي به يك  

    

  اند.  يك به مثال: ثابت كنيد توابع زير يك

3 2f (x) x= += += +=   (الف +

  

  

  

  

1 2 1 2 1 23 2 3 2f (x ) f (x ) x x x x= ⇒ + = + ⇒ == ⇒ + = + ⇒ == ⇒ + = + ⇒ == ⇒ + = + ⇒   ات جبري: اثب=
2 1

1

x
f (x)

x

++++
====

−−−−
  (ب 

  

  

  

  

  كند. ها تابع را در يك نقطه قطع ميxهر خط موازي محور   

1 2
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

1 2

2 1 2 1
2 2 1 2 2 1

1 1

x x
f (x ) f (x ) x x x x x x x x

x x

+ ++ ++ ++ +
= ⇒ = ⇒ − + − = − + −= ⇒ = ⇒ − + − = − + −= ⇒ = ⇒ − + − = − + −= ⇒ = ⇒ − + − = − + −

− −− −− −− −
  

                                                1 2 2 1 2 1 1 22 2 3 3x x x x x x x x⇒ − + = − + ⇒ = ⇒ =⇒ − + = − + ⇒ = ⇒ =⇒ − + = − + ⇒ = ⇒ =⇒ − + = − + ⇒ = ⇒ =  
f (x) x==== ج)  

  

  

  

 يك به يــك نيســت يك به يك اســت

2

1

1 2

3
−−−−
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  كند. تابع را در يك نقطه قطع مي هاxهر خط موازي محور   

1 2 1 2 1 2f (x ) f (x ) x x x x= ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ =  
2

2

4
0

2

x
f (x) x

x

−−−−
= ≥= ≥= ≥=   (د ≤

2

1 2

2
f (x)

x
= −= −= −= −  

  

  كند. ها تابع را در يك نقطه قطع مي xهر خط موازي محور   

2 2
1 2 1 2 1 22 2

1 2

1 2 1 2

2 2
f (x ) f (x ) x x x x

x x
= ⇒ − = − ⇒ = ⇒ == ⇒ − = − ⇒ = ⇒ == ⇒ − = − ⇒ = ⇒ == ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =  

د. اما با كوچك كردن دامنه يك تابع ممكن است بتوانيم تابعي يك نيستن به ي شان يك گاهي اوقات توابعي روي همه دامنه  

  يك بسازيم. به يك

  يك بسازيد. به ي هر يك از توابع زير روي يك بازه، تابعي يك مثال: با محدود كردن دامنه

2y | x |= −= −= −=   (الف−

  

  

  

]2هاي  روي بازه   , )2و  ∞+∞+∞+∞+( ,   يك است. به جداگانه يك ∞−∞−∞−∞−[
23y (x )= += += +=   (ب +

  

  

  

  

)3هاي  روي بازه   , )−∞ −−∞ −−∞ −−∞ )3و  − , )− +∞− +∞− +∞−   يك است. به جداگانه يك ∞+
3

2 2
y Sinx [ , ]

π ππ ππ ππ π
= −= −= −=   (ج −

  

  

  

هاي  روي بازه  
2 2

[ , ]
π ππ ππ ππ π

3و  −−−−

2 2
[ , ]
π ππ ππ ππ π يك است.  به جداگانه يك  

  وارون يك رابطه

  آيد. دست مي به Rي  هاي مرتب را عوض كنيم، وارون رابطه هاي اول و دوم هر يك از زوج اگر در يك رابطه جاي مؤلفه  

{{{{ }}}}1
R (y, x) | (x, y) R

−−−− = ∈= ∈= ∈= ∈  
}}}}مثلاً اگر    }}}}1 2 2 3 3 4 1 4R ( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( ,   گاه: باشد، آن ====(

{{{{ }}}}1 2 1 3 2 4 3 4 1R ( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )
−−−− ====  

1 2

2

3

9

1

2
2

2

ππππ
−−−−

2

ππππ

3

2

ππππ
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  نكات:  

1Rبرد  Rدامنه  -1 1Rدامنه  Rو برد  −−−−   است. −−−−

yصورت يك نمودار نمايش داده شده باشد، با پيدا كردن قرينه هر نقطه از نمودار نسبت به خـط   در حالتي كه رابطه به -2 x==== 

  آيد. دست مي اول و سوم)، نمودار وارون آن بهساز ربع  (نيم
  

  تابع معكوس يا تابع وارون:

پـذير   را وارون fصورت  ناميم (تابع معكوس). در اين مي f» تابع وارون«، خود يك تابع باشد، آن را fاگر وارون تابعي مانند   

1fرا با نماد  fنامند. تابع وارون  پذير) مي (معكوس 1fدهيم. توجه كنيد كه  نمايش مي −−−− يك نماد اسـت و نبايـد آن را بـا     −−−−
1

f (x)
  اشتباه گرفت. 

fپذير باشد و داشته باشيم  تابعي وارون fاگر    (a) b==== 1گاه:  آنf (b) a−−−− 1fبراي رسم نمودار  ==== را  fكـافي اسـت نمـودار     −−−−

1fنسبت به نيمساز ربع اول و سوم قرينه كنيم. تعريف زوج مرتبي    صورت زير است: به −−−−

{{{{ }}}}1
f (y, x) | (x, y) f
−−−− = ∈= ∈= ∈= ∈  

  يك باشد. به يك fآن است كه  fپذيري  شرط لازم و كافي براي وارون  
  

  ع وارون:يافتن ضابطه تاب

yدر معادله  fپذير مانند  ي تابع وارون يك تابع وارون دست آوردن ضابطه براي به   f (x)==== ،x  را برحسبy كنيم،  محاسبه مي

1fتابع  xبه  yسپس با تبديل  (x)−−−− آوريم. دست مي را به  

  

  .ي وارون توابع زير را بيابيد مثال: ضابطه

2f (x) x= −= −= −=   (الف −

1y f (x) x f (y)−−−−= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =  
0 2 2 12 2 2

y
y x x y x y f (y)

≥≥≥≥ −−−−= − → − = ⇒ = + == − → − = ⇒ = + == − → − = ⇒ = + == − → − = ⇒ = + =  
1 2 2f (x) x−−−−⇒ = +⇒ = +⇒ = +⇒ = +  

  

2 3f (x) x= += += +=   (ب +

13
2 3

2

y
y x x f (y)−−−−−−−−
= + ⇒ = == + ⇒ = == + ⇒ = == + ⇒ = =  

1 3

2

x
f (x)−−−− −−−−

⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =  

  
7

3
f (x)

x
====

−−−−
  ج( 

1 1

7
3 7

3

3 7

3 7 3 7

y yx y
x

y yx

y x
x f (y) f (x)

y x

− −− −− −− −

= ⇒ − == ⇒ − == ⇒ − == ⇒ − =
−−−−

⇒ = −⇒ = −⇒ = −⇒ = −

+ ++ ++ ++ +
= = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ =

  

2 2y x= += += += +

2y x= −= −= −= −

y x====

x ≥≥≥≥ �

2 3f (x) x= += += += +

1 3

2

x
f (x)
−−−− −−−−

====

••••

7

3
y

x
====

−−−−

7

3
y

x
====

−−−−

3 7x
y

x

++++
====

3 7x
y

x

++++
====
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  مثال: نمودار توابع زير را رسم كنيد.

1 2y x= − −= − −= − −= − 3    (ب − 1 1y x= − += − += − += −   (الف +

  

  

  
   

21مثال: ثابت كنيد كه تابع  1f (x) x= + −= + −= + −= + 0ي  روي دامنه − 1[ ,   دست آوريد. يك به يك است و وارون آن را به [

  
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 21 1 1 1 1 1f (x ) f (x ) x x x x x x= ⇒ + − = + − ⇒ − = − ⇒ − = −= ⇒ + − = + − ⇒ − = − ⇒ − = −= ⇒ + − = + − ⇒ − = − ⇒ − = −= ⇒ + − = + − ⇒ − = − ⇒ − = −  

f.1يك به يك است 2 02 2
1 2 1 2

x , x
x x x x

>>>>
⇒ = → = →⇒ = → = →⇒ = → = →⇒ = → = →  

2 2 2 2

02 2 2

1 2 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2 2

x

y x x y x (y )

x (y ) x (y )

f (y) y y f (x) x x

≥≥≥≥

− −− −− −− −

= + − ⇒ − = − ⇒ − = −= + − ⇒ − = − ⇒ − = −= + − ⇒ − = − ⇒ − = −= + − ⇒ − = − ⇒ − = −

⇒ = − − → = − −⇒ = − − → = − −⇒ = − − → = − −⇒ = − − → = − −

⇒ = − → = −⇒ = − → = −⇒ = − → = −⇒ = − → = −

  

پـذيري تـابع    مثال: در مورد وارون
0

2 0

x x
f (x)

x x

<<<<
==== 

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥
تحقيـق كنيـد و در صـورت     

  پذيري، وارون آن را بيابيد. وارون

يك باشند. ثانيـاً   به تك ضوابط بايد يك كاي اولاً ت پذيري توابع چند ضابطه براي وارون  

  هاي مختلف نبايد با هم اشتراك داشته باشند. برد ضابطه

  الذكر هر دو صادقند. اين دو موضوع در مورد تابع فوق  

1fي  آوريم. البته دقت كنيد دامنه دست مي ها را به تك ضابطه لذا معكوس تك     است. fهمان برد  −−−−
1

2 2 1 2

0

2 2 2 2 2
y

y x x y f (x) x x

y x x y x (y ) f (x) (x ) x

−−−−

≥≥≥≥ −−−−

 = → = → = <= → = → = <= → = → = <= → = → = <

 = + → = − → = − ⇒ = − ≥= + → = − → = − ⇒ = − ≥= + → = − → = − ⇒ = − ≥= + → = − → = − ⇒ = − ≥

  

1
2

0

2 2

x x
f (x)

(x ) x

−−−− <<<<
⇒ =⇒ =⇒ =⇒ = 

− ≥− ≥− ≥− ≥
  

3مثال: نمودار توابع 
y x , y x= == == == 2yرا به كمك نمودار  = x====  3وy x==== .رسم كنيد  

yچون    x====  2وارون تابعy x====  براي)

0x 3) و <<<<
y x====  ــابع 3yوارون ت x==== 

  است، خواهيم داشت:
   

axمثال: نشان دهيد وارون تابع  b
y

x a

++++
====

−−−−
  بر خودش منطبق است. 

1 1

ax b
y xy ay ax b x(y a) ay b

x a

ay b ay b ax b
x f (y) f (x)

y a y a x a

− −− −− −− −

++++
= ⇒ − = + ⇒ − = += ⇒ − = + ⇒ − = += ⇒ − = + ⇒ − = += ⇒ − = + ⇒ − = +

−−−−
+ + ++ + ++ + ++ + +

⇒ = ⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ = ⇒ =
− − −− − −− − −− − −

  

axكه در تابع  ينكته: در حالت كلي در صورت   b
f (x)

x d

++++
====

++++
 ،a d= −= −= −= بـر خـودش منطبـق اسـت. (از لحـاظ       fباشد، وارون  −

yنمودار مركز تقارن منحني روي خط  x==== (.قرار گرفته است  

•••• 3 1y x= −= −= −= −

3 1 1y x= − += − += − += − +

3
y x====

1 2y x= − −= − −= − −= − −

3 1y x= −= −= −= −

2y x= −= −= −= −

y x= −= −= −= −

2y x= − −= − −= − −= − −

2

1

11−−−−

21 1 x+ −+ −+ −+ −

2

y x====

2y x====

1

1

1−−−−

3
y x====

3y x====

1

1
1−−−−

1−−−−
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fمثال: تابع  (x) ax b= += += += + ،0a 1fها:  ازاي آن را به bو  aداده شده است. همه مقادير  ≠≠≠≠ (x) f (x)−−−−   باشد، را بيابيد. ====

1 1y b y b x b
y ax b x f (y) f (x)

a a a

− −− −− −− −− − −− − −− − −− − −
= + ⇒ = ⇒ = ⇒ == + ⇒ = ⇒ = ⇒ == + ⇒ = ⇒ = ⇒ == + ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

، ــراي آن ــند     ب ــد باش ــارت متح ــه دو عب ك  

ــند . ــته باشـ ــان داشـ ــرايب يكسـ ــد ضـ  بايـ

1 1
1

1

1

b
ax b x a a

a a a
a

b
b a

a

⇒ + = − → = ⇒ = ±⇒ + = − → = ⇒ = ±⇒ + = − → = ⇒ = ±⇒ + = − → = ⇒ = ± 
⇒ = −⇒ = −⇒ = −⇒ = −

= − ⇒ = −= − ⇒ = −= − ⇒ = −= − ⇒ = −


∩

  

  يعني اگر وارون يك تابع خطي بخواهد بر خود تابع منطبق باشد، بايد اين خط بر نيمساز ربع اول و سوم عمود باشد.  

1مثال: اگر  1y m x h= += += += 2و  + 2y m x h= += += += انـد، نشـان دهيـد:     ي دو خط باشد كه نسبت به نيمساز ربع اول و سوم قرينـه  معادله +

1 2 1m m ====  
  در واقع يكي از اين دو خط وارون ديگري است:  

1 1 11
1 1

1 1 1 1 1

1 1y h h h
y m x h x y f (y) y

m m m m m

−−−−−−−−
= + ⇒ = = − ⇒ = −= + ⇒ = = − ⇒ = −= + ⇒ = = − ⇒ = −= + ⇒ = = − ⇒ = −  

1 بايـــد دو عبـــارت متحـــد باشـــند. 11
2 2 2 1 2 2

1 1 1 1

1 1
1

h h
f (x) x m x x m m m h

m m m m

−−−−⇒ = − + ⇒ = ⇒ = − =⇒ = − + ⇒ = ⇒ = − =⇒ = − + ⇒ = ⇒ = − =⇒ = − + ⇒ = ⇒ = − =  

2مثال: تابع  4 2y x x= − += − += − += − يك تفكيك كنيد و در هـر بخـش    به را به دو جزء يك +

  معكوس آن را جداگانه بيابيد.

  

22 2y (x )= − −= − −= − −= − −  
2xبراي  2xو  ≤≤≤≤   يك است و خواهيم داشت: به تابع يك ≥≥≥≥

22 2 2 2(x ) y x y− = + ⇒ − = ± +− = + ⇒ − = ± +− = + ⇒ − = ± +− = + ⇒ − = ± +  
2 0

2 2 0 2 2 2 2
y

x x x y x y
+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥

≥ → − ≥ → − = + ⇒ = + +≥ → − ≥ → − = + ⇒ = + +≥ → − ≥ → − = + ⇒ = + +≥ → − ≥ → − = + ⇒ = + +  
2 0 12 2 0 2 2 2 2 2 2

y
x x x y x y f (x) x

− + ≤− + ≤− + ≤− + ≤ −−−−≤ → − ≤ → − = − + ⇒ = − + ⇒ = − +≤ → − ≤ → − = − + ⇒ = − + ⇒ = − +≤ → − ≤ → − = − + ⇒ = − + ⇒ = − +≤ → − ≤ → − = − + ⇒ = − + ⇒ = − +  
  

   

   

  

  

  

  نكات وارون يك تابع:

1fاگر  -1   باشد، داريم: fوارون  −−−−

1 1f ff f
D R R D− −− −− −− −= == == == =  

  داريم:  -2

1 1
ff of (x) f (f (x)) x x D− −− −− −− −= = ∈= = ∈= = ∈= = ∈  

1
1 1

f
fof (x) f (f (x)) x x D −−−−

− −− −− −− −= = ∈= = ∈= = ∈= = ∈  

3-   1 1 1(fog) (x) g of (x)− − −− − −− − −− − −====  

1 2 2f (x) x−−−− = + += + += + += + +

22 2 2f (x) (x ) x= − − ≥= − − ≥= − − ≥= − − ≥

1f −−−−

xx f (x)

1 2 2f (x) x−−−− = − += − += − += − +
22 2 2f (x) (x ) x= − − ≤= − − ≤= − − ≤= − − ≤

2
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  وارون يك تابع صعودي تابعي صعودي و وارون يك تابع نزولي، تابعي نزولي است. -4

1مثال: اگر  3 ، 2 4f {( , ) ( , 1fباشد،  ===={( 1دست آوريد، سپس  را به −−−−
f of
1و  −−−−

fof
  را نيز بيابيد. آيا اين دو تابع همواره برابرند؟ −−−−

{{{{ }}}}1 3 1 ، 4 2f ( , ) ( , )
−−−− ====  

  
{{{{ }}}} {{{{ }}}}

{{{{ }}}} {{{{ }}}}1

1

1

1 1 ، 2 2 1 2

3 3 ، 4 4 3 4

f

f

f of ( , ) ( , ) D ,

fof ( , ) ( , ) D ,−−−−

−−−−

−−−−

= == == == =

= == == == =
  

  اند، اما با هم برابر نيستند.  كنيد كه هر دو تابع نسبت به دامنه تعريفشان هماني دقت مي  

1fنزولي باشد.  [a,b]روي  f(x)اگر  -5 (x)−−−−  روي[f (b) , f (a)] .نزولي است  

  

  

  

  
   

  پذير: راه حل كلي يافتن برد توابع معكوس

  طور كه گفتيم براي هر تابع و معكوس آن همواره: همان  

1

1

f f

f f

D R

D D

−−−−

−−−−

====

====
  

  ي تابع معكوس آن. پذير برابر است با دامنه يعني همواره برد يك تابع معكوس  

توان گاهي بهره برد،  البته با در نظر گرفتن ايـن دقـت كـه معكـوس آن      يك نيز مي به حل در مورد توابع غير يكاز اين راه   

  ممكن است تابع نباشد.

ها نيـز اسـتفاده كنـيم (ماننـد توابـع       توانيم از آن نامساوي دانيم مي ها مي هايي در مورد آن البته در مورد توابعي كه نامساوي  

  ).مثلثاتي يا براكتي

  مثال: برد توابع زير را بيابيد.
2

2 1

x
y

x
====

++++
  (الف 

2 2 2 21 0
1

y
x y y x x (y ) y x

y
⇒ + = ⇒ − + = ⇒ =⇒ + = ⇒ − + = ⇒ =⇒ + = ⇒ − + = ⇒ =⇒ + = ⇒ − + = ⇒ =

−−−−
  

ــم  را تعييـــن مـــي1 كنيـ ي  دامنــه   
0

1 1

fy y
x

y y

−−−−
⇒ = ± → ≥⇒ = ± → ≥⇒ = ± → ≥⇒ = ± → ≥

− −− −− −− −
  

1

1 0 1

1

y

y y R [ , )

y

⇒ ⇒ ≤ < → =⇒ ⇒ ≤ < → =⇒ ⇒ ≤ < → =⇒ ⇒ ≤ < → =
− + −− + −− + −− + −

−−−−

�

�  

2 2y x x= −= −= −=   (ب −
ــم  را تعييـــن مـــي1 كنيـ ي  دامنــه   21 1 1 1 1 0 1 1

f
(x ) y x y y y R [ , ]

−−−−
− = + ⇒ − = ± + → + ≥ ⇒ ≥ − ⇒ = − + ∞− = + ⇒ − = ± + → + ≥ ⇒ ≥ − ⇒ = − + ∞− = + ⇒ − = ± + → + ≥ ⇒ ≥ − ⇒ = − + ∞− = + ⇒ − = ± + → + ≥ ⇒ ≥ − ⇒ = − + ∞  

  راه دوم:

21 1y (x )= − −= − −= − −= − −  
2م همواره داني مي   0x 21است پس:  ≤≤≤≤ 1 1y (x )= − − ≥ −= − − ≥ −= − − ≥ −= − − ≥ −  

∪∪∪∪�

f (b) f (a)

f (b)

f (a)

1y f (x)−−−−====

y f (x)====

b
a

a

b

f (a) f (b)

f (b)

f (a)

1y f (x)−−−−====

y f (x)====

ba

a

b
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  راه سوم:

  

  

  
2 1x

y
x

++++
  (ج ====

2
2 2 4

1 1 0
2

y y
yx x x yx x

+ ± −+ ± −+ ± −+ ± −
= + ⇒ − + = ⇒ == + ⇒ − + = ⇒ == + ⇒ − + = ⇒ == + ⇒ − + = ⇒ =  

  يابيم: ي تابع فوق را مي حال دامنه  
2

2

y

y

≥≥≥≥


≤ −≤ −≤ −≤ −
2پس:     4 0y − ≥− ≥− ≥− ≥  

  ته: داريم:راه دوم: نك  
2 01

2 0

x
x :

xx

≥ >≥ >≥ >≥ >
++++ 

≤ − <≤ − <≤ − <≤ − <
  

|1مثال: ثابت كنيد  x |
f (x)

| x |

++++
  دست آوريد. زوج است و با استفاده از آن برد تابع را به ====

  f  :تابعي زوج است  
1 1| x | | x |

f ( x) f (x)
| x | | x |

− + +− + +− + +− + +
− = = =− = = =− = = =− = = =

−−−−
  

0xلذا كافي است برد را براي    0xرد قسمت دست آوريم، چون ب به <<<< 0x، همان برد >>>> است. (به جهت تقارن تابع نسبت  ≤≤≤≤

  ها)yبه محور 
1 1

0 1
x

x : f (x)
x x

++++
> = = +> = = +> = = +> = = +  

  

  

  

  

1برد تابع براي    0R ( , ) , x= + ∞ >= + ∞ >= + ∞ >= + ∞   است. پس برد كامل تابع همين است.  <

yي تابع معكوس تابع  ابع آن است كه دامنهالبته راه اصلي پيدا كردن برد ت   f (x)==== دست آوريم: را به  
1

0
0 1 11 1 1 1 1

1 1 0 1
1 1

x yx
y y x f (y) y

x x x y y

>>>>
>>>> −−−− −−−−++++

= = + ⇒ − = → = → = > → >= = + ⇒ − = → = → = > → >= = + ⇒ − = → = → = > → >= = + ⇒ − = → = → = > → >
− −− −− −− −

  

1fي  همان دامنه fكنيد برد  گونه كه ملاحظه مي همان   1fي  است. كه يافتن دامنه −−−− ي تغييرات  تن محدودهنهايتاً منجر به ياف −−−−

y شود. مي  

2 1f (x) log(x x )= + += + += + += + +  
2  ضرب در مــزدوج2

2

2 2

1 1
1

1 1

( x (x ))
f ( x) log( x x ) log( ) log

x x x x

− + +− + +− + +− + +
− = − + + = =− = − + + = =− = − + + = =− = − + + = =

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +
  

f(x)  .2فرد است 1 21 1log(x x ) log(x x ) f (x)−−−−= + + = − + + = −= + + = − + + = −= + + = − + + = −= + + = − + + = −  

2
1

1
2

b
x

a
= − = += − = += − = += − = +

1−−−−

1
1y
x

= += += += +

1
y

x
====

x >>>> �

2
1

1
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مثال: ثابت كنيد كه تابع   
1

x
f (x)

| x |
====

++++
  را بيابيد. fتابعي فرد است و با استفاده از آن برد  

f(x)  .فرد است
1 1

x x
f ( x) f (x)

| x | | x |

− −− −− −− −
− = = = − →− = = = − →− = = = − →− = = = − →

− + +− + +− + +− + +
  

fاگر برد    (x)  0در قسمتx 0xرا بيابيم. برد تابع در قسمت  ≤≤≤≤ قرينـه بـرد    >>>>

0xتابع در    است. ≤≤≤≤

0
1

x
x : y

x
≥ =≥ =≥ =≥ =

++++
  

0 1R [ , )====  
0xالا براي ح   <<<< ،1 0y− < ≤− < ≤− < ≤− < 1است. لذا برد تابع  ≥ 1y− < <− < <− < <− <   است. >

0تر است، پس  : چون صورت همواره از مخرج كوچك2راه    1
1

x

x
≤ <≤ <≤ <≤ <

++++
  است. 

0xحالا براي    <<<< ،1 0y− < ≤− < ≤− < ≤− < 1است. لذا برد تابع  ≥ 1y− < <− < <− < <− <   است. >

  : 3راه   

0

1

11 0 1
1 1

1

x
y

x y
yy yx y x x(y ) y x y

x y
y

y

≥≥≥≥
− + +− + +− + +− + +

− + + −− + + −− + + −− + + −= ⇒ + = ⇒ − = − ⇒ = ≥ ⇒ ⇒ ≤ <= ⇒ + = ⇒ − = − ⇒ = ≥ ⇒ ⇒ ≤ <= ⇒ + = ⇒ − = − ⇒ = ≥ ⇒ ⇒ ≤ <= ⇒ + = ⇒ − = − ⇒ = ≥ ⇒ ⇒ ≤ <
+ −+ −+ −+ −

− + −− + −− + −− + −
−−−−

�

�

�  

0xحالا براي    <<<< ،1 0y− < ≤− < ≤− < ≤− < 1است. لذا برد تابع  ≥ 1y− < <− < <− < <− <   است. >

  

  توابع متناوب:

  نامند. كنند، حركت متناوب مي ا تكرار ميحركاتي كه الگوي خاصي ر  

fxموجود باشد كه براي هر  Tنامند، هرگاه يك عدد حقيقي مثبت مانند  را متناوب مي fتابع    D∈∈∈∈ :داشته باشيم  

f(x, x T D ) f (x T) f (x)+ ∈ + =+ ∈ + =+ ∈ + =+ ∈ + =  
  نامند. ي تناوب مي با خاصيت بالا را دوره Tترين عدد  كوچك  

  نكات:  

fدوره تناوب توابع  -1   (x) Cos(ax b), f (x) Sin(ax b)= + = += + = += + = += + = 2برابر  +
T

| a |

ππππ
  است.  ====

fو دوره تناوب توابع    (x) Cot(ax b) , f (x) tan(ax b)= + = += + = += + = += + = Tبرابر  +
| a |

ππππ
  است. ====

2دوره تناوب توابع:  -2   2f (x) Cos ax , f (x) Sin ax , f (x) | Cosax | , f (x) | Sinax |= = = == = = == = = == = = Tبرابر  =
| a |

ππππ
  است. ====

fدوره تناوب تابع  -3   (x) n(x) [nx]= −= −= −= 1برابر  −
T

n
  است. ====

  ها را رسم كنيد. دست آورده و آن مثال: دوره تناوب توابع زير را به  
2 3f (x) Sin x==== الف)  

3
T

ππππ
====  

  

�

3

ππππ
−−−−

3

ππππ 2

3

ππππ
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1f (x) Sin (Sinx)−−−−==== ب)  

2T = π= π= π= π  
11 1

2 2 2 2
x Sin Sin (Sin x) x−−−−π π π ππ π π ππ π π ππ π π π

− ≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤− ≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤− ≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤− ≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤  

13
1 1

2 2 2 2
x Sin Sin (Sin x) x−−−−π π π ππ π π ππ π π ππ π π π

≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤  

  

 1
(x)f tan (tan x)

  (ج ====−−−−

1

2 2 2 2
x tan x tan (tan x) x

T

−−−−π π π ππ π π ππ π π ππ π π π
− < < → −∞ < < ∞ → − < = <− < < → −∞ < < ∞ → − < = <− < < → −∞ < < ∞ → − < = <− < < → −∞ < < ∞ → − < = <

= π= π= π= π

  

  

1 [x]f (x) ( )= −= −= −=   (د −

2T ====  
  

  

f (x) Cos (x [x])= π −= π −= π −= π   (هـ −

1T ====     
  اي: توابع پله

ها تابع ثابـت باشـد، يـك     بندي كرد كه تابع روي هر كدام از اين بازه ي آن را به تعدادي بازه تقسيم هر تابعي كه بتوان دامنه  

  نامند. اي مي تابع پله

اي  مثال: تابع پله
5 1

1 1 4

2 4

x

f (x) x

x

< −< −< −< −


= − − ≤ <= − − ≤ <= − − ≤ <= − − ≤ <
 ≤≤≤≤

  را رسم كنيد. 

  
   

  تابع جزء صحيح:

تر نيست (يعني يا مساوي بـا آن اسـت    بيش xترين عدد صحيحي است كه از  جزء صحيح آن، بزرگ xحقيقي  براي هر عدد  

  دهيم. نمايش مي [x]را با نماد  xتر از آن است). جزء صحيح  يا كوچك

f با و شود مي ناميده صحيح جزء تابع دهد، مي نسبت را آن صحيح جزء حقيقي، عدد هر به كه تابعي   (x) [x]==== شود. مي داده نمايش  

  نكات:

  همواره داريم: -1  

1[x] x [x]≤ < +≤ < +≤ < +≤ < +  
  يا

1x [x] x− < ≤− < ≤− < ≤− < ≤  
0شود:  جا نتيجه مي از اين   1x [x]≤ − <≤ − <≤ − <≤ − <  

2
ππππ

2
ππππ

2
ππππ−−−−

2
ππππ−−−−

3
2
ππππ

2

ππππ

2

ππππ 5

2

ππππ
2

−π−π−π−π

3

2

ππππ

2

−π−π−π−π

2 3
4

1

1−−−− 1 2
3
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kاگر  -2   ≤≤≤≤ ℤ :باشد، داريم  

[x k] [x] k+ = ++ = ++ = ++ = +  
  3-   

1
2

2

1 2
3

3 3

1 1

[ x] [x] [x ]

[ x] [x] [x ] [x ]

n
[nx] [x] [x ] ... [x ]

n n

= + += + += + += + +

= + + + += + + + += + + + += + + + +

−−−−
= + + + + += + + + + += + + + + += + + + + +

⋮

  

  كنيم. اثبات: براي نمونه اولين رابطه را اثبات مي  

1x  جزء اعشاري عدد باشد:   αاگر    [x]= + α ≤ α <= + α ≤ α <= + α ≤ α <= + α ≤ α <�  

�

2 1

1 2 2

1
2 2 2 2 2 2 2

2

1
1 2 2 2 2 2 1

2

[ x] [ ([x] )] [x] [ ] [x] [ ] [x]

[ x] [ ([x] )] [x] [ ] [x]

≤ α<≤ α<≤ α<≤ α<

≤ α<≤ α<≤ α<≤ α<


 ≤ α < → = + α = + α = + α =≤ α < → = + α = + α = + α =≤ α < → = + α = + α = + α =≤ α < → = + α = + α = + α =


 ≤ α < → = + α = + α = +≤ α < → = + α = + α = +≤ α < → = + α = + α = +≤ α < → = + α = + α = +


�

�

�

  

1 1
2

2 2

1 1
1 2 1

2 2

[x] [x ] [x]

[x] [x ] [x]

 ≤ α < → + + =≤ α < → + + =≤ α < → + + =≤ α < → + + =

 ≤ α < → + + = +≤ α < → + + = +≤ α < → + + = +≤ α < → + + = +


�

  

  4-   
1 x

[x] [ x]
x

− ∉− ∉− ∉− ∉
+ − =+ − =+ − =+ − = 

∈∈∈∈

ℤ

� ℤ
  

  

  

  

  نتيجه:   

1

[x] x
[ x]

[x] x

− ∈− ∈− ∈− ∈
− =− =− =− = 

− − ∉− − ∉− − ∉− − ∉

ℤ

ℤ
  

  دست آوريد. هاي خواسته شده به مثال: نمودار توابع زير را در بازه

6 6
3

x
f (x) [ ] [ , ]= −= −= −= −  

  

  

  

2 2f (x) [ x] [ , ]= − −= − −= − −= − −  
  

  

  

•••• •••• •••• •••• ••••

6−−−− 3−−−−
321 4 5 61−−−−

2−−−−

21
1−−−−2−−−−

1

2

1−−−−

2−−−−
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2 1 1 3f (x) [x] [ , ]= + −= + −= + −= + −  
  

  

  

  

  دست آوريد.  ي توابع زير را به مثال: دامنه  

1 3f (x) [ x ]= − −= − −= − −= −   (الف −

1 3 1 3 0 2 1 1 1[ x ] [ x ] [ x ] x x x− − = − − − ≥ ⇒ − ≤ − ⇒ − < − ⇒ > ⇒ >− − = − − − ≥ ⇒ − ≤ − ⇒ − < − ⇒ > ⇒ >− − = − − − ≥ ⇒ − ≤ − ⇒ − < − ⇒ > ⇒ >− − = − − − ≥ ⇒ − ≤ − ⇒ − < − ⇒ > ⇒ >  
  

 x
f (x)

[x] [ x]
====

+ −+ −+ −+ −
  (ب 

1 x
[x] [ x]

x

− ∉− ∉− ∉− ∉
+ − =+ − =+ − =+ − = 

∈∈∈∈

ℤ

� ℤ
  

ℝ−−−−اين تابع عبارت است از:  ي پس دامنه   ℤ  

2 1

x [x]
f (x)

x x

−−−−
====

+ ++ ++ ++ +
  (ج 

2مخرج همواره مثبت است    1 1 4 0x x :+ + ∆ = − < →+ + ∆ = − < →+ + ∆ = − < →+ + ∆ = − < →  
2

21
1 2 1 1 22

1 1 1

x
| x |

f (x) , [| x |] D ( , ] [ , ] [ , )x
[| x |]

| x | x

≥≥≥≥ 
≥ ⇒≥ ⇒≥ ⇒≥ ⇒ 

= ≠ ⇒ = −∞ − − ∞= ≠ ⇒ = −∞ − − ∞= ≠ ⇒ = −∞ − − ∞= ≠ ⇒ = −∞ − − ∞≤ −≤ −≤ −≤ − 
< ⇒ − ≤ ≤< ⇒ − ≤ ≤< ⇒ − ≤ ≤< ⇒ − ≤ ≤ 

∪ ∪  

9برد تابع مثال: 
9

x
f (x) x [ ]= −= −= −=   شامل چند عدد صحيح است؟ −

1

1
f (x)

[| x |]
====

−−−−
  

9 9
9 9 9

x x x
x [ ] ( [ ])− = −− = −− = −− = −  

1xدانيم  مي   [x]≤ − <≤ − <≤ − <≤ − 1پس:   �>
9 9

x x
[ ]≤ − <≤ − <≤ − <≤ − <�  

9 9 9 3
9 9 9

x x x
( [ ]) x [ ]⇒ ≤ − < ⇒ ≤ − <⇒ ≤ − < ⇒ ≤ − <⇒ ≤ − < ⇒ ≤ − <⇒ ≤ − < ⇒ ≤ − <� �  

  مثال: معادلات و نامعادلات زير را حل كنيد:

3 3

x x
[ ]   (الف ====

xچون براكت عدد صحيح است، لذا:   
k ℤ

3
= ∈= ∈= ∈= xپس:  ∋ k3====  :لذا  

3 3 3 3 3 4 3
1 3 4 4 3

4 4 4 4 4 4

k k k k k k
[ ] k [ ] k k k k

−−−−
= ⇒ − < ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤= ⇒ − < ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤= ⇒ − < ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤= ⇒ − < ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤  

4 1 2 3 3 6 9
k

k k , , , x , , ,
∈∈∈∈⇒ − ≤ ≤ → = − − − ⇒ = − − −⇒ − ≤ ≤ → = − − − ⇒ = − − −⇒ − ≤ ≤ → = − − − ⇒ = − − −⇒ − ≤ ≤ → = − − − ⇒ = − − −ℤ

� � �  
  

21
1−−−−

3

1

3

5
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7[x] [ x]− − =− − =− − =− −   (ب =

1

[x] x
[ x]

[x] x

− ∈− ∈− ∈− ∈
− =− =− =− = 

− − ∉− − ∉− − ∉− − ∉

ℤ

ℤ
  

7
7 ــيرممكن  غ

2
1 7

3 3 4

[x] ( [x]) x [x]

[x] ( [x] ) x
[x] x

− − = ∈− − = ∈− − = ∈− − = ∈ = ⇒= ⇒= ⇒= ⇒ ⇒⇒⇒⇒    
− − − = ∉− − − = ∉− − − = ∉− − − = ∉  = ⇒ < <= ⇒ < <= ⇒ < <= ⇒ < <

ℤ

ℤ
  

2
2

x
[ ]
x

++++
  (ج ====

2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 1 2[ ] [ ] [ ] x
x x x x

+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ ≤ < ⇒ < ≤+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ ≤ < ⇒ < ≤+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ ≤ < ⇒ < ≤+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ ≤ < ⇒ < ≤  
  

yرسم تابع رسم تابع  [f (x)]====   و وy f ([x])====  

yرسم  [f (x)]====  

yبراي رسم    [f (x)]====  خطوطy k= ∈= ∈= ∈= ∈ℤ ازات محور را به موxكنيم و سپس در نقاط تقاطع با منحني قسمتي كه  ها رسم مي

  كنيم.  بين دو خط محور شده است را روي خط پاييني تصوير مي

هـا   اي كه تابع نزولي است، انتهاي بازه كنيم، و در نواحي ها را تو پر رسم مي اي كه تابع صعودي است، ابتداي بازه در نواحي  

  م. كني را تو پر رسم مي

yمثال: نمودار  [Sin x]==== ي تناوب) را رسم كنيد. (در يك دوره  

  

  

  

yبه شكل زير باشد،  fمثال: اگر  [f (x)]====  .را رسم كنيد  

  

  

  

  

  

yرسم  f ([x])====:  

yبراي رسم    f ([x])====  خطوطx k= ∈= ∈= ∈= ∈ℤ 1خطـي بـه طـول     ي تقاطع هر خط با منحني پاره را رسم كرده و از ابتداي نقطه 

  ها تو پر خواهند بود (يعني نقاط سمت چپ توپرند). كنيم. همواره نقاط ابتداي بازه واحد به سمت راست رسم مي

yمثال: اگر نمودار  f (x)====  ،به شكل زير باشدy f ([x])====  .را رسم كنيد  
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