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هايي براي بدست آوردن تعداد حالات ممكن براي انجام يك عمل، بدون شمارش معرفي  اي از رياضيات كه در آن روش شاخه

  گردد.  مي

   فاكتوريل:فاكتوريل:فاكتوريل:فاكتوريل:

  يك عدد طبيعي باشد:  nاگر 

121 ××−−= ...)n)(n(n!n  
 ...)!n)(n(n)!n(n!n =−−=−=   : نتيجه 211

  : قرارداد �!=1 

        اصل جمع:اصل جمع:اصل جمع:اصل جمع:

انجام باشند و انجام همزمان اين دو عمل، غيرممكن باشد، تعداد  طريق قابل 2nطريق و عمل ديگري به  1nاگر عملي به  

21حالات وقوع عمل اول يا عمل دوم برابر است با  nn  20پيراهن قرمز داشته باشيم به  12. مثلاً اگر هشت پيراهن آبي و ++++

  توانيم پيراهن بپوشيم. حالت مي

        ::::اصل ضرباصل ضرباصل ضرباصل ضرب

م باشد، به فرض آنكه وقوع اين اعمال بر يكديگر تأثيري نداشته طريق قابل انجا 2nطريق و عمل ديگري به  1nاگر عملي به  

21باشد  تعداد حالات انجام همزمان اين دو عمل برابر است با  nn طريق  20شلوار داشته باشيم به  4پيراهن و  5. مثلاً اگر ××××

  توان لباس پوشيد. مي

        ء متمايز:ء متمايز:ء متمايز:ء متمايز:    شيشيشيشي    nجايگشت جايگشت جايگشت جايگشت 

 nجاشدن  نامند. در واقع حالات جابه ء مي شي nيكديگر را جايگشت آن ء متمايز در كنار  شي nحالات مختلف قرار گرفتن 

 , abc , acb  bacعبارت است از  a,b,cنامند. مثلاً جايگشت سه حرف  ء مي شي nء در يك رديف را جايگشت آن  شي

bca , cab , cba 

  n!ست با:شئ متمايز كه در يك رديف قرار گرفته باشند برابر ا n هاي جايگشتتعداد  قضيه:  

  تذكر: در اين درس هرگاه صحبت از جايگشت مي شود ، منظور تعداد جايگشتهاست .

6543210مثال: با ارقام ����   زوج باشد؟ ون ارقام تكراري نوشت به طوري كه توان اعداد هفت رقمي بد به چند طريق مي ,,,,,,

   حل: ����

  براي آنكه عدد زوج باشد بايد رقم سمت راست آن زوج باشد .

ر ارقام جايز نيست ، بايد نسبت به وضعيت صفر مسأله را به دو حالت تقسيم كرد .چون اگـر صـفر در   در حالتي كه تكرا

  سمت چپ قرار بگيرد عدد هفت رقمي نخواهد بود لذا مسأله را در دو حالت بررسي مي كنيم .

و حالـت دوم   حالت اول حالتي است كه صفر در سمت راست قرار دارد و لذا ديگر در سمت چپ قرار نخواهـد گرفـت  

  حالتي است كه ارقام زوج ديگر در سمت راست قرار بگيرند .

6 15 5! != + ×= + ×= + ×= + جواب ×
0

2
4
6

6 5 4 3 2 1 1

5 5 4 3 2 1 3





→→→→


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  شدن داشته باشند را به دست آوريد . تكرارامكان ارقام  در حالتي كهمثال: جواب مثال قبلي ����

  حل: ����
5

6 7 4= × ×= × ×= × ×= × جواب×
0
2
4
6

6 7 7 7 7 7 4 →→→→  

چنان بايد مواظب باشيم صفر  مسأله نياز نيست، چون همدر اين حالت چون امكان تكرار وجود دارد، به دو حالت كردن 

  در سمت چپ عدد قرار نگيرد.

0مثال: با ارقام ���� 1 2 3 4 5 6 7, , , , , , , توان ساخت به طوريكه تكرار ارقام جايز  مي  3500تر از  چند عدد چهار رقمي بزرگ 

  است؟

  به دو گروه خواهيم داشت : 3500با تقسيم كردن اعداد بزرگتر از  حل: ����

2 33 8 4 8 1: × + × −× + × −× + × −× + × تعداد اعداد−

3 5
6
7

4
5
6
7

1 3 8 8 1 3 8 8

4 8 8 8 4 8 8 8

× × ×× × ×× × ×× × × 



 →→→→× × ×× × ×× × ×× × × 





 

  خواهد را نمي 3500خود 

توان تشكيل داد كه حرف اولش نقطه نداشته  چند كلمه سه حرفي با حروف متمايز مي» جمهوري«مثال: با حروف كلمه ����

  باشد؟

  حل: ����
4 5 4 80= × × == × × == × × == × × = 

ه
و
ر

4 5 4

م

→→→→  

  شود. دار مي دقت كنيد كه ي در اول كلمه نقطه

در ميان در قفسه كنار هم قرار داد  توان چهار كتاب رياضي مختلف و سه فيزيك مختلف يك مثال: تعداد حالاتي كه مي����

  شد؟  چقدر است؟ اگر چهار كتاب رياضي و چهار كتاب فيزيك موجود بود جواب مسأله چه مي

  حل: ����

4 3!      ر      ف       ر      ف       ر      ف       ر    →→→→  ××××!

4كننده باشد يا فيزيك   تواند رياضي شروع مي 4 2! !× × →× × →× × →× × →  
     ر      ف       ر      ف       ر      ف    →→→→

       ف  

  ر    

  باشد؟ 2مثال: چند عدد سه رقمي وجود دارد كه شامل عدد ����

   به جاي دسته بندي مسأله به سه حالت بهتر است تنها حالت غير قابل قبول را از بين حالات حذف كنيم :حل:  ����

2:  2اعداد فاقد 
8 9 9 8 9××××  

2900 8 9 9 100 72 9 28 252( )− × = − = × =− × = − = × =− × = − = × =− × = − = ×   2: اعداد شامل =
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   قضيه طناب پيچ:قضيه طناب پيچ:قضيه طناب پيچ:قضيه طناب پيچ:

)r)!rn!ء معين كنار هم قرار گرفته باشند برابر است با  شي r ء متمايز كه در آن شي  nتعداد جايگشت    و تعداد  −−−−++++1

r)!rn(!n!ء معين كنار هم قرار نداشته باشند، برابر است با  شي rء معين و متمايز كه در آن  شي nهاي  جايگشت 1++++−−−−−−−−  

  

كنار  c,dكنار هم باشند و  a,bتوان نوشت به طوري كه حتماً  چند كلمه شش حرفي مي  a,b,c,d,e,fمثال: با حروف ����

  هم نباشند؟

  حل: ����

5 2! != ×= ×= ×= abكنار هم هستند a,bتعداد اعدادي كه × ,c ,d ,e ,f →→→→  

4 2 2! ! != × ×= × ×= × ×= × abكنار همند c,dكنار هم هستند و  a,bتعداد اعدادي كه × cd e f →→→→  

5 2 4 2 2! ! ! ! !× − × ×× − × ×× − × ×× − ×   كنار هم نيستند dو  cكنار همند و  bو  a= تعداد اعدادي كه ×

  

  كند؟ يك نفر سخنراني ميفقط  bو  aخواهند سخنراني كنند. به چند حالت بين فرد  مي eو  dو c و bو  aنفر  5مثال: ����

  حل: ����

3 2 3 36! × × =× × =× × =× × =    a b *∆∆∆∆  
  

  صحبت كنند a,bتوانند بين نفر مي 3شيء      3جايشگت           a,bكنند           جابجا شدن صحبت مي a,bافرادي كه بين 

        

        اي:اي:اي:اي:    جايگشت با اشياء دايرهجايگشت با اشياء دايرهجايگشت با اشياء دايرهجايگشت با اشياء دايره

معني  د قرار دهيم، جايگاه شروع و پايان بيء را دور يك ميزگر شي nاگر ابتدا و انتهاي يك صف را به هم متصل كنيم و يا   

  شوند:  شود. در واقع چهار حالت زير با هم معادلند و يك حالت محسوب مي مي

  

  

انتخاب است چون بين مكانهاي  1گيرد، داراي  لذا اگر اشيا به صورت دايره اي چيده شود فرد اولي كه تصميم به نشستن مي  

)n(!نفر باقيمانده داراي  n−−−−1افراد به نسبت اين فرد داراي مكان خواهند شد كه نشستن هيچ تفاوتي نيست، اما بقيه  1−−−− 

  جايگشت هستند.

ء برابر است با  شي nبند، گردنبند و تسبيح) تعداد جايگشت  سازي باشند (مانند دسته كليد، دست اگر اشياء قابل وارونه تذكر:

2

1)!n(   باشد. ت جهت چرخش نيز فاقد اهميت ميدر اين حال −−−−

مثال: اگر رئيس، معاون و چهار كارمند مختلف بخواهند دور يك ميز بنشينند، اين كار به چند طريق امكان پذير است ����

  هرگاه:

  الف) رئيس مقابل معاون باشد:   

 تواننـد بنشـيند. (يعنـي مسـئله     د بـه دلخـواه مـي   كارمن 4تواند در مكان مقابل رئيس بنشيند و  اگر رئيس بنشيند، معاون فقط مي حل: ����
  شود.) تبديل به صف مي

4 24! ====  

A

B

C

D

≡≡≡≡

A

B

C

D ≡≡≡≡ A

B

C

D

≡≡≡≡

A

B

C

D

ر

م
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  ب) رئيس مجاور معاون باشد:   

  انتخاب دارد كه در كدام طرف رئيس بنشيند. 2در اين حالت معاون براي نشستن حل:  ����

  جاي معاون

4 2 48!× =× =× =× =  
        

        جايگشت با اشياء تكراري:جايگشت با اشياء تكراري:جايگشت با اشياء تكراري:جايگشت با اشياء تكراري:

ام  mتا از آنها از نوع  km....,تا از آنها از نوع دوم و  2kنوع اول و تا از آنها از  1kء كه  شي nاگر بخواهيم جايگشت   

nkباشد را حساب كنيم (با شرط اينكه 

m

i

i ====∑∑∑∑
====1

ها برابر است با:  ) تعداد جايگشت
!k!...k!k

!n

m21

  

  توان ساخت؟ رقمي مي 9چند عدد  5و5و5و4و4و4و0و0و0مثال: با ارقام ����

5فرض كنيد ارقام متمايز باشند، مثلاً حل:  ���� 5 5 4 4 4, , , , , , , ,′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′� � رقمي نوشته شده،  9در پايان وقتي اعداد  .�

  كنيم. جايگشت اشيا تكراري را حذف مي

  توانيم از صفر استفاده كنيم. براي سمت چپ نمي

6 8

3 3 3

!

! ! !

↑↑↑↑
××××

× ×× ×× ×× ×
  

  توان ساخت؟ رقمي زوج مي 8چند عدد  4و4و4و4و0و0و0و0مثال: با ارقام ����

4:ار برابر است با ، تعداد جايگشتها بدون در نظر گرفتن تكرفرض كنيد ارقام متمايز باشندحل:  ���� 7

4 4

!

! !

××××

××××
  

ترين  حركت كرد به طوري كه كوتاه Bبه نقطه  Aتوان از نقطه  مثال: در شبكه مستطيلي شكل زير به چند طريق مي����

  مسير پيموده شود؟

حركـت انجـام دهـيم. مـثلاً دنبالـه       9بـرويم بايـد حـداقل     Bبـه   Aتـرين مسـير از    كه با كوتـاه  براي آن حل: ����

rruururru مسير فوق است. ( ي دهنده نشانr ي حركت به سمت راست و  نشان دهندهu  ي حركـت   نشان دهنـده

تا  5و  uتا  4حركت به بالا انجام دهيم يعني يك دنباله متشكل از  4حركت به راست و  5به سمت بالاست ) بايد 

r 9كه اين كار به

5 4

!

! !
  پذير است. حالت امكان 

بگذرند، به چند طريق ممكن  cي را بدست آوريم كه حتماً از نقطه مثال: در مسأله فوق اگر بخواهيم تعداد مسيرهاي����

  است؟

5رويم: مي Bبه  Cرويم، سپس از  مي Cبه  Aابتدا از  حل: ���� 4

3 2 2 2

! !

! ! ! !
××××

× ×× ×× ×× ×
  

••••

••••
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B••••
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        انتخاب:انتخاب:انتخاب:انتخاب:

گرفت. حال به بررسي شمارش جايگشت  هاي مسأله در شمارش حالات ممكن مورد استفاده قرار مي تا اينجا در مسائل كليه داده

توان اشياء را  م كه در آن قسمتي از مجموعه داده شده انتخاب شده باشد. در اينجا ابتدا بايد تعداد حالاتي كه ميپردازي حالاتي مي

  انتخاب كرد را به دست آورد (تركيب) و سپس جايگشت اشيا انتخاب شده را محاسبه كرد (تبديل).

   تبديل:تبديل:تبديل:تبديل:
تايي  rءيا تبديل  شي nء از  شي rاند در كنار يكديگر، جايگشت  هء انتخاب شد شي nء كه از بين  شي rتعداد حالات قرار گرفتن 

n نامند. در واقع تبديل، تعداد حالات انتخاب  ء مي شيr ء از ميان  شيn باشد به طوري كه ترتيب قرار گرفتن اشياء  ء مي شي

  كنار يكديگر، حائز اهميت باشد.

  با:ء برابر است  شي nء از  شي rهايي  تعداد تبديل قضيه:

)!rn(

!n

)!rn(

)!rn(
)rn(...)n(n)rn(...)n(n)n()r,n(P r −

=
−
−

×+−××−=+−××−== 1111  

        تركيب:تركيب:تركيب:تركيب:

 rشيء يا تركيب  nتايي  rشيء كه در آن ترتيب انتخاب اهميت نداشته باشد را تركيب  nشيء از ميان  rتعداد حالات انتخاب  

نامند و با  مي  nاز 








r

n  يا)r,n(c دهند.  نشان مي  

  عضوي است. nي  عضوي يك مجموعه rهاي  زيرمجموعهشيء يافتن  nتايي  rبه عبارت ديگر تركيب 

شيء به  nشيء از ميان  rشيء با تعداد حالات انتخاب بدون ترتيب  nشيء از ميان  rباط بين تعداد حالات انتخاب با ترتيب ارت

  صورت زير است:

!r)!rn(

!n

!r

)r,n(P
)r,n(c)r,n(c!r)r,n(P

−
==⇒×=  

ء معين باشند برابر است با  شي kء كه شامل  شي nتايي  rهاي  تعداد تركيب نكته:نكته:نكته:نكته:








−−−−

−−−−

kr

kn هاي  و تعداد تركيبr  تاييn  شيء

باشند برابر است با ء معين  شي kكه فاقد 






 −−−−

r

kn         rkn ≥≥≥≥−−−−  

    

  حتماً موجود باشند؟ mو oتوان نوشت كه در آن  چند كلمه پنج حرفي مي computerي  مثال: با حروف كلمه����

  چينيم. حرف ديگر كه لازم داريم را انتخاب كرده، سپس همه را در يك رديف مي 3ابتدا حل:  ����

6
5

3
!

    
××××    

    
  

  حرف ديگر 3حرف        5جايگشت 

  توان ساخت كه: چند كلمه چهار حرفي مي Historyحروف كلمه مثال: با ����

  الف) حروف صدادار نداشته باشد؟   
  حرف انتخاب كنيم. 4حرف باقيمانده بايد  5باشند. فقط از  مي u ،o ،i ،e ،aحروف صدادار 

5
4 5 4 5

4
! ! !

    
× = × =× = × =× = × =× = × =    

    
  

  صدا ختم شود؟  ب) با حرف صدادار شروع شود و با حرف بي  

2 5 4 5 2 5 4 5 200

i h
o s

t
r
y

↑ ↑↑ ↑↑ ↑↑ ↑

× × × =× × × =× × × =× × × =  
5

2 2 5
2

!
        

× × ×× × ×× × ×× × ×        
        

 يا
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  باشد؟  Sشروع شود و شامل  Tج) با حرف   
  چينيم. را انتخاب كرده و سپس در كنار هم مي Sعضو ديگر غير از  2ابتدا 

5
3

2
T ! {S , , }

    
× − −× − −× − −× − −    

    
  

  
  كنند؟  خط دو به دو متمايز حداكثر در چند نقطه يكديگر را قطع مي 8مثال: ����
قطـع كننـد. پـس    در نقاط متمـايز  زماني است كه هر دو خط انتخابي همديگردو خط تقاطع  نقاط حداكثر تعدادحل:  ����

مي توان انتخاب  هاي دو عضوي كه از ببين اين خطوط حالات تقاطع دوخط حداكثر برابر است با تعداد زير مجموعه تعداد

كرد: 








2

8
  

  
توان سه مهره انتخاب كرد به نحوي دو مهره قرمز و  مثال: از ميان پنج مهره قرمز و چهار مهره سفيد به چند طريق مي����

  د؟ يك مهره سفيد باش

5                        حل:  ���� 4
40

2 1

            
====            

            
  

       
  سفيد           قرمز 

  
مهره انتخاب كرد و در  3توان  قرمز متمايز به چند طريق مي 3مهره آبي متمايز و  4مهره سفيد متمايز و  5مثال: از بين ����

  اي همرنگ نباشند؟ يك رديف قرار داد به طوري كه هيچ دو مهره

5چينيم: كنيم، سپس در كنار هم مي انتخاب ميمهره را  3ابتدا  حل: ���� 4 3
3

1 1 1
!

                    
××××                    

                    
  

  
سؤال پاسخ دهد. اگر پاسخ به چهار سؤال از پنج سؤال  10آموزي بايد هشت سؤال از ميان  مثال: در يك امتحان دانش����

  تواند به سؤالات پاسخ دهد؟ اول اجباري باشد، او به چند طريق مي

5كنيم: مع ميپذير است كه نهايتاً با هم ج دو حالت امكانحل:  ���� 5 5 5
5 5 10 35

4 4 5 3

                            
+ = × + =+ = × + =+ = × + =+ = × + =                            

                            ����� �����

  

  سوال اول 5سوال از  4سوال اول      5سوال از  5                                                                                    
  

نقطـه قـرار دارد. بـه چنـد طريـق       7نقطه و روي ديگري  5ها  اند. روي يكي از اين خط مثال: دو خط موازي داده شده����
  با اين نقاط، چهارضلعي ساخت؟  توان مي

5كنيم: نقطه از خط پاييني انتخاب مي 2نقطه از خط بالايي و  2 حل: ���� 7

2 2

            
            
            

  

  
  ها برابر كدام است؟  مثال:در مسأله فوق تعداد مثلث����
  حل:  ����

  يا بايد دو نقطه از بالايي انتخاب كنيم و يك نقطه از پاييني و يا بالعكس
                    

++++                    
                    

5 7 5 7

1 2 2 1
  

•••• •••• •••• •••• •••• •••• ••••

•••• •••• •••• •••• ••••

•••• •••• •••• •••• •••• •••• ••••

•••• •••• •••• •••• ••••

•••• •••• •••• •••• •••• •••• ••••

•••••••• •••• •••• ••••
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  مثال: در شكل زير چند مستطيل وجود دارد؟ ����

7هاي عمودي انتخاب كنيم: خط از بين خط 2هاي افقي و  خط از بين خط 2حل: بايد  ���� 5

2 2

            
            
            

  

1هاي موجود برابر است با:  تعداد مستطيل ××××nmدر حالت كلي در يك شبكه  1

2 2

m n+ ++ ++ ++ +            
            
            

  

  

  ك جفت در ميان آنها باشد؟توان سه لنگه انتخاب كرد به طوري كه حتماً ي جفت كفش چگونه مي 10مثال: از ����

مانده يك لنگـه انتخـاب    داريم. سپس از جفت باقي ها را برمي كنيم. سپس يكي از جفت جفت انتخاب مي 2ابتدا حل:  ����

كنيم. مي
  

10 2 2
180

2 1 1

                    
====                    

                    
  

  جفت هست. 1كنيم كه حتماً بينشان  لنگه را انتخاب مي 3داريم، سپس  جفت برمي 2: ابتدا 2راه   

هـا انتخـاب كـرد بـه      نفر از بـين آن  4توان  اند. به چند طريق مي زوج زن و شوهر مفروض 6نفر متشكل از  12مثال: ����  

  ؟نشودها هيچ زن و شوهري يافت  شرطي كه در بين آن

  :حل ����

اً زوج از هركدام يك نفر را انتخاب مي كنيم ، در اين حالت حتم 4زوج انتخاب مي كنيم سپس از بين اين  4ابتدا 

هيچ زن و شوهري با هم انتخاب نشده اند :
  

                                
××××                                

                                

6 2 2 2 2

4 1 1 1 1  
  

 زوج 4انتخاب 

توان در ده پرتاب يك سكه به اين  اندازيم تا براي سومين بار رو بيايد. تعداد حالاتي كه مي اي را آنقدر مي مثال: سكه����

  منظور رسيد كدام است؟

9باشد: بار رو آمده 2بار قبلي  9بايد از حل:  ����

2

    
    
    

  

  

كنيم. تا تعداد عضوهاي پيشامد آن كه در آن فرد  نفر را به تصادف انتخاب مي 3نفر قبول شدگان المپياد،  8مثال: از بين ����

  مشخصي حتماً در بين انتخاب شدگان باشد كدام است؟ 

7اگر فرد قبول شده حتماً در بين افراد باشد، كافي است دو نفر ديگر انتخاب كنيم: حل:  ����

2

    
    
    

  

  تساويهاي زير را با مفاهيم و روابط تركيب اثبات كنيد.مثال: ����
1

1

n n
k n

k k

−−−−            
====            −−−−            

  (الف 

  راه داريم:  2نفر كه يكي از آنها رييس باشد، انتخاب كنيم  kنفره، nاگر بخواهيم از بين جمعي 

كنيم: نفر به عنوان رييس انتخاب مي kنفر را از بين اين  1كنيم. سپس  نفر را انتخاب مي kاول  -1
 1

n k

k

            
            
            

  

1kكنيم و سپس از بين بقيه افراد  نفر را به عنوان رييس انتخاب مي 1ل يا او -2 كنيم: نفر را انتخاب مي −−−−
 

1

1 1

n n

k

−−−−            
            −−−−            
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k

i o

m n m n

k i k i
====

++++                
====                −−−−                
  (ب ∑∑∑∑

0 1 1 0

m n m n m n m n

k k k k

++++                                                    
= + + += + + += + + += + + +                                                    −−−−                                                    

⋯  

  پذير است. طريق امكان 2نفر را انتخاب كنيم به  kنفره،  nنفره و  mگروه  2اگر بخواهيم از 

mنفر را انتخاب كنيم.  kزمان  هم -1 n

k

++++    
    
    

  

  نفر باشند. kانتخاب كنيم كه جمعاً ترتيب افرادي  از گروه اول و دوم به -2

k         نفر از گروه اول 0نفر از گروه دوم  

m n m n

k k

↑↑↑↑
                            

+ ++ ++ ++ +                            
                            

ր

⋯
� �

  

        ا����� ���ر�د:ا����� ���ر�د:ا����� ���ر�د:ا����� ���ر�د:
        ها نبايد كنار هم قرار گيرند:ها نبايد كنار هم قرار گيرند:ها نبايد كنار هم قرار گيرند:ها نبايد كنار هم قرار گيرند:    كنار هم چيدن اشيائي كه بعضي از آنكنار هم چيدن اشيائي كه بعضي از آنكنار هم چيدن اشيائي كه بعضي از آنكنار هم چيدن اشيائي كه بعضي از آن

كه نمي خواهيم كنار  ها اشيائي چينيم، سپس در فواصل بين و بيرون آن مي  ابتدا اشيائي را كه مانعي ندارد كنار هم باشند را

  دهيم. هم قرار گيرند را قرار مي

كنار هم  aتوان ساخت به طوري كه هيچ دو  مي aو پنج حرف  bتايي متشكل از هفت حرف  12مثال: چند دنباله ����

  نباشند؟

  كنيم: ها را جايگزين ميaوجود آمده،  چينيم، سپس در فواصل به ها را ميbحل: ابتدا  ����

8حالت 

5
b b b b b b b

    
− − − − − − − −− − − − − − − −− − − − − − − −− − − − − − − −     

    
  

1234567با ارقام مثال: ���� ها دو رقم متوالي  توان نوشت به طوري كه در هيچ يك از آن چند عدد هفت رقمي مي,,,,,,

  ؟نباشندزوج 

  دهيم: ها را جا مي ها زوج چينيم و در بين آن ابتدا ارقام فرد را مي حل: ����

  قم زوججايگاه ر                                        

5                             -ف - ف - ف -ف -
3 4

3
! !

    
× ×× ×× ×× ×    

    
  

  ها با هم جايگشت زوج      جايگشت فردها با هم                                                                       

  ؟نباشندها پيش هم Eم چيد به شرطي كه هيچ يك از توان پيش ه را به چند طريق ميEEEFFFDDمثال: حروف ����

  حل: ����

6 5

3 3 2

!
F F F D D

! !

    
− − − − − − ×− − − − − − ×− − − − − − ×− − − − − − ×     ××××    

  

  هاEمحل قرار گرفتن   ها با همDها و Fجايگشت   
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        چينش اشيائي كه عده اي از آنها ترتيبشان از قبل معلوم است:چينش اشيائي كه عده اي از آنها ترتيبشان از قبل معلوم است:چينش اشيائي كه عده اي از آنها ترتيبشان از قبل معلوم است:چينش اشيائي كه عده اي از آنها ترتيبشان از قبل معلوم است:

چينيم، سپس  نتخاب كرده و اشياء را طبق ترتيب از قبل معين شده ميابتدا مكان اشيائي كه ترتيبشان از قبل معين است را ا  

  چينيم. ي اشياء را در فواصل خالي باقي مانده مي بقيه

  

اي ساكن شوند به شرطي كه از  توانند در هفت طبقه از يك آپارتمان هفت طبقه مثال: هفت نفر متمايز به چند طريق مي����

  تر از احمد باشد؟ يم پايينتر از كريم و كر بين آنان سعيد پايين

7ابتدا به حل: ����

3

    
    
    

چينـيم. سـپس    هـا را مـي   حالت، طبقه پياده شدن اين سه نفر را انتخاب و طبق ترتيب گفته شده آن 

7كنيم: طبقه لحاظ مي 4جايگشت بقيه افراد را در 
4

3
!

    
××××    

    
  

  

ارد كه در هر يك از آنها رقم صدگان از رقم دهگان و رقم دهگان از رقم يكان مثال: چند عدد سه رقمي وجود د����

  تر باشد؟ بزرگ

10رقم را به  3ابتدا حل: ����

3

    
    
    

  چينيم. حالت انتخاب و سپس طبق ترتيب گفته شده مي 

  

بعد  Aوشت به طوري كه در هر يك از آنها توان ن چند كلمه هشت حرفي ميNOSHABEHي  مثال: با حروف كلمه����

  باشد؟ Aبعد از  Eو نيز  Oاز 

  داريم): Hتا 2چينيم. (توجه كنيد كه  را انتخاب كرده و سپس بقيه حروف را مي Oو  Eو  Aابتدا مكان حل:  ����

8 5

3 2

!

!

    
××××    

    
  

                

  ها با همHجايگشت 

  

        ء كه شامل اشياء تكراري باشند: ء كه شامل اشياء تكراري باشند: ء كه شامل اشياء تكراري باشند: ء كه شامل اشياء تكراري باشند:     شيشيشيشي    nتايي تايي تايي تايي     rتبديل تبديل تبديل تبديل 

ء را بدست  شي n تايي  rهاي مختلف، تعداد تبديلات  بندي مسأله به حالت در صورتي كه اشياء ما تكراري باشند، با تقسيم

  آوريم. مي

  توان نوشت؟ چند عدد سه رقمي مي 6و 6و 4و 4و 2و 2مثال: با ارقام ����

  حل: ����

3جايگشت ارقام     6! 2بدون تكرار   اعداد →→→→حالت==== 4 6{ , , }  

33 2
18

1 1 2

!

!

            
× =× =× =× =            

            
}اعداد با يك تكرار →→→→ , ,*}− −− −− −− −  

  

  رقم غيرتكراري   رقم تكرارشونده              

 كل اعداد 




→→→→



18 6 24= + == + == + == + =
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  توان نوشت؟ چند كلمه چهارحرفي مي ALIABADمثال: با حروف كلمه ����

  حل: ����

5حداكثر يك 
4

4
! A

    
××××    

    
  

  

4بيايد:  Aدوبار  4

2 2

!
AA

    
××××    

    
  

  رقم ديگر 2جايگشت ارقام            انتخاب 

4بيايد: Aبار  سه 4

1 3

!
AAA

!

    
××××    

    
   

  رقم ديگر 1جايگشت ارقام             انتخاب 

        خواص تركيب:خواص تركيب:خواص تركيب:خواص تركيب:

  داريم: -1





=+

=
⇒








=








⇒









−
=









nyx

yx

y

n

x

n

rn

n

r

n
  (الف

  شيئ با تعداد حالات عدم انتخاب بقيه اشياء برابر است . nشيئ از بين  rيعني تعداد حالات انتخاب 

nعضوي با تعداد زير مجموعه هاي  nجموعة عضوي يك م rيا تعداد زيرمجموعه هاي  r−−−−  عضوي يك مجموعةn 

  عضوي برابر است .

قاعده پاسكال                                          







=







 −
+









−

−

r

n

r

n

r

n 1
1
1

  (ب

ندارد . سمت راست شمارش  عضو يك عضو معين يا حضور دارد يا rمعناست كه در انتخاب اين قضيه مفهوماً به اين 

  نامنظم و سمت چپ شمارش منظم است .

        تعيين ضريب يك جمله از بسط:تعيين ضريب يك جمله از بسط:تعيين ضريب يك جمله از بسط:تعيين ضريب يك جمله از بسط:

nدر حالت كلي در بسط  نكته:
r )a...aa( ++++++++++++ rkضريب جمله  21

r
kk

r

i

i a....aa)nk( 2
2

1
1

1

=∑
=

برابر است با  
!k!....k!k

!n

r21

  

)cba(5مثال: در بسط ���� bcaضريب جمله  ++++++++
  كدام است؟ 3

3aچون جمله حل:  ���� bc  در واقعaaabc هاي  بوده، تمام جايگشتc , b , a , a , a 3ي  جملهa bc   كنـد و   توليـد مـي

مان تعداد بار اين جمله با خودش جمع شود. (چون به ه ضريب جمله در واقع تعداد دفعاتي است كه يك جمله توليد مي

  شود.) مي

3 35

3

!
a bc aaabc a bc

!
× ← =× ← =× ← =× ← =  

        بسط دو جمله اي نيوتن:بسط دو جمله اي نيوتن:بسط دو جمله اي نيوتن:بسط دو جمله اي نيوتن:

      ∑
=

−−








=








++








+








=+

n

i

iinnnnn
yx

i

n
yx

n

n
...yx

n
yx

n
)yx(

0

0110
10

  

 اگر










 →→→→










 كــل كلمــات

120 72 16 208= + + == + + == + + == + + =



 

 

12 

xبا قرار دادن  نتايج: y= == == == = xو  1 y= − == − == − == − =   نتايج مفيد زير به دست مي آيد : 1

n

n

n
...

nn
yx 2

10
1 =








++








+








⇒==)1  

12
2
2

31420
0

210
1 −==+








+








=+








+








+








⇒=−








+








−








⇒=−= n

n

...
nn

...
nnn

...
nnn

yx)2  

  هاي زوج عضوي و فرد عضوي يك مجموعه با هم برابر است. يعني تعداد زير مجموعه

مثال: اگر ����







=









1011
nn

حاصل  








19
n

  كدامست؟ 

  حل: ����
21 21 20

10 11 210
19 2

n
     ××××

→ = + → = =→ = + → = =→ = + → = =→ = + → = =    
    

  

  مثال: حاصل عبارات زير را بدست آوريد:����

(((( ))))
(((( ))))

(((( ))))
(((( ))))

9
4

10
5

11
6

12
7

8 8 9 10 11

3 4 5 6 7

                                    
+ + + + =+ + + + =+ + + + =+ + + + =                                    

                                    �����

�������

�����������

�������������

  (الف 

  

=







++








+








+









2
20

2
4

2
3

2
2

  (ب ...

2جاي  ابتدا به

2

    
    
    

 ،3

3

    
    
    

  گيريم. ي پاسكال بهره مي را جايگزين كرده و سپس متوالياً از قاعده 









====








++++








====








++++++++








++++








====








++++++++








++++








====








++++++++








++++









3
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2
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3

20

2

20

2

5

3
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2

20

2

4

3

4

2

20

2

3

3
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