
ي دومي درجهاي و معادلهچندجمله: 1-5

در این بخش ابتدا . ایدآشنا شده2ي  هاي درجه تو تعیین علامت عبار    2ي  لات درجه ي حل معاد  با شیوه )2(و ریاضی   )1(هاي ریاضی   در درس 
را بیـان  2ي نـیمم توابـع درجـه   م و مـی ها و مـاکزیم کنیم و سپس مطالب جدیدي چون روابط بین ریشه        تر آن مطالب را مرور می     کمی منسجم 
.خواهیم کرد

)سهمی(ي دوم اي درجهنمودار چندجمله
P(x) ax bx cاي  چندجمله  2(    به شرطa    اي مقـدار  در این چندجملـه . است2ي اي درجه یک چندجملهb ac  2 مبـین  «را 4

ي سهمی را در نکتـه    اصلی  هاي  ویژگی. گویندمی» سهمی«ي مختصات شکلی است که به آن        اي در صفحه  نمودار این چندجمله  . گویندمی» عبارت
:ایمزیر بیان کرده

P(x) ax bx cاي هاي اصلی نمودار سهمی شکل چندجملهویژگی: نکته  2:
a اگر . شود، جهت سهمی تعیین میaت با توجه به علام-1  سهمی رو به بالا و اگر ،a  ،

.سهمی رو به پایین است

 b xخط عمودي -2
a

  .، محور تقارن سهمی است2

 b xهمـان    طـول رأس  . آن و نمـودار سـهمی اسـت       رأس سهمی محل برخورد محور تقارن        -3
a

  اسـت و عـرض رأس       2
by P( )
a

 .   ( )bP شود که  به راحتی ثابت می2
a a

   2 ، پس مختصات رأْس سهمی 4
b( , )
a a

 2  . است4

a | |اگر   -4 f (x) xتر از نمودار    نمودار سهمی فشرده  گاه  ، آن 1 a | |است و اگر 2 نمـوداري بـازتر از نمـودار    باگاه، آن1
f (x) x .ایممواجه2

در شکل مقابل سهمی مربوط به نمودار        -1:مثالP(x) x x  2 2 x 2چـون ضـریب      .رسم شده است  2

x چنین خط   هم. مثبت است، نمودار سهمی رو به بالا است        

2

2 x یا همان خط    (1 محور تقارن سـهمی    )1
x رأس سهمی محل برخورد خط      ). رنگ مشخص شده است   که در شکل با خط کم     (است   یعنی . و نمودار است   1

x طول آن  P( ) و عرض آن 1   1 1 2 2 .است1

P(x) x xدر شکل مقابل سهمی مربوط به نمودار         -2   21 1
2 منفـی   x 2چون ضـریب    . رسم شده است   2

 bچون . استاست، نمودار سهمی رو به پایین    
a

  x جا هم خط ، پس این12 چون . محور تقارن سهمی است1
P( ) 1 S( , )1ي ، رأس سهمی هم نقطه   1 بینید نمودار این سهمی نسبت به نمودار قبلـی  چه میچنان. شده است1
a | |چون بازتر است، 1

1و 2 12.

P(x) ax bx cي برخورد سهمی متناظر نقطه:پرسش  2 و محورy اي دارد؟ها، چه ویژگی
x گذاري این نقطه از جاي:پاسخ پس عرض آن . آیده دست میي سهمی بدر معادلهP( ) cاست.

x  1

a   a  
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P(x)اي  نمودار چندجمله ): 1(يمسأله ax bx c  2    از نقاطA( , )6 5  ،B( , )2 )Cو   5 , )1 خط  . گذردمیy  1   در چه
کند؟ر را قطع مینقاطی نمودا

P(x)ي  را تعیین کنیم و سپس معادله      cو   a  ،bتوانیم ضرایب   می :راه اول :حل  1    هاي این معادلـه همـان طـول    را حل کنیم، زیرا جواب
yی هاي برخورد منحننقطه P(x) و خطy  1که نقاط با توجه به آن.هستندA ،B وCروي نمودار هستند، داریم:

P( ) a b c    6 5 36 6 5
P( ) a b c     2 5 4 2 5
P( ) c      1 1  

cسوم داریم   ي  از معادله   1   آوریـم  ي اول به دست مـی گذاري آن در دو معادله  و با جايa  1
bو 2  2 .  پـسP(x) x x  21 2 12 .

:حال داریم
P(x) x x x x x , x            2 2

1 2
1 11 2 1 1 2 42 2  

yیعنی   1ي در دو نقطه( , )1 و( , )4 .کندبا نمودار برخورد می1
رو چه در شکل روبهچنان. توانیم مسأله را حل کنیمتر می هاي سهمی بسیار راحت   با استفاده از ویژگی    :راه دوم 

yي  به معادله (یک خط افقی     وقتی ،بینیدمی k (    ي  سهمی را در دو نقطهA   وBکند، وسط این قطع می
)Aي در این مسأله دو نقطه  . گیرددو نقطه روي محور تقارن قرار می       , )6 )Bو 5 , )2 عـرض هـستند،   مه5

yپس هر دو روي خط   )ي ها یعنی نقطهقرار دارند، در نتیجه وسط آن5 , )2 .روي محور تقارن است5
xپس خط     yمحور تقارن است، در نتیجه اگر نقاط برخورد خط   2  1   بـا سـهمی راC وD  ،بنـامیم

xاین دو نقطه نسبت به خط         )Cمختـصات یکـی     . انـد متقارن 2 , )1    ،پـس مختـصات دیگـري      اسـت
D( , )4 .شودمی1

P(x)اي  هاي زیر نمودار چندجمله   هر یک از شکل    در): 2(يمسأله ax bx c  2   علامت ضرایب   . رسم شده استP را تعیین
.کنید

)ب)الف

)Pگذرد، پس   چون سهمی از مبدأ مختصات می      )الف:حل )      در نتیجه ،c   .           چون سهمی رو به بـالا اسـت، پـسa       و علامـت آن
.مثبت است

bها است، یعنی    yمحور تقارن سهمی سمت راست محور        ،چنین با توجه به شکل    هم
a

 2 ) ي آن  چون معادله
bx
a

  :بنابراین).است2

abاستمنفیbعلامت  b
a

    2
 

)Pها را در عرضی مثبت قطع کرده، یعنی yبار سهمی محور این)ب )   پس ،c  .
aچون سهمی رو به پایین است، پس    . محور تقارن سهمی سمت چپ محورyها است، بنابراین:

ab b
a

   2
 




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P(x)اي  رو نمودار چندجمله  در شکل روبه  ): 1(تست ax bx c  2   ي علامـت عبـارت   دربـاره . رسم شده استS a b c  4 3 2
گزینه درست است؟کدام

همواره منفی) 2همواره مثبت) 1
گاهی منفی و گاهی صفر) 4گاهی مثبت و گاهی منفی) 3

aچون سهمی رو به بالا است، پس :حل   .چنین محور تقارن سهمی در سمت راست هم
:بنابراینها است، yمحور 

ab b
a

   2
 

)Pاي با عرض منفی قطع کرده، پس        ها را در نقطه   yسهمی محور    ) c   .       حال دقت کنید که طبق نمودارP( ) 2 ) اي با طول زیرا نقطه
:، بنابراین)ها استxروي سهمی پایین محور 2

P( ) a b c    2 4 2 

Sعبارت  a b c  4 3 aاز جمع سه عدد منفی 2 b c 4 2 ،b وc تشکیل شده، پسS  .
.درست است) 2(ي این گزینهبنابر

ي دوماي درجههاي چندجملهریشه
P(x)اي هاي چندجملهریشه ax bx c  2ي هاي معادله، همان جوابP(x)  1.هستند

:دانیمها میي این ریشهدرباره
اگر -1  اي دو ریشه دارد، چندجمله :bx

a
  1 bxو 2

a
  2 2

اگر -2  دارد) یا مکرر(» مضاعف«ي اي یک ریشه، چندجمله :bx
a

  2
اگر -3  ی نداردي حقیقاي ریشه، چندجمله.

ايها و نمودار چندجملهارتباط بین ریشه
yکلی اگر نمودار تابع     به طور  f (x)  را در نظر بگیریم، طول نقاط برخورد این نمودار و محـورx  ،هـا

.کندهاي تابع را مشخص میریشه
)ي  رو در دو نقطه   مثلاً تابع روبه   , )    و( , )    با محورx   کنـد، پـس   هـا برخـورد مـیf ( )   و

f ( )   یعنی ، وهاي تابع هستندریشه.
P(x)ي دوم، مانند اي درجهي یک چندجملهن ترتیب دربارهبه ای ax bx c  2داریم:

اگر -1   سهمی با محور ،xاندواضح است که این دو نقطه نسبت به محور تقارن، قرینه(کند ها در دو نقطه برخورد می.(
اگر -2   سهمی بر محور ،xها در یک نقطه مماس است.
اگر -3   سهمی با محور ،xي مشترکی ندارد، پس یا کاملاً بالاي محور ها هیچ نقطهxاملاً پایین آنها است، یا ک.

هاي زیر براساس شکل سهمی، علامت در هر یک از شکل:مثالایمها را تعیین کردهو ریشه:

( , )    هاي مختلفدو ریشه با علامت( , )   ي مثبتدو ریشه

.گویندنیز می» ايصفرهاي چندجمله«اي را هاي یک چندجملهگاهی ریشه-1

     
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)b.ود نداردي حقیقی وجریشه )
a

   ي مضاعف مثبتریشه2

y، نمودار تابع mبه ازاي کدام مقادیر ): 2(تست (m )x x m21 3    همواره در زیر محور ،x 85-سراسري(ها است؟(

1 (m
1
2 2 (m

1 12  3 (m
31 2 4 (m

3
2

:حل
ها قرار بگیرد، لازم است که xبراي آن که سهمی در زیر محور   )اي نداشته باشدتا ریشه(

aو   )پس). ا رو به پایین باشدت:

( ) (m )m m m ( m )( m ) m m2 2 1 33 4 1 4 4 3 2 1 2 3 ــا 2ی 2                    

a m m1 1    

mي اشتراك دو شرط فوق محدوده
1
2 کندرا معین می.

.درست است) 1(ي بنابراین گزینه

تعـداد  . رسـم شـده اسـت      P(x)ي دوم   اي درجه رو نمودار چندجمله  در شکل روبه  ): 3(يمسأله
.هاي حقیقی هر یک از معادلات زیر را تعیین کنیدریشه

P(x)) الف  ب (P(x)  2 3 

P) پ (x) P(x)  2 5 6 

P(x)ي همعادلکند، ها را در دو نقطه قطع می    xچون سهمی، محور     )الف:حل   هـا  یکی از آن(دو ریشه داردx  3  و دیگـريx  1
xي است، یعنی همان قرینه  3 نسبت به محور تقارنx  2(.

P(x)ي  باید معادله  )ب   yکار باید خط    براي این . را حل کنیم   32   3
ي خـط و سـهمی نقطـه       ،با توجه به شکل   . را با سهمی قطع بدهیم     2

.اي نداردبرخورد ندارند، پس این معادله ریشه

P(x))توانیم به صورت معادله را می)پ )(P(x) )  6 1  ي معادلهبنویسیم، پس باید دوP(x)  P(x)و 6  1را حل کنیم.
yخط    P(x)ي کند، پـس معادلـه  در دو نقطه سهمی را قطع می    6  yخـط  .دو ریـشه دارد 6  1  بـر

P(x)يسهمی مماس است، پس معادله      1ي اصـلی  در نتیجه روي هم معادلـه . ي مضاعف داردیک ریشه
).ها مضاعف یا مکرر استکه یکی از آن(ریشه دارد 3

    


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P(x)اي  چندجمله يدرباره): 4(يمسأله ax bx c  2 دانیم  میcb a 2 aو   2 c b  .       اي ثابـت کنیـد ایـن چندجملـه
)ي اي در فاصلهریشه , ) 2 .دارد1

xبا استفاده از دو نامساوي علامت تابع را در نقاط به طول :حل  2 وx  1کنیمتعیین می:
cb a b a c a b c P( ) , a c b a b c P( )                    2 2 4 4 2 2 12    

هـا قـرار    xبالاي محـور     1اي به طول    ها و نقطه  xپایین محور    2اي به طول    پس روي این سهمی نقطه    
ها برخـورد  xواضح است که حتماً سهمی بین این دو نقطه با محور     . )در شکل مقابل   Bو   Aمانند نقاط   (دارد  
P(x)ي بنابراین معادلهکند،می  ي حتماً در فاصله( , ) 2 .ریشه دارد1

ي دومي و حل معادلات درجهسازمدل
البتـه اسـتفاده از   . هـا را بیـابیم  را تشکیل دهیم و سپس با توجه به علامت آن ریـشه ، کافی است 2ي  ي درجه دانیم که براي حل یک معادله     می

) 1(هاي ریاضی حث در درسبا توجه به آشنایی شما با این ب. کندتر مینیز در بسیاري موارد کار ما را سریع     » ي مشترك اتحاد جمله «تجزیه براساس   
.کنیمي نمونه آن را یادآوري میا حل چند مسأله، ب)2(و 

)ي  اگر معادله ): 5(يمسأله m )x mx   22 1 3    ي حقیقی داشته باشد، مقدار      فقط یک ریشهm    مسأله . را به دست آورید
رد؟چند جواب دا

باشد و داشته باشیم 2ي ي یک باشد، و دیگري وقتی که درجهیکی وقتی درجه. در دو حالت معادله یک ریشه دارد:حل  .
mاگر :حالت اول  2 1 است، پس 1ي درجه، معادلهm  1

.ها استیکی از جواب2
:ي مضاعف داشته باشدریشه2ي ي درجهباید معادله:لت دومحا

m ( m ) m m m                 
2 22 2 24 24 4 14 2 1 3 24 12 12 2 332  

.مقدار مختلف وجود داردm ،3پس روي هم براي 

P(x)ي دوم   اي درجه اگر چندجمله ): 6(يمسأله ax bx c  2 ي حقیقی نداشته باشد، ثابت کنید       ریشهa   وc اندعلامتهم .
آیا عکس این قضیه نیز درست است؟

اي ریشه نداشته باشد، داریم اگر چندجمله:حل  پس ،:bb ac ac b ac ac       
22 24 4 4  

acچون   پس ،a وcاندعلامتهم.
xي عکس این قضیه درست نیست، به عنوان مثال نقض معادله x  2 3 2 هاي ریشهx  xو 1  !اندعلامتهمcو aرا دارد و علاوه بر آن 2

yدر شکل مقابل، خـط      ): 7(يمسأله x 4  ي  قطـه از نT ْسـهمی   سرأP(x) ax bx 2

واحـد مربـع     16اگر مساحت ایـن مثلـث       . ایجاد شده است   TABگذشته است و در داخل سهمی مثلث        
aباشد، حاصل  bرا به دست آورید.

T ،bxي دانیم طول نقطهمی:حل
a

  yروي خط Tي چون نقطه. است2 x 4ض آن است، پس عر
b b
a a
   24 :کند، پسي سهمی صدق میدر معادلهTدانیم مختصات می. شودمی2

b b b b b b b bP( ) a b b b b , b
a a a a a a aa

                
2 2 2 2

1 22
2 2 2 8 82 2 4 24



bجواب    8 پس   )چرا؟(قبول است   قابل ،P(x) ax x 2 P(x)ي  ، در نتیجه معادلـه    8     يدو ریـشهx 1    وx
a

2
را دارد کـه     8

aچون  . هستند Bو   Aي  طول دو نقطه    )پس طول    )چرا؟ ،AB  برابر
a

 برابـر    ATBي مثلث   بنابراین قاعده . شودمی 8
a

 و ارتفـاع    8
bآن برابر 

a a
 2 :حال داریم. شودمی) Tي همان عرض نقطه(16

a b
ATBS a a a a b

a a
                  2 81 8 1616 16 4 2 2 102


*






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:سازيمدل
گونـه  در این . سازي به معادلات ریاضی تبدیل کنیم     توانیم با مدل  می) ي ما سروکار دارند   هایی که با زندگی روزمره    مخصوصاً آن (بسیاري از مسائل را     
ي مـسأله،  معمولاً با انتخاب مناسب متغیرها و استفاده از هندسه.ي شما بستگی داردکه چه متغیري را مجهول بگیریم به تجربه      مسائل تشخیص این  

.انجامدها به حل مسأله میتوانیم یک یا چند معادله تشکیل دهیم که حل آنمی
شودي دوم مدل میاي درجهي بین قیمت یک کالا و درآمد یک واحد فروش آن کالا با یک چندجملهمعمولاً رابطه:مثال:

I aP bP c  2

.درآمد واحد فروشIقیمت کالا است و Pکه 
تـا حـد    (یابـد   ولی افزایش دهید، درآمد شما نیز افزایش مـی        قسازي، شما اگر قیمت کالایی را تا حد مع        طبق این مدل  

P   .(    در عالم واقـع نیـز بـا افـزایش     ! یابدر چقدر قیمت را افزایش دهید، درآمد شما کاهش می       ولی از آن پس ه
.یابدشود و در نتیجه درآمد واحد فروش کاهش میي قیمت، تقاضا براي خرید کالا کم میرویهبی

بالن حـاوي هـواي     . کره بر بالاي یک مخروط مدل کنیم      توانیم با یک نیم   یک بالن را می   ): 8(يمسأله
hاي که در لحظه.داغ است  .را به دست آوریدrاست، مقدار rبرابر 126و حجم هوا از نظر عددي 24

rکره حجم نیم:حل 32
rو حجم مخروط 3 h 21

V: است، پس حجم هوا برابر است با3 r r h   3 22 1
3 3.

Vي خواهیم معادلهمی r 126 را با فرضh  :داریم. حل کنیم24
r r r     3 22 1 24 1263 3

r: نیمکرا ساده میr2از دو طرف معادله  r r r (r )(r ) r , r             3 2
1 2

1 12 63 12 189 21 9 21 93 3  

rجواب   .قبول استقابل9
. ایمرو ساختهمتر، مستطیلی مانند شکل روبهسانتی800با استفاده از سیمی به طول   ): 9(يمسأله

طول آن چقدر است؟متر مربع باشد، سانتی20000اگر مساحت این مستطیل 
طول مـستطیل را  . زمان مساحت مستطیل را با استفاده از متغیرهاي مناسب مدل کنیم   باید طول سیم و هم     :حل
y      و عرض آن راx گیریم، پس طول سیم     میx y4 بـه ایـن    . xyطیل  و مساحت مـست   ) چرا؟(شود  می 2

:ترتیب داریم
x y x y y x       4 2 800 2 400 400 2

y xS xy x( x) x( x) x x (x )                  400 24 4 4 2 2 22 10 400 2 2 10 200 10 2 100 100 100 

xپس   yو در نتیجه 100  200.

2ي ي درجهمعادلات قابل تبدیل به معادله
. تبـدیل و حـل کنـیم   2ي ي درجـه ها را بـه معادلـه  توانیم آننیستند، ولی با تغییر متغیر مناسب می       2ي  ي درجه از معادلات مستقیماً معادله   بسیاري  

.باشدxهاي زوج که فقط شامل توان4ي اي از درجهاست، یعنی معادله» ي دومجذوريمعادله«ترین این نوع معادلات، ساده
ي معادله:مثالx x  4 22 4 1 با تغییر متغیر . ي دومجذوري استیک معادلهt x .شودتبدیل و حل می2ي ي درجه، این معادله به یک معادله2

t x t t t , t          2 2
1 2

4 8 2 2 2 22 4 1 4 2 2

2هر دو مقدار  2
2و 2 2

:اند، پس داریممقادیري مثبت2

t x x          2
1

2 2 4 2 22 2 2 2
2 2 22

t x x          2
2

2 2 4 2 22 2 2 2
2 2 22

.ریشه براي معادله به دست آمده است4
.شویمعادلات در مسائل بعد آشنا میمهاي دیگري از این نوعبا مثال. اندقابل تبدیل2ي ي درجههاي دومجذوري تنها معادلاتی نیستند که به معادلهالبته معادله




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.هاي زیر را حل کنیدمعادله): 10(يمسأله
x)) الف ) x   2 2 23 5 ب (x x   3 4 4 

x) پ x
x x

  
 

2
2

23 6 1
2 2

)) ت x ) ( x )   4 42 3 2 5 2

xx) ث ( )
x

 


2 2 5
1 4

tگذاري با جاي)الف: حل x 2 :داریم3
t t (t )(t ) t , t          2

1 22 1 2 1 2 

t x x x , x         2 2
1 1 21 3 1 4 2 2

t x x x , x           2 2
2 3 42 3 2 1 1 1

tگذاري با جاي)ب x  :داریم4
t xx x t t t , t x , x              2 4

1 2 1 24 3 4 3 3 4 5  

tگذاري با جاي)پ x x 2 :داریم2
(x x) t t(t ) t t t t , t

tx x
                 

 
2 2

1 22
2 2 53 2 1 3 1 3 2 2 2 3 52 32 2

 

t x x x , x      2
1 1 22 2  

t.اي نداردریشه x x       2
2

5 523 3


tگذاري با جاي)ت x 2 :داریم4
(t ) (t ) t t t (t ــتفاده از بســـط دوجملـــه اي ( ــا اسـ بـ          4 4 4 2 2 21 1 2 2 12 2 2 2 6 

tي معادله  2 6  جواب حقیقی ندارد، پس تنها جوابt  ست که به ازاي آن اx  2.
tگذاري ابتدا با جاي)ث x  :کنیمتر میمخرج کسر را ساده1

t(t ) ( ) t t ( ) (t ) (t )
t t tt
               2 2 2 2 2

2
1 5 1 5 1 1 51 2 1 1 2 24 4 4 

Aاگر قرار دهیم  t
t

  A: ، داریم1 t
t

  2 2
2
:، بنابراین12

A A A A A , A            2 2
1 2

5 5 5 12 2 2 24 4 2 2 

t xA t t t t , t x , x
t

               2 1
1 1 2 1 2

5 1 5 5 1 11 2 12 2 2 2 2

tي شود معادلهبه همین ترتیب ثابت می
t

  1 1
xها جواب حقیقی ندارد، پس تنها جواب2 1 xو 1  2

1
.هستند2

x)ي معادله): 3(تست x ) (x x )2 2 21 3 1 2       81-آزاد: (داراي(
.ي حقیقی استدو ریشه) 2.ي حقیقی استچهار ریشه) 1
).موهومی(ي غیر حقیقی است چهار ریشه) 4.ي مضاعف دارددو ریشه) 3

tگذاري با جاي: حل x x  2 :داریم1
t t (t )(t ) t , t2

1 23 2 2 1 2 1        

tي حقیقیریشه2 x x x x2 2
1 2 1 2 1          

tیي حقیقریشه2 x x x x x(x )2 2
2 1 1 1 1          

.ي حقیقی داردریشه4ي اصلی معادلهپس ي مشترکی ندارند، چون دو معادله ریشه
.درست است) 1(ي بنابراین گزینه

*


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yي به معادله(C)منحنی ): 4(تست xy4 3 2   کند؟قطع می، نیمساز ربع دوم را در چند نقطه
صفر) 44) 23) 12) 1

yي نیمساز ربع دوم و چهارم معادله:حل x پس. کنندي هر دو صدق مینقاط برخورد منحنی و نیمساز در معادله. است:
y xy , y x x x (x )(x )4 4 2 2 23 2 3 2 1 2              

x1ي  ریشه 4ي فوق   عادلهم 1  ،x2 1   ،x3 2   وx4 2   ي برخـورد منحنـی و   ریشه طـول یـک نقطـه      4هر یک از این     . را دارد
xنظر بوده است، پس باید شرط چون در تست نیمساز ربع دوم مورد       . نیمساز ربع دوم و چهارم هستند       ي برخـورد  نقطه2یعنی . نیز برقرار باشد

.داریم
.درست است) 2(ي بنابراین گزینه

xاي با ضرایب گویا بسازید که       یک چندجمله ): 11(يمسأله  3 اي هاي چندجمله ي ریشه بقیه. هاي آن باشد  یکی از ریشه   5
.به دست آوریدرا نیز

xبا قرار دادن :حل  3 :داریم5
x x (x ) ( )        2 2 2 2 23 5 2 15 8 2 15 8 2 15

x x x x       4 2 4 216 64 60 16 4 

xعدد    3 P(x)اي ي چندجملهکند، پس ریشهي مراحل بالا صدق می   در همه  5 x x  4 216 بینیـد  چـه مـی  چنـان . نیـز هـست  4
tگذاري با جاي. اي موردنظر به دست آمده استچندجمله x .کنیمکه آن را به خودتان واگذار می. ها را نیز به دست آوریدتوانید ریشهمی2

x: نهاییهايجواب  2 3 5 ،x   3 3 xو5   4 3 .هستند5

P(x)ض کنید فر): 12(يمسأله ax bx c  4 )Pاگر بدانیم . 2 ) P( )  2 3  وP( )  81 .را حساب کنیدcو a ،b، ضرایب 3

ي دومجذوري در معادله. کندتر میولی کمی دقت راه ما را ساده      . مسأله را حل کنیم    cو   a  ،bادله با سه مجهول     توانیم با تشکیل سه مع    می :حل
P(x)       اي را حل کنیم  چنین معادله  رسیم، باید هاي نهایی می  ، وقتی به پیدا کردن ریشهx k2) کهkواضح اسـت  ). یک عدد حقیقی است

)Pچون (ي معادله است یک ریشه 3به این ترتیب وقتی     . ي قرینه دارد  که این معادله دو ریشه     ) 3 (ي دیگـر  نیز ریـشه 3گیریمجه می، نتی
)Pطور از   همین. معادله است  ) 2   اي بـر  پـذیري، چندجملـه  پـس بـا توجـه بـه بحـث بخـش      . انـد هـاي معادلـه  ریـشه -2و 2گیـریم   نتیجه می

(x )(x )(x )(x )   2 2 3 :داریم. پذیر استبخش3
P( )

P(x) a(x )(x ) a ( ) ( ) a


          
812 2 3 8 14 9 3 83 9

P(x) (x )(x ) x x a , b , c          2 2 4 21 1 13 1 134 9 4 49 9 9 9 9

2ي ي درجهها در معادلهروابط بین ریشه
P(x)ي دوم   اي درجه در چندجمله  ax bx c  2 اند از   ها عبارت ریشهbx

a
  1 bxو   2

a
  2 ي زیـر قابـل     بنابراین قضیه . 2

:بیان است

axي دوم اي درجههاي چندجملهاگر ریشه: قضیه bx c 2 ،x1 وx2باشند، داریم:
b cS x x , P x x , | x x |
a a | a |

       1 2 1 2 1 2

.شوندها بسیار ظاهر میروابط بالا، در حل مسائل مربوط به ریشه




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با نوشتن که مستقیماً به جز آن:تذکّرx1 وx2 روابطS وPها را ثابت کنیدتوانید به این روش نیز آنرا ثابت کنید، می:
fاي هاي چندجملهریشهx2و x1که از این (x) ax bx c  2گیریم هستند، نتیجه میf (x) بر(x x )(x x ) 1 :بنابراین. پذیر استبخش2

f (x) a(x x )(x x ) ax bx c ax (x x )ax ax x         2 2
1 2 1 2 1 2

b a(x x ) , c ax x    1 2 1 2
b cS x x , P x x
a a

      1 2 1 2

xي دوم ي درجههاي معادلهریشهx2و x1اگر ): 13(يمسأله x22 10 7   باشند، مقدار عبارات زیر را محاسبه کنید.

x) الف x2 2
1 2ب (xx

x x
21

2 1
پ (x x3 3

1 2ت (x x4 4
1 2

):     اند، داریمهاي معادلهریشهx2و x1با توجه به آن که :حل )
S x x P x x1 2 1 2

10 75    ,2 2
 

     

:دهیمربط میPو Sعبارت را به )الف
x x (x x ) x x2 2 2 2

1 2 1 2 1 2
72 5 2 182       

:بنامیم، داریمAاگر عبارت را )ب
x x xx

A A
x x x x

2 2
2 2 1 21

2 1 1 2

18 50 50 52 2 2 147 7 7 7
2


          

:با توجه به اتحاد مکعب مجموع دو جمله داریم) پ
(x x ) x x x x x x (x x ) x x (x x )3 3 2 2 3 3 3

1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 23 3 3        

x x (x x ) x x (x x )3 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2

7 1453 5 3 52 2          

:با توجه به اتحادها داریم)ت
x x (x x ) x x ( )4 4 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2
7 5992 18 2 2 2       

:رو خواهید شدها روبهایم که باز هم با آني زیر استفاده کردهقبل از دو رابطهيلهمسأدر حل : نکته
x x S P , x x S SP     2 2 2 3 3 3
1 2 1 22 3

P(x)اي هاي چندجملهریشهx2و x1اگر ): 14(يمسأله x x  2 5 .یر با به دست آوریدباشند، حاصل عبارت ز7
A

( x )( x ) ( x )( x ) ( x )( x )
  

     1 2 1 2 1 2
1 1 1

1 1 2 2 1 1
:ایمدر مخرج کسر اول با عبارت زیر مواجه:اولراه:حل

( x )( x ) (x x ) x x     1 2 1 2 1 21 1 1
xدانیم ها میاز روابط بین ریشه   x  1 2 xو 5 x  1 2 د و بـه همـین ترتیـب دو عـدد     شـو مخرج کـسر اول مـشخص مـی   ،گذاريبا جاي.7

.کنیمي راه را به خودتان واگذار میادامه. آیندهاي دیگر به دست میمخرج
: هـستند، داریـم  P(x)ي دو ریـشه x2و x1کـه  بـا توجـه بـه آن   . تر حل کنیمتوانیم مسأله را سادهها می با کمی دقت در مفهوم ریشه      :راه دوم 

P(x) (x x )(x x )  1 :بنابراین. 2
( x )( x ) P( ) ( x )( x )          1 2 1 21 1 1 1 1 1 5 7 1

)Pهاي دو کسر دیگر به همین ترتیب مخرج )Pو 2( )1در کسر آخر داریم(شوند می :( x )( x ) ( x )( x )      1 2 1 21 1 1 :یعنی).1
A

P( ) P( ) P( )
       

  
1 1 1 1 1 1 73
1 2 1 1 7 11 77




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xي دوم ي درجهدر معادله): 5(تست x2 3 1    حاصل ،x ( x )2
1 23 1 82-آزاد(چقدر است؟(

1 (22 (33 (14 (2
.به دست آوریمراx2و x1مقدار عبارتی غیرمتقارن بر حسب واهیمخي قبل، میبرخلاف دو مسألهتستدر این :حل

x2دانـیم  مـی . ها را بیان کـرد شوند که بدون محاسبه و با توجه به مفهوم ریشه بتوان آناي تنظیم میها به گونهدر این گونه مسائل معمولاً عبارت    
:در نتیجهکند،ادله است یعنی در آن صدق میي معریشه

x x x x2 2
2 2 2 23 1 3 1     

x23پس به جاي  1توانیم در عبارت مورد نظر میx 2
:را قرار دهیم2

c
A x ( x ) x x | x x | , x x A

a
2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 23 1 1 1       

.استدرست) 3(ي بنابراین گزینه

axي ي معادلهباید برقرار باشد تا یک ریشهcو a ،bاي میان اعداد چه رابطه): 15(يمسأله bx c2     ،nي دیگر باشد؟برابر ریشه
xدو ریشه باشند و داشته باشیم x2و x1اگر :حل nx1 2داریم ،:

b b
x x nx x (n )x x

b c b (n )a a(n )
( )
a(n ) na ac nc c

x x nx x nx , x x x
a na

1 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2
1 2 2 2 2 1 2 2

1 11
1

                
     

axي دوم ي درجهاگر در معادله): 16(يمسأله bx c2    ي دیگر باشد، ثابت کنید، یک ریشه برابر مجذور وارون ریشه :
a c abc3 3  

:داریمباشد، پسx2مجذور وارون x1دو ریشه باشند و x2و x1کنیم فرض می:حل
c a

x x x x
x a x cx

2 1 2 12 1 11

1 1 1
      

:پس. کنددر معادله صدق میx1دانیم می
a a a ab

a( ) b( ) c c a abc c a c abc
c c cc

3
2 3 3 3 3

2                

xي دوم   ي درجه در معادله ): 17(يمسأله x m2 5      مقدار ،m      ي را چنان تعیـین کنیـد کـه رابطـهx x1 23 2    بـین
.هاي آن برقرار باشدریشه

xدانیم می:حل x x (x x )   1 2 1 1 23 2 5 :داریم. ها را بیابیمکنیم مقدار یکی از ریشهحال سعی می. 2
x xx x x (x x ) x x51 2

1 2 1 1 2 1 13 2 5 2 5 10 2           

x1پس. کندي معادله است و در آن صدق میریشه:
m m22 5 2 6     

aاگر  ): 6(تست     ي دوم   ي درجه و دو معادلهx x a2 3      وx x a2 3             داراي یک جواب مشترك باشند، ایـن جـواب
مشترك کدام است؟

1 (32 (23 (24 (3
:پس داریم. کندصدق میمعادلهدر هر دواین ریشه. نامیممیرا ك دو معادله ي مشترریشه:حل

a
a a a a

a

2
ــاوي  ــردن دو تس ــم  ک ک

2
3 3 3 4 4

3
               

     






xي مشترك دو معادله همان پس ریشه aآوریمکند، به دست میها صدق میاست که چون در معادله:
aa a a a a a a a2 23 2 2 ــا2 ی             

.درست است) 2(ي بنابراین گزینه






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axي دوم   ي درجه هاي معادله ریشه x2و   x1اگر  ): 18(يمسأله bx c2          باشند و تعریف کنیمn n
nS x x1 2    ثابـت ،

nکنید براي هر  Nداریم:
n n naS bS cS2 1    

:یعنی. کننداند، در معادله صدق میهاي معادلهریشهx2و x1چون :حل
n n n nax bx c x (ax bx c) ax bx cx2 2 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1
             

n n n nax bx c x (ax bx c) ax bx cx2 2 2 1
2 2 2 2 2 2 2 2

             

:آوریمبه دست میهادو طرف تساويبا جمع 
n n n n n n

n n na(x x ) b(x x ) c(x x ) aS bS cS2 2 1 1
1 2 1 2 1 2 2 1
   

           

xاگر ): 19(يمسأله a
x

1
  ،مقادیر زیر را بر حسب گاه آنaمحاسبه کنید.

x) الف
x

2
2

1
ب (x

x
3

3
1

پ (x
x

5
5

1


xي اگر معادله:حل ax2 1   هاي آن همان مقادیر را در نظر بگیریم، ریشهx و
x

xي هستند که در رابطه1 a
x

1
 کنندصدق می.

:ها داریمبا استفاده از اتحادها و روابط بین ریشه)الف
S x x x (x ) a

xx
2 2 2 2 2

2 1 2 2
1 1 2 2        

xتوانیم با استفاده از اتحاد می)ب x S SP3 3 3
1 2 3  داریم. استي قبلمسألهراه دیگر استفاده از . مقدار مورد نظر را پیدا کنیم:

n
n n nS aS S S aS S1

2 1 3 2 1


        

Sدانیم می x a
x1
1

   وS a2
2 2  .پس:

S aS S a(a ) a a a2 3
3 2 1 2 3      

:داریم)ب(حل قسمت مانند راه)پ
S aS S a(a a) (a ) a a3 2 4 2

4 3 2 3 2 4 2        

S aS S a(a a ) (a a) a a a4 2 3 5 3
5 4 3 4 2 3 5 5         

xي  لههاي معاد ریشه 2و   1اگر  ): 20(يمسأله x  2 5 2  باشند و1 ،2 و3ي هاي معادلـه ریشهx x  3 3 1 

:گاه حاصل عبارت زیر را به دست آوریدباشند، آن
A ( )( )( )( )( )( )            1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3

P(x)اي هاي چندجملهریشه3و 1 ،2که با توجه به آن:حل x x  3 3 :گیریمهستند، نتیجه می1
P(x) (x )(x )(x )   1 2 3

)Pتوانیم به شکل را میAضرب حال واضح است که حاصل )P( ) 1 :بنابراین. بنویسیم2
P(x) x xA P( )P( ) A ( )( )              

3 3 1 3 3
1 2 1 1 2 23 1 3 1

1 و2ي هاي معادلهریشهx x  2 5 2 ي مثلاً درباره. کنندهستند، پس در آن صدق می1داریم:
( )                          

2
1 15 22 2 3 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 15 2 5 2 5 2 5 5 2 2 27 10

:آوریمبه دست میAدر ) 2ي مشابه براي چنین نتیجههمو (ي بالا گذاري نتیجهبه این ترتیب با جاي
A ( ( ) )( ( ) ) ( )( ) ( )                           2 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 227 10 3 1 27 10 3 1 24 11 24 11 24 264 11
: ها داریمطبق روابط بین ریشه   1 2 و 5   1 2 :، بنابراین2

A ( )      2 224 2 264 5 11 289

*






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هااز روي ریشه2ي ي درجهتشکیل یک معادله
پذیر است، یعنی بـا  برعکس این امر نیز امکان. هاي آن را به دست آوریمتوانیم روابط بین ریشهمی2ي ي درجهدیدیم که چگونه از روي یک معادله     

.هایش باشنددویی تشکیل دهیم که آن عددها ریشهيي درجهتوانیم معادلهدانستن روابط بین دو عدد می

S: داشته باشیمx2و x1اگر براي دو عدد : نکته x x 1 Pو 2 x x 1 xي هاي معادلهگاه ریشه، آن2 Sx P  2  همانx1
.هستندx2و 

هاي با ریشه2ي ي درجهبراي تشکیل معادله:مثالx 1 xو 2 2 :داریم3
x x  2 5 6 :ي موردنظرمعادلهS , P  5 6

ي واضح است که معادله:تذکّر(x )(x )  2 3 است3و 2هاي با ریشه2ي ي درجهنیز معادله.

xي دوم ي درجههاي معادلهریشهو اگر ): 21(يمسأله x2 3 1   هاي یشهي دومی بنویسید که ري درجهباشند، معادله
x1آن  2 3 4     وx2 2 3 4    باشد.
xهاي ریشهو چون :حل x2 3 1   1: هستند، پس   3و   .مداریحال:

x ( )1 2 4 2 3 4 2           
xبه همین ترتیب    2 :آوریمرا به دست میx2و x1جمع حاصلضرب و اکنون حاصل. 2

S x x ( ) ( ) ( )1 2 2 2 4 4 3 7             
P x x ( )( ) ( )1 2 2 2 4 2 4 6 1 9               

xمورد نظر ي دومي درجهپس معادله x2 7 9   باشدمی.

xي هاي معادلهریشهو اگر ): 22(يمسأله x2 9 7   باشند:
.باشندو هاي آن معکوس ي دومی بنویسید که ریشهي درجهمعادله) الف
.باشندو هاي آن مجذور ي دومی بنویسید که ریشهي درجهمعادله) ب

7:ها داریمطبق روابط بین ریشه:حل  9و  

:آوریمها را به دست میننامیم و جمع و ضرب آمیx2و x1شه را دو ری:راه اول) الف
x , x P x x1 2 1 2

1 1 1 1
7     

  

S x x1 2
9
7

  
   



xي مورد نظر معادله x2 9 1
7 7   یا معادل آن (شودمیx x27 9 1   (.

x1با فرض:راه دوم
1




یدآبه دست می
x1

1
 دانیم و میپس. کنددر معادله صدق می:

x x
( ) ( ) x x
x x x

2
2 2 21 1

1 121 1 1

1 9 71 19 7 9 7 7 9 1 
                 

xي هاي معادلهریشهx2و x1پس . بیان کردتوان نیز میx2واضح است که همین نتیجه را براي  x27 9 1   هستند.
:آوریمها را به دست مینامیم و جمع و ضرب آنمیx2و x1دو ریشه را :اولراه) ب

x , x P x x ( )2 2 2
1 2 1 2 49        

S x x ( )2
1 2 2 81 14 67          

xي مورد نظر پس معادله x2 67 49   شودمی.




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:کنیمعمل می) الف(مانند راه دوم قسمت :راه دوم
x x

x x x x
2

1 1
1 1 1 12

9 7 9 7
9 7

           
     




x x x x x2 2
1 1 1 1 181 49 14 67 49        

xي  هاي معادله ریشه و   اگر  ): 23(يمسأله x2 3 1      هـاي آن   ي دومـی بـسازید کـه ریـشه        ي درجـه  باشند، معادلـه
x 3 2

1 3 1     وx 3 2
2 3 1    باشد.

:پس. کنندول صدق میي ادر معادلهو : حل
x( ) x

3 23 12 2 2 3 2 1 13 1 3 1 3 3 1                           

x2به همین ترتیب  1  داریم. ي اول باشندهاي معادلهتر از ریشههاي آن یک واحد بیشاي تشکیل دهیم که ریشهخواهیم معادلهو می:
x x (x ) (x ) x x2 21 1 1 3 1 1 3                 

ت معکوسهمعادلا
xي  هاي دو معادله  دیدید که ریشه  ) الف(قسمت  ) 22(ي  حل مسأله در راه  x  2 9 7    وx x  27 9 1    در این دو . وارون یکدیگر هستند

. گویندمی» هاي معکوس یکدیگرايجملهچند«ها،  ايبه این چندجمله  . باشندها نیز وارون یکدیگر می    اي ضرایب برعکس یکدیگرند و ریشه     چندجمله
.، حالت خاصی از یک قضیه است)22(ي مسأله) الف(ي قسمت در واقع نتیجه

ــه: تعریف nاي دو چندجمل n
n nP(x) a x a x ... a

   1
1  وn n

nQ(x) a x a x ... a   1
1)  ــرط ــا ش naب ,a   (

.ها ضرایب برعکس یکدیگرندايدر این چندجمله. ندشوخوانده می» هاي معکوس یکدیگرايچندجمله«

در تعریف بالا باشـد،      P(x)ي  ریشه rبه این معنا که اگر      . اي معکوس یکدیگر، خود وارون یکدیگرند     هاي دو چندجمله  ریشه: قضیه

r
.خواهد بودQ(x)ي ریشه1

nQ(x)توانیم ثابت کنیم به راحتی می:اثبات x P( )
x

 :در واقع داریم. 1
n n n n

n nx P( ) x (a ( ) a ( ) ... a ( ) a )
x x x x


    1
1 1

1 1 1 1


n n
n n na a x a x ... a x a x Q(x)

       2 1
1 2 1 

P(r)باشد، پس P(x)ي ریشهrحال فرض کنید   ) واضح است کهr   چون ،a   .(داریم:
x P(r)n nrQ(x) x P( ) Q( ) ( ) P(r) Q( )

x r r r

     
11 1 1 1 

بینید که می
r
.استQ(x)ي ریشه1

.یب را برعکس کنیمااي دیگري باشند، کافی است جاي ضرارون چندجملههاي آن واي که ریشهبراي تشکیل چندجمله:نتیجه

ثابـت  . نشان دهیم  Q(x)اي معکوس آن را با      ي زوج باشد و چندجمله    اي از درجه  یک چندجمله  P(x)فرض کنید   ): 24(يمسأله
P(x)کنید حاصل  Q(x) برx 2 .پذیر استبخش1

F(x)کنیم فرض می:حل P(x) Q(x)  .ها داریم ايبا توجه به تعریف چندجملهnQ(x) x P( )
x

 :بنابراین. 1
n xQ(x) x P( ) Q( ) P( ) F( ) P( ) Q( )

x
      11 1 1 1 1 1 

nn nxQ(x) x P( ) Q( ) ( ) P( ) Q( ) P( ) F( )
x

زوج            11 1 1 1 1 1 1 

)Fبنابراین  ) F( )  1 1  پس ،F(x) برx (x )(x )   2 1 1 .پذیر استبخش1




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P(x)اي هاي چندجملهریشه2و 1اعداد ): 7(تست ax bx bx a   3 کدام است؟P(x)هاي حقیقی مجموع ریشه. هستند2

1 (22 (13 (7
24 (3

2
گاه باشد، آنP(x)ي ریشهrپس اگر ! شودمی P(x)، خود   P(x)اي معکوس   چندجمله :حل

r
هـاي  بنابراین ریشه. استP(x)ي نیز ریشه1

1و 1 ،2اند از عبارتP(x)اي چندجمله
3ها که جمع آن2

.شودمی2
.درست است) 4(ي بنابراین گزینه

)تري بیشبراي مطالعه(ي ویت قضیه
» ي ویتقضیه«ي زیبایی رسید که به آن نیز ادامه داد و به قضیه2با درجات بالاتر از هاايتوان براي چندجملها را میهبحث روابط بین ریشه

:کنیماین قضیه را بیان می3ي ابتدا حالت درجه. ویندگمی
axي سوم ي درجهدر معادله bx cx d3 2     اگر ،x1 ،x2 وx3ي معادله باشند، داریمسه ریشه:

b c d
x x x , x x x x x x , x x x

a a a1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3        

.ایدشده2ي ي درجهماً متوجه شباهت این روابط و روابط متناظر در معادلهحت
axي چهارم ي درجهبه عنوان مثالی دیگر در معادله bx cx dx e4 3 2     داریم:

b
x x x x

a1 2 3 4    

c
x x x x x x x x x x x x

a1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4     

d
x x x x x x x x x x x x

a1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4    

e
x x x x

a1 2 3 4 

nي توان براي درجات بالاتر نیز ادامه داد، یعنی در معادلهاین روند را می n
n na x a x ... a x a1

1 1


     داریم:
n:ها برابر است بامجموع ریشه

n

a

a
1

n: ها برابر است باتایی ریشه2هاي مجموع حاصل ضرب

n

a

a
2

n: ها برابر است باتایی ریشه3هاي بمجموع حاصل ضر

n

a

a
3

n:ریشه برسیم که برابر است باnضرب کنیم تا به حاصلها را قرینه میو به همین ترتیب یکی در میان نسبت

n

a
( )

a
1 

x)ي در معادله): 8(تست )(x x m)21 6    ، حاصل ضرب سه ریشه6مقدار . استmکدام است؟
1 (12 (23 (34 (4

x1ها یکی از ریشه:راه اول :حل 1 ي دوم ي درجههاي معادلهي دیگر، ریشهاست و دو ریشهx x m2 6   ضـرب  که حاصـل هستند
:ها برابر است باآن

x x m x x x ( ) m m m m2 3 1 2 36 1 6 6 6 6 1            

:داریم» ي ویتقضیه«طبق :راه دوم
x x x m m1 2 3 6 1   

.درست است) 1(ي بنابراین گزینه
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2ي مم و می نیمم در چندجمله اي درجهماکزی
در . اسـت » ترین مقدارکم«و » ترین مقداربیش«نیمم یا همان آموزیم، بحث ماکزیمم و میمی2ي هاي درجه ايي چندجمله آخرین بحثی که درباره   

ترین ترین سود در کار فروش یا کمترین مقدار آن برسانیم، مثلاً بیشترین مقدار یا کمخواهیم عبارتی را به بیشبسیاري مسائل زندگی روزمره ما می     
ي جـا دربـاره  در ایـن . گـوییم مـی » سـازي بهینـه «خورد کـه بـه آن   در این موارد بحثی به درد ما می     . حصول را داشته باشیم   ضایعات در تولید یک م    

هاي زندگی نیز ابـزار  ي پدیدهسازي ریاضی دربارهواضح است که مدل. کنیمبحث می)و چند تابع دیگر(ي دوم   هاي درجه ايسازي در چندجمله  بهینه
.حث استکار ما در این ب

2ي هاي درجهايترین مقدار چندجملهترین و کمبیش: نکته
P(x) ax bx cاي ترین مقدار چندجملهکم-1  2) در حالتa  (همان عرض رأس سهمی

 Sy: دانیممی. است
a
  4

P(x) ax bx cاي ترین مقدار چندجملهبیش-2  2) در حالتa  (همان عرض رأس سهمی
 Sy: دانیممی. است

a
  4

اي نمودار چندجمله:مثالP(x) x x  2 2 x یک سهمی است که طول رأس آن 3  

2 12 است 1

P( ) و عرض آن       1 1 2 3 تري از رأس ي دیگري روي سهمی عرض بیشبینید که هر نقطهدر شکل می  . 2
P(x) سهمی دارد، یعنی همواره  2.

:توان بیان کرداین نتیجه را به این صورت نیز می
P(x) x x (x )     2 22 3 1 2

( x): همواره داریم 21 پس ،:(x ) P(x)    21 2 2 2

f (x) ax bx cتابع  ): 25(يمسأله  2     را با شرطa     تـرین  با محاسبات ریاضی نشان بدهیـد کـه بـیش         . در نظر بگیرید
برابر  fمقدار تابع 

a
 .است4

:کنیمت مربع کامل ایجاد میعبار،ي تابعداخل ضابطه:حل
b b b b b bf (x) a(x x) c a(x x ) c a(x ) c
a a a a aa

           
2 2 22 2 2
2 4 2 44

b(x ): همواره داریم
a

 2
2  بنابراین با توجه به فرض ،a  داریم:

b b b b ba(x ) a(x ) c c f (x) c
a a a a a

          
2 2 22 2

2 2 4 4 4

 b f (x) cپس همواره 
a

 
2

 b xو چون به ازاي 4
a

   b f (x) cداریم 2
a

 
2

 b cترین مقدار تابع همان ، بیش4
a


2

:داریمحال. است4
b ac bc 
a a a

    
2 24

4 4 4

 f (x)تابعترین مقدار کم): 26(يمسأله
x x


   2

1
1 3 3

چقدر است؟

کسر در واقع چون در مخرج      . ، همیشه تعریف شده است    )چرا؟(د  اي ندار هیچ ریشه  ایم که چون مخرج آن    با یک کسر مواجه    :حل    و ضـریب
x2 پـس  . شـود تر میشد، کل کسر کوچکاتر بدانیم در چنین مواقعی هر چقدر مخرج بزرگمی. شودمنفی است، همواره حاصل آن عددي منفی می

.ر عبارت مخرج کسر را بیابیمترین مقداباید بیش
 xاسـت کـه بـه ازاي     2ي  اي درجـه  مخرج کسر یک چندجملـه    

( )
  

 
3 1

2 3 تـرین مقـدار مخـرج کـسر     پـس بـیش  . شـود مـاکزیمم مـی  2

    3 3 11 2 4 .است-4برابر f (x) ترین مقدار  شود، در نتیجه کم می4





www.riazisara.ir  
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کند رو حرکت میفوتبال بر اثر شوت بازیکن طبق شکل روبهیک توپ ): 27(يمسأله
ي تـوانیم بـا رابطـه     در هـر لحظـه ارتفـاع تـوپ از زمـین را مـی              . تا دوباره به زمین بخورد    

h(x) / x(x )  0 026 ي اولیـه اسـت     ي افقی توپ از نقطـه     فاصله xمدل کنیم که     46
.)مترواحد هر دو بر حسب (

کند تا دوباره به زمین بخورد؟توپ چند متر افقی را طی می) الف
رود؟توپ حداکثر تا چه ارتفاعی بالا می) ب

h(x)خورد داریم وقتی توپ به زمین می     )الف:حل  )واضح است که این معادله دو جـواب  ). شودزیرا ارتفاع توپ از زمین صفر میx 1  و
x 2 .کندي افقی را طی میمتر فاصله46بنابراین توپ . ي پایاني اولیه مربوط است و دیگري نقطهرا دارد که یکی به نقطه46

h(x)ترین مقدار   باید بیش  )ب / (x x)  20 026 دهد، یعنی ي رأس سهمی رخ میقطهترین مقدار این تابع، در همان طول ن بیش. را بیابیم  46
bxبه ازاي 

a
    46 232 :داریم. 2

h( ) / ( ) /     23 0 026 23 23 13 754
13/ترین ارتفاع توپ از سطح زمین پس بیش .متر است754

:ي تولید پارچه مشخصات اقتصادي زیر به دست آمدهبراي یک کارخانه): 28(يمسأله
.دلار است2500ها و سایر امکانات، روزانه دستگاهي نگهداريهزینه-
.دلار است900قیمت تولید هر واحد پارچه -
!ه فروش خواهد رفتواحد کالا بmدلار اعلام کنیم، روزانه m2500اگر قیمت هر واحد پارچه را -

براي حداکثر شدن سود کارخانه باید قیمت کالا را چقدر در نظر بگیریم؟
)mي کارخانه با توجه به شرایط بالا، درآمد روزانه    :حل m)2500ي روزانه نیـز  هزینه. دلار استm2500 بـه ایـن ترتیـب سـود     . اسـت 900

:ه برابر است باي کارخانوزانهر
m( m) ( m) m m      22500 2500 900 1600 2500

mبه ازاي 2ي این عبارت درجه  
( )

  
 
1600 8002 یعنی براي حداکثر شدن سود باید قیمت هر واحد پارچه را . گیردترین مقدار خود را میبیش1

 2500 800 .دلار اعلام کنیم1700

تصویر (متر سیم خاردار مرز دو قطعه زمین مساوي را مشخص کنیم             200خواهیم با   می): 29(يمسأله
توانیم مرزش را مشخص کنیم، چنـد متـر   ترین سطحی که میبیش!). رو استها از بالا مطابق شکل روبهزمین

مربع است؟
تـرین  بـیش بیان کنیم تا بتوانیم 2ي صورت یک عبارت درجهگذاري کنیم و سپس سطح زمین را به ها را با زبان ریاضی نامجا باید مجهول  این :حل

.مقدار آن را بیابیم
y: طبق فرض داریم. گیریمدر نظر میxو طول آن را yعرض مستطیل را  x 3 2 Sخواهیم می. 200 xyداریم. کزیمم شودما:

S xyy y
y x x S y( ) y y         2200 3 200 3 33 2 200 1002 2 2

Sبر حسب 2ي یک تابع درجهyترین مقدار آن به ازاي بیش. استy   

100 100
3 :به ازاي این مقدار داریم. دهدرخ می3

maxS   100 200 100 5000
3 2 3

S ،5000ترین مقدار پس بیش
.متر مربع است3






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yها روي سهمی ها است و دو رأس دیگر آنxها منطبق بر محور   هایی که یک ضلع آن    از بین مستطیل  ): 9(تست x  قـرار دارد،  26
محیط این مستطیل چقدر است؟. ترین محیط را داشته باشدیریم که بیشگمستطیلی را در نظر می

1 (112 (123 (134 (14
. اشورزده استبینید هدف سؤال، ماکزیمم بودن محیط مستطیل هطور که در شکل میهمان:حل

وa2واضح است که طول مستطیل .گیریمدر نظر میbو عرض آن را aرا Aي طول نقطه
Pخواهیم پس می. استbعرض آن  a b 4 .ترین مقدار را داشته باشدبیش2
yروي سهمی Aي چون نقطه x  :بنابراین. کندي سهمی صدق میاست، مختصات آن در معادله26

P a bb a P a ( a ) a a          2 2 24 26 4 2 6 2 4 12
aاست که به ازاي aبر حسب 2ي یک عبارت درجهPعبارت    


4 : ترین مقدار برابر است بااین بیش. ترین مقدار خود را داردبیش14

   2 4 12 14
.درست است) 4(ي بنابراین گزینه

.ترین مساحت را داردبیشبا محیط ثابت، مربعهاي مستطیلین همهنشان دهید از ب): 30(يمسأله
xدر نظر بگیریم، مقدار yو xاگر طول و عرض مستطیل را    :حل y2 خواهیم ببینیم چه وقتـی  ثابت است و می2

S xyترین مقدار خود را داردبیش.
xکنیم میفرض y c 2 :داریم. عددي ثابت استcکه 2

c c cy c x y x S x( x) x x          22 2 2 2 2

S   بر حسب    2ي  یک عبارت درجهx      است که به ازاي
c

cx   

2
2 cxبه ازاي . خود را دارد ترین مقدار بیش 4  cداریم 4 c cy   2 4 4 ،

xیعنی  yشود، بنابراین مستطیل به یک مربع تبدیل می.

:گیریمنتیجه می) 30(ي حلی شبیه مسألهبا راه

تـرین مقـدار را دارد کـه    ها وقتی بـیش ضرب آنگاه حاصل، عددي ثابت باشد، آنyو xجمع دو متغیر مثبت مانند      اگر حاصل : نکته
x y.

اگر   :مثالx y 2 3 ,xو   6 y   ضرب  گاه حاصل ، آنx y2 xوقتی ماکزیمم است کـه       3 y 2 3 aجـا   در ایـن  (3 x یـک   2
bمتغیر و  y ).متغیر دیگر است3

xاگر ): 31(يمسأله  ترین مقدار تابع گاه کم، آنf (x) x
x

  .را بیابید4

:باشد، پس همواره داریمaترین مقدار تابع کنیم کمفرض می:راه اول:حل
xf (x) a x a x ax x ax

x
          2 24 4 4 

بـار برابـر صـفر    تر یا مساوي صفر باشد، و باید حتماً یکایم که باید همواره بزرگرسیده2ي اي درجهبه یک چندجمله 
در نتیجه . ها مماس استxمحور شود، بنابراین نمودار سهمی شکل آن بر   و داریم:

a a       2 16 4 
aواضح است که   ترین مقدار تابع برابر ، پس کمa  .است4

fکنیم همواره   ثابت می  :راه دوم  (x)  xو چون به ازاي      4  fداریم   2 (x)  پـذیر زیـر   با روابط برگشت  . است 4ترین مقدار تابع    ، پس کم  4
:داریم

f (x) x x x x x (x )
x

             2 2 244 4 4 4 4 4 2 

.ودشپذیر نامساوي اول نیز درست مینامساوي آخر درست است، پس به صورت برگشت




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yدادید  اگر قرار می  ) 31(ي  در مسأله  :یادداشت
x

 xy)هـا مقـداري ثابـت بـود         ضرب آن داشتید که حاصل   yو   xگاه دو متغیر    ، آن 4 ) 4 .
fیعنی همان (ها جمع آندیدید که حاصل (x)(که مقدار را دارد ترین ، وقتی کمx y  2.

تـرین مقـدار را دارد کـه        ها وقتی کـم   جمع آن گاه حاصل ، مقداري ثابت باشد، آن    yو   xضرب دو متغیر مثبت مانند      اگر حاصل : نکته
x y.

چون ضرب :مثالx وy
x

 xاست، وقتی 1مقدار ثابت 1
x

 xنیمم است که می1  1.

xعبارت -: نکته
x

 x، براي 1  نیمم دارد، در واقع میx
x

 1 2.

xاین عبارت براي -   ماکزیمم دارد، در واقعx
x

  1 2.

xاگر): 32(يمسأله x  2 5 6 اي ترین مقدار چندجملهگاه کم، آنP(x) x x  2 5 .به دست آوریدرا 6
:آوریمرا به دست میxي ابتدا محدوده:حل

x x (x )(x ) x ــت ــن علامـ تعییـ         2 5 6 3 2 2 3 

xنـیمم آن بـه ازاي   است، ولی می2ي اي درجهیک چندجملهPکه عبارت حالا دقت کنید که با وجود آن      رخ52
xي  ایم، در محدوده  طور که در سهمی مشخص کرده     همان! دهدنمی 2 . روي بخش پررنگ سهمی قـرار داریـم   3

xي متناظر ترین نقطه، همان نقطهپس پایین  :ترین مقدار تابع برابر است بایعنی کم. است2
P( )     2 4 5 2 6 20

5-1هاي بخش مرینت
.در هر مورد، محور تقارن و مختصات رأس سهمی را به دست آورید. ي مختصات رسم کنیدهاي زیر را در صفحهسهمی-1

y) الف x x 21 y) ب22 x 21 y) پ32 x x  21 2 32
P(x)مانند 2ي اي درجههر یک از نمودارهاي زیر مربوط به یک چندجمله    -2 ax bx c  2در هر مورد، علامت ضـرایب  . استa ،b وc

.را تعیین کنیدو علامت 

) ب)الف

) ت) پ

) ج) ث

*
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.ي سهمی را تعیین کنیدمعادله. ایمهاي زیر، مختصات سه نقطه از یک سهمی را نوشتهدر هر یک از حالت-3
)A) الف , )1 6 ،B( , )2 )Cو 1 , )4 3
)A) ب , ) 4 6 ،B( , )2 وC( , )2 6

P(x)اي رو نمودار چندجملهدر شکل روبه-4 ax bx c  2ثابت کنید. رسم شده است :a b c  5 4 5 

P(x)اي براي چندجمله-5 ax bx c  2دانیم میP( )Pو 1( )1ثابت کنید. اندعلامتهم :b (a c) 2 2

)P: دانـیم مـی Q(x)و P(x)ي دوم هاي درجـه ايي چندجملهدرباره-6 )  9 ،P( ) 1 25 ،P( ) 1 1 ،Q( )  3 ،Q( ) 1  و

Q( )  1 P(x)ي هاي معادلهجواب. 2
Q(x)

 1
3 .را بیابید2

P(x)اي اگر براي چندجمله-7 ax a x   2 27 3 )Pداشته باشیم 13 )  3 .را بیابیدa، مقدار 59

ــه-8 ــودار چندجمل P(x)اي نم x x m   23 2 ــه1 ــکل روب ــتدر ش ــده اس ــم ش ــی. رو رس ــیم م دان

OA OB 1
ها چه عرضی دارد؟yي تلاقی سهمی با محور نقطه. 3

600ي شهر در زمینی به ابعاد  شهرکی در حاشیه  -9 ،ي یکسان گسترش دهـیم خواهیم طول و عرض زمین را به اندازهمی. تشکیل شده است400
مقدار افزایش چند متر است؟. طوري که مساحت آن دو برابر شود

F(x)میلادي به بعد، مقدار دقایق صحبت مردم با تلفن با تابع             1995از سال   -10 / x / x /  20 3 8 9 61 بـر   xمدل شده است که در آن        8
x! بر حسب میلیون دقیقه    F(x)حسب واحد سال است و            بیلیـون   275در چه سالی میزان ترافیـک تلفـن بـه           . است 1995بیانگر سال

رسد؟دقیقه می

واحد مربع باشد، طول آن چند واحد است؟119اگر مساحت مستطیل . تر استواحد کم3طول یک مستطیل از سه برابر عرض آن -11

ب در کاسـه را بـا     آحجـم   . متر مفـروض اسـت    سانتی 6کره به شعاع    شویی به شکل نیم   ي ظرف یک کاسه -12

V(h)ي  رابطه h h  2 36 باشد،  hبرابر   15هنگامی که حجم آب از نظر عددي        . کنیممدل می  3

.ارتفاع آب را به دست آورید

.معادلات زیر را حل کنید-13

x)) الف x) (x x)    2 2 28 12 ب (x x  3 2 33 10 

x) پ x 4 236 x) ت5 x   4 213 36 

.معادلات زیر را حل کنید-14

x)) الف )(x )(x )(x )     2 1 5 4 ) ب8
x x x x x x

 
     2 2 2
1 3 10

2 1 2 3 2 7
)) پ x ) ( x )(x )   26 5 3 2 1 x) ت35 x( ) ( )

x x
 


2 21 17

1 4
x)) ث ) (x )

x x
   2

2
1 17 2 x)ج9 x

x x x x
 

   2 2
4 3 1

4 8 7 4 10 7 *
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15-x1 وx2ي هاي معادلهریشهx x  2 4 1 هاي زیر را به دست آوریدحاصل هر یک از عبارت. هستند:

x) الف x x x 1 1 2 |) ب2 x x |2 2
1 ) پ2

x x
3 3

1 2

1 1

m)ي دوم   ي درجه در معادله -16 )x ( m )x (m )     22 2 1 1    مقدار ،m        ي ي معادلـه در رابطـه  را چنان تعیـین کنیـد کـه دو ریـشه
x x 3 31 2 .صدق کنند1

axي دوم ي درجهاگر معادله-17 bx c  2 2 یکدیگر داشته باشد، ثابت کنیدي حقیقی وارون ، دو ریشه :| b | | c |

xي ي معادلهیک ریشهaاگر -18 x  2 4 1  باشد، مقدار عبارتaA
a a


 2
16 4

8 2
.درا به دست آوری

xي اگر در معادله-19 ax b  2 ي دیگر باشد، ثابت کنید، یک ریشه مجذور ریشه:

a b( a ) b   3 23 1 

xياگر دو معادله-20 ax  2 8  وx x a  2 ي مشترك داشته باشند، مقدار یک ریشهaرا به دست آورید.

xي هاي معادلهریشهx2و x1اگر -21 x c  2 باشند و بدانیم :xx
x x

  
 

33
21

2 1

22 12 .را به دست آوریدcگاه مقدار ، آن2

xي هاي معادلهریشهx2و x1گرا-22 x  2 4 1 باشند، مقدار عبارت زیر را به دست آورید:
A (x x )( x x )( x x )( x x )    1 2 1 2 1 2 1 24 2 3 3 2 4

xهاي اگر براي ریشه-23 x c  2 2 داشته باشیم :x x 2 17 4 .را به دست آوریدcگاه مقدار ، آن47

xي هاي معادلهریشهو اگر -24 px q  2 ي دومی تشکیل دهید کهي درجهباشند، معادله:
.تر باشدواحد کم2، هر کدام و هاي آن از ریشه) الف
.باشدو هاي آن مجذور وارون ریشه) ب

هاي آن ریشه) پ 2 و  2باشد.

fتابع ترین مقدار بیش) الف-25 (x) x x   2 5 .را به دست آورید7

fترین مقدار تابع کم) ب (x) x x  22 8 .را به دست آورید9

. متر، زمینی را براي خـودش مرزبنـدي کنـد         20خواهد در کنار رودخانه با حصاري به طول         کشاورزي می -26
ند مشخص کند، چقدر است؟تواترین مساحتی که میبیش

h(x)ارتفاع یک شناگر هنگام شیرجه از روي سکو را با تابع            -27 x x   24 24 129 ایم مدل کرده  9

.سکو استي ي افقی شناگر از لبهفاصلهxکه 
ارتفاع سکو چقدر است؟) الف
ر است؟رود، چند متحداکثر ارتفاعی که شناگر بالا می) ب

دانـیم بـه   می. فروشدمیDVDعدد 10000دلار قیمت گذاشته است و با این قیمت 20اي خود بازي رایانهDVDبراي هر sonyکمپانی  -28
کمپـانی بـا چـه قیمتـی بـراي هـر       . شـود ها کاسته مـی DVDعدد از تعداد فروش   100اضافه شود،    DVDري که به قیمت هر      ازاي هر دلا  

DVDترین درآمد را خواهد داشت؟، بیش

*
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تـرین مـساحت   بـیش . مطابق شکل محصور شده اسـت ،محور مختصاتوو دdمستطیلی بین خط    -29
مستطیل چقدر است؟

واحد مربع، مستطیلی مطابق شکل محاط       40واحد و مساحت     10ي  با قاعده  ABCدر داخل مثلث    -30
ترین مساحت مستطیل چقدر است؟بیش. کنیممی

سايت رياضي سرا

www.riazisara.ir  



ايهاي چهارگزینهپرسش

xمحور تقارن منحنی نمایش تابع ي معادله-1 y x    2 32 کدام است؟2

1 (x   122 (x   143 (x  1
44 (x  1

2

yطاق ي منحنیدر شکل مقابل، معادله-2 x x   2 6 چقدر است؟) hیعنی مقدار (ارتفاع طاق . است5
1 (3
2 (/3 5
3 (4
4 (/4 5

yاگر رأس سهمی -3 ax ax  2 2 چقدر است؟aمقدار ل و سوم قرار داشته باشد، روي نیمساز ربع او3
1 (22 (13 (14 (2

yي رو سهمی به معادلهدر شکل روبه-4 x mx m    2 22 2 چقدر است؟aمقدار . م شده استرس3
1 (1
2 (2
3 (3
4 (4

fي دوم ، نمودار تابع درجهaبه ازاي کدام مقادیر -5 (x) (a )x ax a    22 ها است؟xبالاي محور 2

1 (a  4 4
5 5

2 (a  4 2
5

3 (a  aهیچ مقدار ) 24

yار تابع ، نمودmبه ازاي کدام مقادیر -6 ( m)x x m    21 است؟گذرد و داراي ماکزیمم ي محورهاي مختصات میاز چهار ناحیه2
1 (m  12 (m  23 (m 1 24 (m   1 2

yنمودار تابع -7 x ax a   2 .)ي ممکن را انتخاب کنیدترین فاصلهبزرگ(؟گذردینمچهارم يهیاز ناحaر یدام مقادکيبه ازا24
1 (a  2 2 (a  2 23 (a  24 (a  2

yي دوم درجهنمودار تابع -8 (ax b)(bx a)  ي مقادیر به ازاي همهa وb کدام وضعیت را دارد؟(| a | | b |)
.کندمحورهاي مختصات را در سه نقطه قطع می) 2.نیمم داردمی) 1
.کندراست مبدأ قطع میسمتها را در دو نقطهxمحور ) 4.ماکزیمم دارد) 3

yيبه معادلهیمنحن،mدام مقدار کيبه ازا-9 mx x  2 3 ند؟کیمثبت قطع ميهاها را در دو نقطه با طولxمحور 2

1 (m  2 (m  3
23 (m   984 (m  9

8 

yيبه معادلهیمنحن-10 (x )(x ax a)   21 محورx ر یمقاديمجموعه. ندکینقطه قطع میکها را فقط درa دام صورت است؟ کبه
)83-يسراسر(

1 (a  4 2 (a  23 (a  44 (a  4

  www.riazisara.irسايت رياضي سرا
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yي خط به معادله-11   yي ، محور تقارن تابع با ضابطه52 x x a  21 کدام است؟aمقدار . کندرا بر روي خود منحنی قطع می32

1 (22 (13 (14 (2
این عدد کدام است؟. تر استواحد کم9دو برابر عدد مثبتی از ثلث مربع آن عدد، -12

1 (92 (123 (154 (18

xي معادله-13 xsin a  2 2 1  به ازاي کدام مقدارaي حقیقی دارد؟ریشه

1 (
42 (

63 (
24 (

3

yي، خط به معادلهmر یدام مقادکيبه ازا-14 mxيابطهنمودار تابع با ضxy
x


1

؟ندکیمرا قطع ن1

1 (m   3 2 2 3 2 22 (m   3 2 3 2
3 (m   2 3 2 2 3 24 (m   2 2 2 2

m(xیدو منحنmدام مقدار کبه ازاي -15 )
y

x


3

2 xyو 1
x



2 1
)83-آزاد(اند؟ در دو نقطه متقاطع3

2) 4صفر) 23) 42) 1
x)ياگر معادله-16 a)(x b)   1 دارد؟یقیحقيشهیادله دو ردام معکداشته باشد، یقیحقيشهیدو ر

1 ((x a)(x b)   2 2 ((b x)(x a)   2 3 ((x a)(x b)   2 4 (x ab 2 

xيمعادله يهاشهیر و   اگر  -17 ax  2 4  ي، محدوده باشندaيدام باشد تا رابطه   ک     1  ـ 2  ـن ر یب معادلـه  يهـا شهی
برقرار باشد؟ 

1 (a  42 (a  53 (a  54 (a  4 5

x)يمعادله-18 x ) x x     2 2 21 1 دارد؟یقیحقيشهیچند ر
1 (42 (33 (24 (1

xياگر معادله-19 (m )x m    4 22 5 ر یي مقادز باشد، مجموعهیمتمایقیحقيشهیر4يداراm  دام صورت است؟ کبه
)85-يسراسر(

1 (m  42 (m  43 (m  4 44 (m 4 9

xيدو معادله-20 x x   3 25 4 6  وx x x   3 25 8 6 83-آزاد(دارند؟ كمشتريشهیچند ر(
یک) 4صفر) 3سه) 2دو ) 1

kاگر -21 ak b  2  وk ak b   2  ،باشدk k83-آزاد(دام است؟ ک(
1 (b2 (a3 (a4 (b

xيدر معادله-22 x m  23 15  مقدار تر باشد، شیگر بیديشهیواحد از ر2ها شهیاز ریکی، اگرm82-يسراسر(دام است؟ ک(

1 (59
52 (63

53 (59
44 (63

4

1، عدد mدام مقدار کيبه ازا-23
m)يمعادلهیقیحقيشهین دو ریبيعدديواسطه8 )x x m   2 24 3  84-يسراسر(است؟(

1 (32 (3-3 (44 (4-

xيدر معادله-24 x  2 4 1  حاصل ،x x
x x

  1 2
1 2
1 )83-آزاد(دام است؟ ک1

1 (8-2 (4-3 (84 (4

xيمعادلهيهاشهیرو اگر -25 x  2 3  باشند، حاصل عبارت    3 3 2 :برابر است با2
1 (3-2 (6-3 (34 (6
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xيدر معادله-26 ( )x   2 2 1 2  حاصل ،x x6 6
1 )85-آزاد(چقدر است؟ 2

1 (52 (653 (174 (9

xيمعادلهيشهین دو ریبkدام مقدار کيبه ازا-27 k x  2 2 8 ي، رابطهx x  3 3 برقرار است؟3
1 (42 (43 (34 (4

xيمعادلهيهاشهیرxو xاگر -28 x  2 2 3 2  باشند، مقدار عبارتx x x x   برابر است با:

1 (( )2 3 22 (2 3 23 (3 24 (2 3 2

xخط -29 y  xyیمنحن8
x


1
ند؟کیدام رابطه صدق مکدر ABمختصات وسط . ندکیقطع مBو Aير دو نقطهرا د2

1 (y x  2 (y x  1 3 (y x  1 4 (y x  

xيمعادلهيهاشهیمطلق رمجموع قدر-30 x  4 225 144 دام است؟ک
1 (122 (143 (284 (36

xيدر معادله-31 x  27 6 1 ها شهی، اگر رx1 وx2 ،83-آزاد(دام درست است؟ کباشند(
1 (x x x x  3 31 2 1 22 (x x x x  3 31 2 1 2

3 (x ( x ) x  1 2 21 14 (x x x x  1 2 1 2

xدوم يدرجهيدر معادله-32 x  2 4 1  حاصل عبارت ،(x x )(x x )   2 2
2 2 1 14 4 4 )82-آزاد(چقدر است؟ 2

1 (82 (33 (44 (6

xدوم يدرجهيدر معادله-33 x  2 2 1  حاصلx x x 4 2
1 2 24 )84-آزاد(چقدر است؟ 4

1 (322 (333 (314 (34

34- ويمعادلهيهاشهیرx x  2 2 1 م یهستند و دار( m)( m)        3 2 3 22 2 دام است؟کmن صورت مقدار یدر ا. 2
-3و -1) 4-3و 1) 33و -1) 32و 1) 1

xيمعادلهيهاشهین ریبmچه  مقدار يبه ازا-35 mx  2 5 16 روابطx x3
1 xو 2 2 برقرار است؟

22 (23 (24 (8و 2) 1

xدوم يهدرجيدر معادلهkدام مقدار کيبه ازا-36 x k  22 يها رابطهشهین ریبx x 1 22 برقرار است؟3
1 (12-2 (10-3 (84 (6

mxدرجه دوم يمعادلهmدام مقدار کيبه ازا-37 x m   2 25 6 وس هم دارد؟کو معیقیحقيشهیدو ر
1 (3-2(2-3 (24 (3

m)يه معادلهکآنيبراmحدود -38 )x mx m    21 3 دام است؟کالعلامه داشته باشد، مختلفيشهیدو ر
1 (m  22 (m 1 33 (m  14 (m  1

xدرجه دوم يه معادلهکآن يبراmحدود -39 x m  2 دام است؟کز مثبت باشد، یمتمايشهیدو ريدارا

1 (m  1
42 (m  1

43 (m  4 (m  1
mا ی4  

xيمعادلهيهاشهیدام معادله از رکيهاشهیر-40 x 3 تر است؟شیواحد بیک
1 (x x x  3 23 2 2 (x x x  3 23 2 

3 (x x x  3 23 2 4 (x x x  3 23 2 
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axيدر معادله-41 bx c  2 يب رابطهین ضرایبa b c  9 3 ؟هاي معادله استکدام گزینه یکی از ریشه. برقرار است

1 (c
a
32 (3-3 (b a

a
 34 (c

a
2
3

xيمعادلهيهاشهیش مربع ریهاشهیه رکیدومدرجهيمعادله-42 x  2 3 2 4  ،دام است؟کباشد

1 (x x  2 10 16 2 (x x  2 10 16 3 (x x  2 10 16 4 (x x  2 10 16 

xيمعادله يهاشهیاز ر  یکاگر هر -43 ax b  23   ،يشه از معادلهیوس هر ر کبرابر مع  دوx x  24 7 3  ،مقـدار  باشـندaـ  دام ک
)86-يسراسر(است؟ 

1 (14-2 (12-3 (8-4 (6-

yترین مقدار تابع اگر بیش-44 x kx k   2 برابرk2مقدار د، باشkکدام است؟
2و 6) 24و 4) 63صفر و ) 2و صفر4) 1

)81-سراسري(نیمم باشد، مجموع آن دو عدد کدام است؟ ها میضرب آناگر حاصل. تر استواحد بیش6از عدد دیگر دو برابر عددي-45

1 ( 322 ( 123 (1
24 (3

2
ها چند واحد مربع است؟ترین مساحت آناست، بیش12ها هایی که مجموع طول قاعده و ارتفاع وارد بر آنبین مثلثاز-46

1 (162 (183 (204 (24
:ه ضلع آن برابر باشد بانیمم است کمحیط این لوزي وقتی می. کنیمیک لوزي محیط میRاي به شعاع بر دایره-47

1 (R2 (R33 (R24 (R32

yي ي بین نقاط منحنی به معادلهترین فاصلهکوتاه-48 x 21 )Aي ثابت و نقطه22 , )11کدام است؟

1 (42 (53 (4 24 (6
ترین مساحت ممکن چقدر است؟قرار دارند، بیشdاي که مطابق شکل بین محورهاي مختصات و خط ثابت الزاویههاي قائماز بین تمام مثلث-49

1 (1
2 (2
3 (3
4 (4

ترین مساحت مستطیل کدام است؟بیش. ایممطابق شکل، مستطیلی محاط کرده5و 4، 3اي به اضلاع الزاویهدر مثلث قائم-50
1 (3
2 (4
3 (/3 5
4 (/2 5



ریحیهاي تشپاسخ

:نویسیممی2ي ي تابع را به صورت درجهضابطه)3(يگزینه-1
: x

( )
  

 
1 1

2 2 xمحور تقارن4 y x y x x         2 23 32 22 2

xطول این نقطه . ي رأس سهمی استهمان عرض نقطهhمقدار )3(يگزینه-2
( )

  
 
6 32 : ااست و عرض آن برابر است ب1

h      23 6 3 5 4
)bس سهمی أمختصات ر)1(يگزینه-3 , )

a a
 2 bجا است که در این4 a yکه این نقطه روي خط براي این. 2 x ،داریمباشد:

b ab
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توانـد مـاکزیمم یـا    این ضریب ممکن است مثبت یا منفی باشد، پس سهمی مـی . استabبرابر  2ي  در عبارت درجه   x2ضریب  )2(يگزینه-8
yي  از طرفی معادله  . نیمم داشته باشد  می    ي  دو ریشهax

b
1   وbx

a
2  را دارد که چون| a | | b | اگـر  . ، این دو ریشه دو عدد متمایزنـد

a   وb باشند، داریم  هاي مختلفی داشته  علامت :x , x 1 2      پس سهمی محور ،x     بـه ایـن ترتیـب    . کنـد ها را در سـمت چـپ مبـدأ قطـع مـی
محـور  x2و x1ي براي اثبات آن به این دقت کنیـد کـه سـهمی در نقطـه    . پاسخ تست است) 2(ي شوند و گزینهرد می ) 4(و  ) 3(،  ) 1(هاي  گزینه
.ها راyمحور abي به عرض کند و در نقطهها را قطع میطول

mxيد معادلهیبا)4(يگزینه-9 x  2 3 2 پس. ز داشته باشدیمثبت متمايشهیدو ر:
m m

m
x x m

m

           
      
1 2

99 8 8 9
83

 


  

x)يمعادله)3(يگزینه-10 )(x ax a)   21    ًيشهیریکقطعاx  xم یدانیرا دارد و م1 ax a  2 ـر  xيشهی  نـدارد  1
:یعنی. شه نداشته باشدیدرجه دوم ريد معادلهیشه را داشته باشد، بایریکن یه معادله همکآن يپس برا). چرا؟(

a a a(a ) a         2 4 4 4  

yوقتی خط افقی )4(يگزینه-11   کنـد، نتیجـه   محور تقارن سهمی را روي خود سهمی قطع مـی 52

بنابراین عرض رأس سهمی برابر . ها همان رأس سهمی استگیریم محل برخورد آنمی :است52
a a

a
       

5 9 2 5 24 2 2 2
:طبق فرض داریم. گیریممیxآن عدد را )1(يگزینه-12

x x x x (x )(x ) x , x             2 2
1 2

12 9 6 27 9 3 9 33  

باید )3(يگزینه-13   ، داریمپس:
( sin a) (sin a ) sin a sin a         2 2 2 22 4 4 1 1 1 

sinهمواره داریم  a 2 sinس براي برقراري شرط بالا باید ، پ1 a 2 sin، یعنی 1 a  1این شرط برقرار است) 3(ي که تنها در گزینه.
xيد معادلهیبا)1(يگزینه-14 mx

x
 

1

:پس. شه نداشته باشدیر1
x mx mx mx x( m) ( m) m m m                2 2 2 21 1 1 1 4 1 6 

mعبارت  m  21 3شه برابر ی، دو ر6 2 .شودیمشخص مmين علامت آن محدودهیین طبق تعیبنابرا،دارد2
m(xي باید معادله:راه اول)2(يگزینه-15 )x

x x
 

 
32 1

3 2 :ي متمایز داشته باشددو ریشه1
m(x )x ( x ) m(x ) (m )x ( m )x m

x x
            

 
2 2 232 1 2 1 3 4 6 4 9 13 2 1 

( m ) (m )( m ) m m           26 4 4 4 9 1 196   

mاز طرفی اگر . شوندرد می) 4(و ) 3(هاي به این ترتیب گزینه  .شودنیز رد می) 1(ي شود، پس گزینهمی) 1(ي موردنظر تبدیل به درجه2ي ي درجه، معادله4
xmي  به معادله  :راه دوم  ( )

x



22 1
mریشه داشته باشد، باید      2که این معادله    نبراي ای . رسیممی 3    شوندرد می ) 4(و  ) 3(هاي  ، پس گزینه .

xدانیم کسر چنین میهم
x



2 1
mشود، پس نمی2گاه برابر هیچ3  .ماندباقی می) 2(ي ، بنابراین تنها گزینه4

yیمنحن)3(يگزینه-16 (x a)(x b)  ـبا تقعـر رو بـه بـالا اسـت و ر            یسهم یک  يمعادلـه  يهـا شهی
(x a)(x b)   1     و خط    ین سهم ی، طول نقاط تقاطع اy  ن خـط را    یه اگر ا  کواضح است   . باشندیم 1

 ـن) 3(ينـه یگز يپـس معادلـه   . نـد کینقطه برخورد م ـ   2در   یم، باز هم با سهم    یبالاتر ببر  خـط  (ز دو جـواب دارد      ی
y  .گر لزوماً دو جواب ندارندیديهانهیگز). 2

a b

y

1
x
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و خـارج    یعلامـت عبـارت منف ـ     ،شهی ـن دو ر  یپس ب . با تقعر رو به بالا است      یسهم یکنمودار تابع   )1(يگزینه-17
: یعنی. ن آن دو علامت مثبت استیبيفاصله

f ( ) a a
a

f ( ) a a
            

               

2 2 4 2 4 4 41 1 1 4 5
 

 

tگذاري با جاي)4(يگزینه-18 x x  2 :داریم1
t t (t )(t ) t , t          2

1 22 2 1 2 1 

tبه وضوح   ،ن یبنابراt  1 :مین داریچنهم. جواب ندارد2
x kt x x x x k k k(k ) k ,k                 2 2 4 3

2 1 21 1 1 1 1   

kه باز هم ک  2 xل یبه دل1 k  تنها .ر قابل قبول استیغx  جواب است.
tگذاري با جاي)2(يگزینه-19 x tي به معادله2 (m )t (m )    2 2 5 رسیممی.
)ز داشته باشد یمتمایقیحقيشهیر2د یجدين معادلهید اولاً ایاشته باشد، باز دیمتمایقیحق يشهیر 4اول،   يه معادله کآن   يبرا )   و علاوه

tيز مثبت باشند تا معادلهیشه نیر2بر آن هر  x :پس. ز برسدیبه دو پاسخ متما2
(m ) (m ) m m mــا ی               2 22 4 5 16 4 4

t , t S t t m m          1 2 1 2 2 2  

t , t P t t m m         1 2 1 2 5 5  

mسه شرط فوق كاشترا  .است4
:ندکیباشد، در هر دو معادله صدق مكمشتريشهیاگر ر)4(يگزینه-20


                

       

3 2

3 2
5 4 6 8 4 6 6 3
5 8 6






  .ها استآنكمشتريشهین رینابراب،ندکیدر هر دو معادله صدق م3
xيدر معادله  kو   kهر دو مقدار    )3(يگزینه-21 ax b  2   پس  . دننکیصدق مk k   ن معادلـه اسـت   یايهاشهیهمان مجموع ر
.استaه برابرک

:بنامیم، داریمx2و x1اگر دو ریشه را )4(يگزینه-22
mx x m m

| a |
           

2
1 2

15 12 632 2 2 225 12 363 4
:بنامیم، داریمx2و x1اگر دو ریشه را )4(يگزینه-23

m  ).ر قابل قبول استیغ4 )
x x m m

m
 

           


2
1 2 2

31 1 12 16 48 4 44
:ها داریمطبق روابط بین ریشه)3(يگزینه-24

x x
x x , x x x x (x x )

x x x x


            1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2
1 1 44 1 4 81

:ها داریمطبق روابط بین ریشه)1(يگزینه-25
S P ( )

(S , P )
S SP ( )( )

                 
          

2 2 2

3 3 3
2 1 2 3 71 3
3 1 3 1 3 10

:ها داریمطبق روابط بین ریشه)4(يگزینه-26
S x x , P x x     1 2 1 22 1 2
x x S SP ( ) ( ) ( )(( ) ) ( )( )               3 3 3 3 2
1 2 3 2 1 3 2 1 2 2 1 2 1 3 2 2 1 3 2 2 2 1

x x (x x ) (x x ) ( ) ( )          6 6 3 3 2 3 2 3
1 2 1 2 1 22 2 2 1 2 2 9 4 2 4 2 9

21
 

y

x
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x: ها داریمطبق روابط بین ریشه)3(يگزینه-27 x k   xو 2 x   :، حال داریم8
x x ( x ) ( x ) ( x x ) x x ( x x )                3 3 33 3 3 3 3 3 3 3 33 3

x x k k          3 233 3 8 3 9 3
xها داریم طبق روابط بین ریشه)4(يگزینه-28 x   2 xو 3 x   :، حال داریم2

( x x ) x x x x x x                   2 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 3 2
x x x x x x ( x x ) ( )             2 2 3 2 2 3 2

xي  در معادله  Bو   Aطول نقاط   )2(يگزینه-29 x
x
  

1 xي کنند، کـه پـس از سـاده شـدن بـه معادلـه           صدق می  82 x  2 9 15 

A: ها داریمطبق روابط بین ریشه. رسیممی Bx x  Aو 9 Bx x  xروي خط Bو Aکه از این. 15 y  :گیریمهستند نتیجه می8
A A B B A B A By x , y x y y (x x )         8 8 16 7

)، برابر ABوسط Mپس مختصات  , )9 7
2 .کندصدق می) 2(ي ي گزینهشود که در معادلهمی2

tگذاري با جاي)2(يگزینه-30 x tي به معادله2 t  2 25 144 ها داریمطبق روابط بین ریشه. سیمرمی:
t t , t t    1 2 1 2144 25 

 ـز(شود یمxينه برایقريشهیها منجر به دو رشهین ریاز ا یکهر  . دارد tيمثبت برا  يشهیفوق دو ر   يپس معادله  tرا ی x مجمـوع  ه ک ـ، )2
:ها برابر است بامطلق آنقدر

| x | | x | | x | | x | | t | | t | | t | | t | ( t t ) t t t t              1 2 3 4 1 1 2 2 1 2 1 2 1 22 2 2 14
xچون  )3(يگزینه-31 x 1 2

1
xاند و چون    علامتهم x2و   x1، پس   7 x 1 2

6
xاند و علاوه بـر آن       ، پس هر دو مثبت    7 , x 1 2 1 .

)يعدد در فاصلهیکیوقت , )1پس. شودیتر مکوچکتر شود، عدد م، هر چقدر توان بزرگیرسانیرا به توان م:
x x , x x x x x x     3 33 31 1 2 2 1 2 1 2

.ردکها اثبات شهین ریتوان با روابط بیمیرا به راحت) 3(ينهیگزیدرستیول. نادرست است) 4(ينهیب گزین ترتیبه هم. اندنادرست) 2(و ) 1(يهانهیپس گز
:نند، پسکیدر معادله صدق مx2و x1)2(يگزینه-32

x x , x x (x x )(x x ) ( )( )                2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 1 14 1 4 1 4 4 4 2 1 4 1 2 3

:کند، پسدر معادله صدق میx1)2(يگزینه-33
x x x x x x x          2 2 4 2
1 1 1 1 1 1 12 1 2 1 4 4 1

x x x x x x x (x x ) (x x )            4 2 2 2 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 24 4 4 4 1 4 4 4 4 1

( ــا  ( ــه ه ــن ریش ــط بی رواب     4 4 2 4 2 1 33
:گیریمي معادله است، نتیجه میریشهکه از این)2(يگزینه-34

( )                     2 2 2 3 22 1 2 1 2 2

: به همین ترتیب داریم    3 :بنابراین،22
( m)( m) ( m)( m) m( ) m m m m ,                          3 2 3 2 2 22 2 1 2 2 3 1

x: ها داریمطبق روابط بین ریشه)3(يگزینه-35 x 1 2 x، پس با استفاده از فرض 16 x 3
2 :داریم1

xx x x x     13
1 1 1 116 2 2

x1پس. ندکیدر معادله صدق م:
m m     4 5 2 16 2

xیم رداها طبق روابط بین ریشه)2(يگزینه-36 x 1 2
1
x، حال از فرض 2 x 1 22 :داریم3

(x x ) x x x ( ) ( ) k k ــد ــی کن ــه صــدق م در معادل              2
1 2 2 2 2

1 5 5 53 3 2 102 2 2 2 
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:گیریمها وارون یکدیگرند، نتیجه میکه ریشهاز این)2(يگزینه-37
mx x m m (m )(m ) m

m
             

2 2
1 2

61 1 6 3 2 2 

:عددي منفی است، بنابراینهمالعلاي مختلفضرب دو ریشهحاصل)2(يگزینه-38
m m
m
    

3 1 31 

cه اگر کد ینکدقت 
a
 گاه ، آنa وcالعلامه هستند و مختلفb ac   2 4 شه داردی، پس معادله قطعاً ر.

:مثبت و متمایز باشند، بایدx2و x1که اعداد براي آن)2(يگزینه-39
x x ,x x m ,

m
m m

        
       

1 2 1 2 1 11 41 4 4

   


 

xيشهیراگر )1(يگزینه-40 x 3 م یباشد، دار  3  .د را یجديمعادلهيشهیرxمیریگیم:
x x (x ) (x ) x x x               3 3 21 1 1 1 3 2       

aچون )3(يگزینه-41 b c  9 3 ، پسx 1 :میدارها طبق روابط بین ریشه. ها استشهیاز ریکی3
b b b b ax x x x
a a a a

            1 2 2 2
33 3

.خواهد بود2و 2حاصل يمعادلهيهاشهیباشد، رو ه یاوليمعادلهيهاشهیاگر ر)2(يگزینه-42
, S ( ) P x x  ,                      2 2 2 2 2 23 2 4 2 10 16 10 16 

xيمعادله يهاشهیر ود  ینکفرض  )1(يگزینه-43 x  24 7 3  يمعادلهيهاشهیباشند، پس رx ax b  23   برابـر ،

و 2


: میدار. هستند2

x ( ) x x a , b
x x x xx

                     


2 2
2

2 2 2 2 16 144 7 3 3 3 14 16 14 16  

kx)1(يگزینه-44  :طول رأس سهمی است، پس عرض آن برابر است با2
y kk k k k ky k k k k k k k k , k                

2 2 2 22 2
1 22 4 44 2 4 2 4  

aدانیم می. نامیممیbو aدو عدد را )1(يگزینه-45 b 2 Pخواهیم و می6 abداریم. نیمم باشدمی:
b a P a( a ) a a      22 6 2 6 2 6

a، به ازاي aي دوم بر حسب عبارت درجه   

6 3

2 2 bدر این صورت . شودنیمم میمی2     32 6 a:، در نتیجه32 b   32
aم  داری. گیریممی hو ارتفاع را     aطول قاعده را    )2(يگزینه-46 h  Sخواهیم  و می  12 ah 1

aچون مجموع  . ترین مقدار شود  بیش 2

aشود که ها ماکزیمم میضرب آنمقداري ثابت است، وقتی حاصلhو  h  S: در این صورت. 6    1 6 6 182
AHاگـر   . محیط شده است   Rاي به شعاع    در شکل یک لوزي بر دایره     )3(يگزینه-47 x   وBH y ،

x)محـیط لـوزي      ،بنابر تقارن شکل   y)4  پـس بایـد   . شـود مـیx y از طرفـی در مثلـث   . نـیمم شـود  مـی
:ارتفاع وارد بر وتر است، پس طبق روابط ارتفاع وارد بر وتر داریمOAB ،OHي الزاویهقائم

AH HB OH xy R   2 2

xاست، بنابراین وقتی  R2بت  مقدار ثا  xyضرب  پس حاصل  yنیمم است که میx y R  .  ضلع لـوزي
x y R  .شودمی2



83» عبارات جبري و معادلات و نامعادلات  «فصل اول 

AB 2کـافی اسـت   . ترین مقـدار ممکـن شـود   کم ABخواهیم طول می. گیریمرا روي منحنی در نظر میB(x, y)ي نقطه)2(يگزینه-48

:دانیممی. ترین مقدار شودکم
AB (x ) (y ) AB x (y )       2 2 2 2 211 11

y x: گیریمروي منحنی است نتیجه میBکه با توجه به این 21 :، بنابراین22

AB x ( x ) x x ( x )         2 2 2 2 4 2 2 2 21 1 12 11 12 13 12 252 4 2
( x )همواره  2 21 2 ،  پس 12  همواره AB 2 .است5برابر  ABترین مقدار ، بنابراین کم25

( x , y)را  Aمختـصات  :راه اول)1(يگزینه-49 بـــه وضـوح  . گیـــریمدر نظـــر مـــیAB y  وOB x برابـــر، پـــس مـــساحت مثلـــث
S x y 1

2   ي خط   معادله. شودمیd  عبارت است از:yx   14 x y: ، پس2
  14 2

  . نیـد کـه مجمـوع دو متغیـر     حال دقـت کx 
a  4

 و
y

b  2
      ها ماکزیمم است که     ضرب آن مقداري ثابت است، پس وقتی حاصلa b    واضح است وقتی  .   1

2ab  ترین مقدار را داشته باشـد،       بیش 
Sدر این حالت داریم. ترین مقدار را داردنیز بیش:

max
x y

, x , y S         1 1 12 1 2 1 14 2 2 2 2
 

 

x yي توانید از رابطهمی:راه دوم
  14 2

  نتیجه بگیریدx y 4 2 ي گذاري آن در رابطهو با جايSبه دست آورید:S y y  22  

.را تعیین کنید Sي دوم ترین مقدار عبارت درجهباید بیشحالا
AB کنیم  فرض می )1(يگزینه-50 AC و   4 بـا  . را بیـابیم S xyترین مقـدار   باید بیش . نامیممی yو    xطول اضلاع مستطیل را     . 3

:ي تالس داریماستفاده از قضیه
MN BNMN AC 
AC BC MN NP BN NC 

AC AB BCNP NCNP AB 
AB BC



      
 


1

yx پس    13 y x، بنابراین   4  44 S xy x( x)خواهیم  می. 3   44 ود، یعنـی عبـارت     مـاکزیمم ش ـ   3

S x xي دوم درجه  24 x به ازاي . ماکزیمم شود43 3
S دهد که در آن صورت این امر رخ می2 3.
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