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  مهشت لفص

 Systems of Equations اه همعادل یها هدستگا

  یدو مجهول  یخط یها معادله یهاحل دستگاه  - ۱.۸

 Solving Systems of Linear Equations in Two Variables  

دو   یخط یمعادله ها یدهند. چند مثال دستگاه ها  یم  یخط یدستگاه معادله ها یک یلتشک یشترب یا   یخط دو معادله

 . یدکن  یمشاهده م یلدر ذ یمجهول

{
𝑥 − ۲𝑦 = −۷ 

۳𝑥 + 𝑦 =∘       
              {

𝑥 = ۵       

𝑥 +
𝑦

۲
= ۹

            {
𝑥 − ۳ = ۲𝑦 + ۶

𝑦 = ۱                  
 

 است  یدسگاه معادله دو مجهول یکمرتب جواب گانه  دو یک یاآ     

Determining Whether an Ordered pair is a Solution of a system of linear Equations in 

Two variables  

  Ordered Pairمرتب دو گانه 

   𝑦  دوم مقدار  است و عدد  𝑥  است که عدد اول مقدار  ینمرتب منظور ادو گانه  ینجادر ا

,۲)    میسینو  یکه م  یمثلا وقت 𝑥  است که  نیمنظور ما ا  (۳ = 𝑦   و  ۲ = ۳    

,𝑥)    مرتب دو گانه کی یمعادله دو مجهول کیجواب  𝑦)  دستگاه دو معادله  کیجواب   قرار کند. است که معادله را بر

,𝑥)  مرتب دو گانه  کی یدو مجهول 𝑦)   .معادله را بر قرار کند،  مییگو  یم یوقت است که هر دو معادله را بر قرار کند

 . دیبدست آ حیمعادله صح کی،  میمجهول بگذار  یاگر آن مقدار را در معادله بجا یعنی

  ۱مثال 

,۱−)  مرتب دو گانه  ایآ  است؟  ریجواب دستگاه ز کی  (۱

{
−𝑥 + 𝑦 = ۲

۲𝑥 − 𝑦 = −۳
 

 حل 

   ۱   میگذار  یم  𝑦   یو بجا   ۱−   میگذار  یم  𝑥   یدر دستگاه بالا بجا
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{
−(−۱) + ۱ = ۲

۲(−۱) − ۱ = −۳ 
                      {

۱+ ۱ = ۲

−۲− ۱ = −۳
                {

۲ = ۲

−۳ = −۳
 

,۱−)   پس دو گانه مرتب  جواب دستگاه بالا است.   (۱

  ۲مثال 

,۲−)  دو گانه مرتب   ایآ  است؟  ریجواب دسگاه ز کی    (۳

{
۵𝑥 + ۳𝑦 = −۱

  𝑥 −   𝑦 =     ۱ 
 

 حل 

   ۳   میگذار  یم  𝑦   یو بجا   ۲−  میگذار  یم  𝑥   یدر دستگاه بالا بجا

{
۵(−۲) + ۳(۳) = −۱

−۲     − (۳)    =      ۱   
                {

−۱ ∘ +۹ = −۱

−۲− ۳ = ۱
             {

−۱ = −۱

−۵ = ۱
 

,۲−)  دوگانه مرتب چون   . ستیپس جواب دستگاه ن ست،یدر هر دو معادله بر قرار ن  (۳

  Solving a System by Graphing رسم نمودار  قیدستگاه از طر کیحل 

زوج مرتب جواب  کیهر خط ، مربوط است به  یهر نقطه رو خط است.  کیدستگاه ،  کیدر   ینمودار هر معادله خط 

دارد و مربوط  هر دو خط قرار  یرو Pont of Intersection تقاطع  خورد کنند، نقطهاگر خط ها با هم بر  آن معادله. 

بنا   .مرتب جواب دستگاه  جیز کی، نقطه تقاطع مربوط است به  گریبه عبارت د دستگاه.  شود به زوج مرتب جواب   یم

و مختصات نقطه  میصفحه مختصات رسم کن کی یمعادله ها را رودستگاه ، هر کدام از  حل یبجا میتوان  یم،  نیبر ا

  . میکن دایتقاطع را پ

  ۳مثال 

  . دیجواب دارد ، آنرا حدس بزن کیو اگر دستگاه فقط  دیرسم نمودار حل کن قیرا از طر ریدستگاه ز

{
𝑥 + 𝑦 = ۲

۳𝑥 − 𝑦 = −۲
 

 کیکرد که دو خط در  دیملاحظه خواه . میکن  یصفحه مختصات رسم م کی یرا رو  یخط یاز معادله ها کیابتدا هر 

از معادله ها ،  کینقطه در هر  نیبا قرار دادن مختصات ا است.   (۲,∘)  مختصات آن نقطه   کنند.  ینقطه بر خورد م

  . میکن  یآنرا امتهب م
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𝑥 + 𝑦 = ۲                                        ۳𝑥 − 𝑦 = −۲  

∘ +۲ = ۲                                         ۳(∘) − ۲ = −۲   

۲ = ۲                          صحیح است    ۲ =    صحیح است   ۲

 تناقض   یدستگاه ، را ب نیجواب داشته باشد ، مثل ا کیدستگاه که حد اقل  کی جواب دستگاه است.   (۲,∘)  زوج مرتب 

  Consistent   نامند.  یم   

 ۴مثال 

   .دیجواب داشته باشد، آنرا حدس بزن کی کیاگر دستگاه فقط   .دیرسم نمودار حل کن قیرا از طر ریدستگاه ز

{
𝑥 − ۲𝑦 = ۴ 

𝑥            = ۲𝑦   
 

به شکل     یعنی تقاطع   -  بیدو خط را به شکل ش نیاگر معادله ا  هستند. یکه دو خط مواز دیکن  یملاحظه م ریدر شکل ز

  𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏  هستند. یمساوخط هردو  بیکه ش دید میخواه میسیبنو   

𝑥 − ۲𝑦 = ۴                           𝑥 = ۲𝑦       

۲𝑦 = 𝑥 − ۴                           𝑦 =
۱

𝑥
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𝑦 =
۱

۲
𝑥 − ۲   

 

   یعنی،  بیش کی ینمودار هر دو خط دارا
۱

۲
 هستند.  یپس مواز  متفاوت است.  𝑦  آنها با محور  یاست ، اما نقطه تلاق  

وجود  ی، نقطه بر خورد گریبه عبارت د ای ندارد.  یجواب مشترک چیچون معادله ها ه  ندارد.  یدستگاه جواب نیبنا بر ا

  . مینام  یم Inconsistent ندارد را متناقض   یجواب چیکه ه یندارد.دستگاه

  ۵مثال 

  . دیرسم نمودار ، حل کن قیرا از طر ریدستگاه ز

{
۲𝑥 + ۴𝑦 = ۱ ∘

𝑥 + ۲𝑦 = ۵
 

اگر دو طرف  قتیدر حق خط هستند.  کیکرد که هر دو معادله  دیملاحظه خواه . میکن  یاز معادله ها را رسم م کیهر  

 .معادله اول خواهد بود  جهینت م،یضرب کن ۲معادله دوم را در 

  یرا هم بر قرار م یگریمعادله را بر قرارکند ، د کیکه  یهر زوج مرتب  دارند. کسانی یمعادله ها جواب ها یعنی نیا

دستگاه  نیا یمجموعه جواب ها    نامند.  یم Dependent Equations وابسته  یمعادله ها را معادله ها  نیا  کند.

,𝑥)}  عبارت است از  𝑦)|𝑥 + ۲𝑦 = ,𝑥)}   ایو   {۵ 𝑦)|۲𝑥 + ۴𝑦 = ۱ ∘}   
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  Solving a System Using Substitution یگذاریجا ای ینیجانش قیدستگاه از طر کیحل 

 . میکن  یها حل م ریاز متغ  یکیاز معادله ها را بر حسب   یکی  -الف 

 . میده  یرا در معادله دوم قرار م ریآن متغ یبراعبارت بدست آمده   –ب 

 . دیها بدست آ ریاز متغ  یکیتا مقدار  میکن  یمعادله بدست آمده از مرحله ب را حل م  –ج 

 ریتا مقدار متغ میگذار  ی، م میکه از مرحله الف بدست آورد یدر معادله ا م،یکه از مرحله ج بدست آورد یمقدار  –د 

 شود.  دایپ گرید

 . میکن  یامتحان م  یدوگانه مرتب بدست آمده را در هر دو معادله اصل – ه 

 . دیرا حل کن ریز یدستگاه ها –مثال 

۶)     {
۲𝑥 + ۴𝑦 = −۶

𝑥 = ۲𝑦 − ۵    
  

. است با  یمساو  𝑥  شود که   یدر معادله دوم گفته م ۲𝑦 − ۲𝑦  پس عبارت    ۵ −   یدر معادله اول م  𝑥   یرا بجا  ۵

 . دیبدست آ  𝑦  تا مقدار  میکن  ی. آنرا حل ممیآور  یبدست م یمجهول کیمعادله  کیکار  نیبا ا . میگذار

          ۲𝑥 + ۴𝑦 = −۶  

          ۲(۲𝑦 − ۵) + ۴𝑦 = −۶  

          ۴𝑦 − ۱ ∘ +۴𝑦 = −۶  
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          ۸𝑦 = ۴  

          𝑦 =
۴

۸
=

۱

۲
  

   میگذار  یم  𝑦   یدر معادله اول بجا    𝑥  ،  بدست آوردن مقدار  یبرا
۱

۲
    

          𝑥 = ۲𝑦 − ۵  

          𝑥 = ۲(
۱

۲
) − ۵ = ۱− ۵ = −۴   

,۴−)  پس جواب دستگاه 
۱

۲
به  ایدستگاه بر قرار است.  نیکه هر دو معادله ا میکن  یملاحظه م م،یاست. اگر امتحان کن  (

,۴−)   گریعبارت د
۱

۲
 کند.   یهر دو معادله را بر آورده م طیشرا   (

 

۷)     

{
 
 

 
 −

𝑥

۶
+
𝑦

۲
=

۱

۲

𝑥

۳
−
𝑦

۶
= −

۳

۴

  

مخرج مشترک معادله  نیاست. و کوچک تر ۶مخرج معادله اول  نیکوچک تر. میکن  یمعادله ها را حذف م یابتدا کسر ها

 است.   ۱۲دوم  

          

{
 
 

 
 ۶(−

𝑥

۶
+
𝑦

۲
) = ۶(

۱

۲
)

۱۲(
𝑥

۳
−
𝑦

۶
) = ۱۲(−

۳

۴
)

 

          {
−𝑥 + ۳𝑦 = ۳

۴𝑥 − ۲𝑦 = −۹
  

 . میکن  یحل م  𝑥  معادله اول را بر حسب 

         −𝑥 + ۳𝑦 = ۳  
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         −𝑥 = −۳𝑦 + ۳  

          𝑥 = ۳𝑦 − ۳  

۳𝑦   م،یگذار  یم  𝑥   یدر معادله دوم بجا نکیا − ۳   

          ۴𝑥 − ۲𝑦 = −۹  

          ۴(۳𝑦 − ۳) − ۲𝑦 = −۹  

          ۱۲𝑦 − ۱۲− ۲𝑦 = −۹  

          ۱ ∘ 𝑦 = ۳  

          𝑦 =
۳

۱ ∘
  

𝑥  در معادله   𝑥    کردن مقدار  دایپ یبرا = ۳𝑦 −    میگذار  یم  𝑦   یبجا  ۳
۳

۱∘
   . 

          𝑥 = ۳(
۳

۱ ∘
) − ۳ =

۹

۱ ∘
− ۳ =

۹

۱ ∘
−

۳ ∘

۱ ∘
= −

۲۱

۱ ∘
  

−)  پس جواب دستگاه دو گانه مرتب 
۲۱

۱∘
,

۳

۱∘
 است.  (

 

  Solving a System Using Eliminationحذف کردن  قیدستگاه از طر کی حل

𝐴  اگر   - یآور ادی = 𝐵   و     𝐶 = 𝐷    پس  𝐴 + 𝐶 = 𝐵 + 𝐷   

𝐴𝑥  از معادله ها را به شکل استاندارد  کیهر   -الف  + 𝐵𝑦 = 𝐶  دیسیبنو . 

 کیها در  ریاز متغ  یکی بیتا ضر د،یضرب کن یآنها در عدد یهر دو ایاز معادله ها و    یکیاگر لازم باشد ،   –ب 

 . بشود  گریدر معادله د  ریمتغ  همان بیضر نهیقرمعادله ، 

 . دیدو معادله را با هم جمع کن  –ج  

 . دی، بدست آور )  ج  (ها را با حل کردن معادله بدست آمده از مرحله  ریاز متغ  یکیمقدار   –د 
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 دایپ گرید ریتا مقدار متغ د،یقرار ده  یاصل یاز معادله ها  یکیرا در    )  د    (آمده از مرحله بدست ریمقدار متغ   -ه 

 شود. 

 . دیامتحان کن  یدو گانه مرتب بدست آمده را در هر دو معادله اصل  –و 

 

 مثال 

۸)     {
   𝑥 − ۵𝑦 = −۱۲

−𝑥 +   𝑦 =       ۴ 
 

تا  م،یکن  یهستند، پس هر دو معادله را با هم جمع م گرید کی نهیمعادله قردر هر دو   𝑥   بیضرأ که د،یکن  یملاحظه م

  𝑥   ریمتغ کیمعادله بر حسب  کیحذف شود و   𝑦  دیبدست آ . 

          {
   𝑥 − ۵𝑦 = −۱۲

−𝑥 +   𝑦 =       ۴
__________________ 

 

                     −۴𝑦 = −۸  

                         𝑦 = ۲ 

   ۲   میگذار  یم  یاصل یاز معادله ها  یکیدر   𝑦   یبجا  𝑥  بدست آوردن  یبرا

          −𝑥 + 𝑦 = ۴ 

           −𝑥 + ۲ = ۴   

          −𝑥 = ۲   

           𝑥 = −۲   

,۲−)  دستگاه   پس جواب  است.   (۲

 

۹)     {
۳𝑥 +

𝑦

۲
= ۲

۶𝑥 + 𝑦 = ۵
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          {
۲(۳𝑥 +

𝑦

۲
) = ۲(۲)

۶𝑥 + 𝑦 = ۵

  

          {
۶𝑥 + 𝑦 = ۴

۶𝑥 + 𝑦 = ۵
  

 . میکن  یضرب م  ۱− معادله اول را در 

          {
−۶𝑥 − 𝑦 = −۴

۶𝑥 + 𝑦 = ۵

_________________

  

                       ∘= ۱ 

دستگاه  نیا یمجموعه جواب ها ندارد .   یدستگاه جواب نیپس ا معادله غلط بدست آمد.  کیکه  دیکن  یملاحظه م

که  نیمفهوم ا م،یکن  یمعادله ها و توابع صحبت م یهندس شیکه در مورد نما ندهیآ یبخش هااست. در    𝜙    یا   { }  

  Inconsistentمتناقص   ندیگو  ینوع دستگاه م نیبه اداد.  میخواه حیندارد توض  یدستگاه جواب

 

۱ ∘)     {
۳𝑥 − ۲𝑦 = ۱ ∘

۴𝑥 − ۳𝑦 = ۱۵
  

          {
−۴(۳𝑥 − ۲𝑦) = −۴(۱ ∘)

۳(۴𝑥 − ۳𝑦) = ۳(۱۵)
  

          {
−۱۲𝑥 + ۸𝑦 = −۴ ∘

۱۲𝑥 − ۹𝑦 = ۴۵

______________________

  

                             −𝑦 = ۵       

                                 𝑦 = −۵  

           ۳𝑥 − ۲𝑦 = ۱ ∘  

          ۳𝑥 − ۲(−۵) = ۱ ∘  
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          ۳𝑥 + ۱ ∘= ۱ ∘ 

          𝑥 =∘  

           (∘,−۵)  

 

۱۱)     {
−۵𝑥 − ۳𝑦 = ۹

۱ ∘ 𝑥 + ۶𝑦 = −۱۸
  

          {

۲(−۵𝑥 − ۳𝑦) = ۲(۹)

۱ ∘ 𝑥 + ۶𝑦 = −۱۸

_________________________

  

           {
−۱ ∘ 𝑥 − ۶𝑦 = ۱۸

۱ ∘ 𝑥 + ۶𝑦 = −۱۸

_____________________

  

                          ∘=∘ 

 دستگاه  نیا یصادق است. پس مجموعه جواب ها 𝑦     یا    𝑥     ریمقاد هیکل یبرا  ∘=∘  معادله بدست آمده 

{(𝑥, 𝑦)| − ۵𝑥 − ۳𝑦 = ,𝑥)}   یا          {۹ 𝑦)|۱ ∘ 𝑥 + ۶𝑦 = −۱۸}    

  Dependentوابسته  ندیگو  ینوع دستگاه م نیبه اجواب دارد.  تینها  یدستگاه ب نیا
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  ۱.۸ ناتیتمر

  .هر دستگاه ، پاسخ آن دستگاه است  یداده شده برا یدو گانه ها ایآ دیمشخص کن

۱)     {
𝑥 − 𝑦 = ۳

۲𝑥 − ۴𝑦 = ۸
                             (۲, −۱)  

 

۲)     {
۲𝑥 − ۳𝑦 = −۹

۴𝑥 + ۲𝑦 = −۲
                           (۳, ۵)   

 

 . دیحل کن ینیگز یجا قیرا از طر ریز یدستگاه ها

۳)     {
𝑥 + 𝑦 = ۱ ∘

       𝑦 = ۴𝑥
  

 

۴)     {
۴𝑥 − 𝑦 = ۹

۲𝑥 + ۳𝑦 = −۲۷
  

 

۵)     

{
 
 

 
 

۱

۲
𝑥 +

۳

۴
𝑦 = −

۱

۴

۳

۴
𝑥 −

۱

۴
𝑦 = ۱

  

 

۶)     {

𝑥

۳
+ 𝑦 =

۴

۳

−𝑥 + ۲𝑦 = ۱۱
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۷)     {
۲𝑥 = ۶

𝑦 = ۵− 𝑥
  

 

 

 . دیحذف حل کن قیرا از طر ریز یدستگاه ها

  ۸)     {
۲𝑥 − ۴𝑦 =∘

𝑥 + ۲𝑦 = ۵
  

 

۹)     {
۵𝑥 − ۲𝑦 = ۲۷

−۳𝑥 + ۵𝑦 = ۱۸
  

 

۱ ∘) {
۳𝑥 + 𝑦 = ۱

 ۲𝑦 = ۲− ۶𝑥
    

 

۱۱)  {
𝑥 − ۲𝑦 = ۴

۲𝑥 − ۴𝑦 = ۴
   

 

۱۲)   {
𝑥 = ۳𝑦 − ۲

۵𝑥 − ۱۵𝑦 =∘
  

 

   .دیرسم نمودار حل کن قیرا از طر ریز یدستگاه ها

۱۳)   {
𝑥 + 𝑦 = ۱

𝑥 − ۲𝑦 = ۴
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۱۵)   {
۲𝑥 − 𝑦 = ۸

𝑥 + ۳𝑦 = ۱۱
 

 

۱۶)   {
۲𝑦 − ۴ =∘

𝑥 + ۲𝑦 = ۵
 

 

۱۷)   {
۴𝑥 − 𝑦 = ۶

𝑥 − 𝑦 =∘
 

 

۱۸)   {
۳𝑥 − 𝑦 = ۴

۶𝑥 − ۲۷ = ۴
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 ۱.۸ ناتیپاسخ تمر

  .هر دستگاه ، پاسخ آن دستگاه است  یداده شده برا یدو گانه ها ایآ دیمشخص کن

۱)     {
𝑥 − 𝑦 = ۳

۲𝑥 − ۴𝑦 = ۸
                             (۲, −۱)  

          {
۲− (−۱) = ۳

۲(۲) − ۴(−۱) = ۸
  

          {
۲+ ۱ = ۳

۴+ ۴ = ۸
  

          {
۳ = ۳

۸ = ۸
  

  یآر

 

۲)     {
۲𝑥 − ۳𝑦 = −۹

۴𝑥 + ۲𝑦 = −۲
                           (۳, ۵)   

          {
۲(۳) − ۳(۵) = −۹

۴(۳) + ۲(۵) = −۲
  

          {
۶− ۱۵ = −۹

۱۲+ ۱ ∘= −۲
  

          {
−۹ = −۹

۲۲ = −۲
  

  ریخ
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 . دیحل کن ینیگز یجا قیرا از طر ریز یدستگاه ها

۳)     {
𝑥 + 𝑦 = ۱ ∘             (۱)

       𝑦 = ۴𝑥                     (۲)       
  

   ۴𝑥   میگذار  یم  𝑦   یبجا (۱)  بدست آمده ، پس در معادله   𝑥  بر حسب   𝑦  مقدار  (۲)  در معادله 

          𝑥 + ۴𝑥 = ۱ ∘ 

          ۵𝑥 = ۱ ∘ 

          𝑥 =
۱ ∘

۵
= ۲    

 . دیبدست آ  𝑦  تا مقدار  ۲ میگذار  یم  𝑥   یبجا  (۲) حال در معادله 

          𝑦 = ۴𝑥          ⇒ 𝑦 = ۴(۲) = ۸  

,۲)  پس مجموعه جواب ها   است.   (۸

 

۴)     {
۴𝑥 − 𝑦 = ۹                       (۱)      

۲𝑥 + ۳𝑦 = −۲۷               (۲)     
  

 . میکن  یم دایپ  𝑥  را بر حسب   𝑦   کیاز معادله 

           ۴𝑥 − 𝑦 = ۹  

          𝑦 = ۴𝑥 − ۹  

۴𝑥   میگذار  یم  𝑦   یدر معادله دوم بجا نکیا − ۹   

          ۲𝑥 + ۳𝑦 = −۲۷   

          ۲𝑥 + ۳(۴𝑥 − ۹) = −۲۷  

          ۲𝑥 + ۱۲𝑥 − ۲۷ = −۲۷    

          ۱۴𝑥 =∘  
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          𝑥 =∘  

 شود.  دایپ  𝑦  تا مقدار  میده  یاز معادله ها قرار م  یکیدر   𝑥   یمقدار بدست آمده برا

          ۴𝑥 − 𝑦 = ۹  

          ۴(∘) − 𝑦 = ۹  

          𝑦 = −۹   

          (∘,−۹)  

 

۵)     

{
 
 

 
 

۱

۲
𝑥 +

۳

۴
𝑦 = −

۱

۴

۳

۴
𝑥 −

۱

۴
𝑦 = ۱

  

          

{
 
 

 
 ۴(

۱

۲
𝑥 +

۳

۴
𝑦) = ۴(−

۱

۴
)

۴(
۳

۴
𝑥 −

۱

۴
𝑦) = ۴(۱)

  

          {
۲𝑥 + ۳𝑦 = −۱

۳𝑥 − 𝑦 = ۴
  

          ۳𝑥 − 𝑦 = ۴  

          𝑦 = ۳𝑥 − ۴  

          ۲𝑥 + ۳𝑦 = −۱  

          ۲𝑥 + ۳(۳𝑥 − ۴) = −۱  

           ۲𝑥 + ۹𝑥 − ۱۲ = −۱ 

          ۱۱𝑥 = ۱۱  
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          𝑥 =
۱۱

۱۱
= ۱  

          ۳𝑥 − 𝑦 = ۴  

          ۳(۱) − 𝑦 = ۴  

          ۳− 𝑦 = ۴  

          𝑦 = −۱  

          (۱, −۱)  

 

۶)     {

𝑥

۳
+ 𝑦 =

۴

۳

−𝑥 + ۲𝑦 = ۱۱

  

 

۷)     {
۲𝑥 = ۶

𝑦 = ۵− 𝑥
  

          {
۲𝑥 =        ۶

𝑥 + 𝑦 = ۵
  

          𝑥 =
۶

۲
= ۳  

          ۳+ 𝑦 = ۵  

          𝑦 = ۲  

          (۳, ۲)  
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 . دیحذف حل کن قیرا از طر ریز یدستگاه ها

  ۸)     {
۲𝑥 − ۴𝑦 =∘

𝑥 + ۲𝑦 = ۵
  

            {
۲𝑥 − ۴𝑦 =∘

−۲(𝑥 + ۲𝑦) = −۲(۵)
  

          {
۲𝑥 − ۴𝑦 =∘

−۲𝑥 − ۴𝑦 = −۱ ∘
____________________

  

         −۸𝑦 = −۱ ∘  

          𝑦 =
−۱ ∘

−۸
=

۵

۴
  

          ۲𝑥 − ۴𝑦 =∘  

          ۲𝑥 − ۴(
۵

۴
) =∘  

          ۲𝑥 − ۵ =∘  

         ۲𝑥 = ۵  

          𝑥 =
۵

۲
  

          (
۵

۲
,
۵

۴
)  

 

۹)     {
۵𝑥 − ۲𝑦 = ۲۷

−۳𝑥 + ۵𝑦 = ۱۸
  

          {
۳(۵𝑥 − ۲𝑦) = ۳(۲۷)

۵(−۳𝑥 + ۵𝑦) = ۵(۱۸)
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          {
۱۵𝑥 − ۶𝑦 = ۸۱

−۱۵𝑥 + ۲۵𝑦 = ۹ ∘
_____________________

  

          ۱۹𝑦 = ۱۷۱  

          𝑦 =
۱۷۱

۱۹
= ۹  

          ۵𝑥 − ۲𝑦 = ۲۷  

          ۵𝑥 − ۲(۹) = ۲۷  

          ۵𝑥 − ۱۸ = ۲۷  

          ۵𝑥 = ۴۵  

          𝑥 =
۴۵

۵
= ۹  

          (۹, ۹)  

 

۱ ∘) {
۳𝑥 + 𝑦 = ۱

 ۲𝑦 = ۲− ۶𝑥
    

          {
۳𝑥 + 𝑦 = ۱

۶𝑥 + ۲𝑦 = ۲
  

          {
−۲(۳𝑥 + 𝑦) = −۲(۱)

۶𝑥 + ۲𝑦 = ۲
  

          {
−۶𝑥 − ۲𝑦 = −۲

   ۶𝑥 + ۲𝑦 =    ۲
__________________

  

          ∘=∘  
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          {𝑥, 𝑦|۳𝑥 + 𝑦 = ۱} 

 

۱۱)  {
𝑥 − ۲𝑦 = ۴

۲𝑥 − ۴𝑦 = ۴
   

          {
−۲(𝑥 − ۲𝑦) = −۲(۴)

۲𝑥 − ۴𝑦 = ۴
  

          {
−۲𝑥 + ۴𝑦 = −۸

۲𝑥 − ۴𝑦 =      ۴
__________________

  

          ∘= −۴  

          𝜙  

 

۱۲)   {
𝑥 = ۳𝑦 − ۲

۵𝑥 − ۱۵𝑦 =∘
 

          {
𝑥 − ۳𝑦 = −۲

۵𝑥 − ۱۵𝑦 =∘
  

          {
−۵(𝑥 − ۳𝑦) = −۵(−۲)

۵𝑥 − ۱۵𝑦 =∘
  

          {
−۵𝑥 + ۱۵𝑦 = ۱ ∘

۵𝑥 − ۱۵𝑦 =∘
_________________

  

          ∘= ۱ ∘  

             𝜙  
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   .دیرسم نمودار حل کن قیرا از طر ریز یدستگاه ها

۱۳)   {
𝑥 + 𝑦 = ۱

𝑥 − ۲𝑦 = ۴
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۱۵)   {
۲𝑥 − 𝑦 = ۸

𝑥 + ۳𝑦 = ۱۱
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۱۶)   {
۲𝑦 − ۴ =∘

𝑥 + ۲𝑦 = ۵
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۱۷)   {
۴𝑥 − 𝑦 = ۶

𝑥 − 𝑦 =∘
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۱۸)   {
۳𝑥 − 𝑦 = ۴

۶𝑥 − ۲۷ = ۴
 

 

 

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

3 x - y = 4

6 x - 2 y = 4

www.riazisara.ir

از سايت رياضي سرادانلود



صـراف انوشـیروان جبـر کامل کتاب                                                                                                
 

1 
 

  یسه مجهول  یخط یمعادله ها یحل دستگاه ها – ۲.۸

Solving Systems of Linear Equations in Three Variables 

۳𝑥  مثلا معادله  . یمکن  یرا حل م یسه مجهول  یسه معادله خط یبخش ، دستگاه ها یندر ا − 𝑦 + 𝑧 = معادله را   ۱۵−

 نیجواب ا کی ند.  ا دهیرس کیعادله وجود دارد و هر سه به توان م نیدر ا ریسه متغ رای، ز مینام  یم یسه مجهول  یخط

,𝑥)   مرتب  ییسه تا کیمعادله  𝑦, 𝑧)  مرتب   ییسه تا کند.   یرا برقرار مکه معادله   استOrdered Triple : 

,∘,۲)  مرتب   ییمثلا سه تا صفر و  میبگذار  𝑦   یو بجا۲ میبگذار  𝑥   یاگر بجا رایجواب معادله است ز کی  (۲۱−

   خواهد بود. حیجمله صح کی جهینت  ۲۱−  میبگذار  𝑧   یبجا

۳(۲) −∘ +(−۲۱) = −۱۵ 

۶− ۲۱ = −۱۵ 

−۱۵ =    یک جمله صحیح  است  ۱۵−

خط  کی،  یدو مجهول  یمعادله خط کی، همان طور که نمودار  یسه بعد یصفحه است در فضا کیمعادله  نینمودار ا

   . یدو بعد یفضااست در 

 :Planeصفحه 

 :Three Dimensional یسه بعد

 :Two Dimensional یدو بعد

 :Spaceفضا 

مجسم  دیبتوان نکهیا ی، اما برا میبحث کن یسه مجهول یرسم نمودار معادله ها  یدر مورد چگونگ میقصد ندار نجایچه ا گر

   .میآور  یفحه ها را مچند نمونه از برخورد ص لیکنند، در ذ  یکه صفحه ها چه گونه با هم بر خورد م دیکن

دستگاه  را سازگار  نیا نقطه ، تنها جواب دستگاه است.  نیا نقطه مشترک داشته باشند.   کیسه صفحه ممکن است  –الف 

  نامند.   یتناقض م   یب ایو 

 

 نقطه است  کیسه صفحه   یمحل تلاق
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 ایمتناقض و  دستگاه ندارد.   یدستگاه جواب   .د کنن  ینم یصفحه مشترک باشد تلاقسه صفحه در نقطه که در هر سه  –ب 

   .دیآ  یم لیچند نمونه ممکن در ذ  نا سازگار است . 

 

 هستند.  یهر سه صفحه با هم مواز

 

 کند.   یم  یخط تلاق کیهستند و صفحه سوم آن دو صفحه را هر کدام در  یدو صفحه با هم مواز

 

 کند.   یم  یقخط تلا کیرا در  گریهر صفحه دو صفحه د

  دستگاه سازگار است.  جواب دارد.  تینها  یدستگاه ب کنند.   یم  یخط با هم تلاق کیهر سه صفحه در  –ج 

 

  خط است.  کیمحل بر خورد هر سه صفحه 

 

 

ه صفحه هر س دستگاه سازگار است و معادله ها به هم وابسته هستند.  دارند.   یهر سه صفحه در تمام نقاط با هم تلاق –د 

  بر هم منطبق هستند. 
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  یسه مجهول   یخط معادلهحل دستگاه سه 

Solving a System of Linear Equations in Three Variables 

سه  یا دستگاه سه معادله کیحل  یرا برا یروش حذف میتوان  ی، م یدو مجهول یدو معادله ا یمانند دستگاه ها نا  یع

بدست آورده  و سپس  یدستگاه دو معادله دو مجهول کیحذف کرده و مجهول را  کیکار ،  نیا  ی. برامیبکار بر یمجهول

  . میکن  یرا حل م یدستگاه دو معادله دو مجهول نیا میگرفت ادیکه قبلا  یبا استفاده از روش

 روش کار 

𝐴𝑥  هر سه معادله را به صورت استاندارد  -الف  + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 = 𝐷  دیسیبنو . 

  . دیمجهول را حذف کن کیو  دیله را انتخاب کندو معاد – ب 

 . دی، حذف کن دیرا که در مرحله ب حذف کرده بود یو همان مجهول دیرا انتخاب کن گریدو معادله د  –ج 

 . دی، حل کن دیکه قبلا آموخته ا  یرا مطابق روش یدستگاه دو معادله دو مجهول نیا . میدار یدومعادله  دو مجهول حالا   –د 

 شود.  دایتا مقدار مجهول سوم پ دیبگذار هیاز سه معادله اول  یکیآنها را در  . میدان  یمقدار دو مجهول را م نکیا – ه 

  . دیامتحان کن هیسه گانه مرتب بدست آمده را در دستگاه اول  –و 

  . دیدستگاه ها را حل کن –مثال 

 

۱)     {

۳𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = −۱۵     (۱)

 𝑥 + ۲𝑦 − 𝑧 = ۱            (۲)  

۲𝑥 + ۳𝑦 − ۲𝑧 =∘          (۳)   

  

 

 حذف شود.   𝑧   ای میکن  یرا با هم جمع م  (۲) و (۱)   یمعادله ها

{
۳𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = −۱۵

𝑥 + ۲𝑦 − 𝑧 = ۱

____________________

 

۴𝑥 + 𝑦 = −۱۴                                     (۴)  
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کار معادله  نیا ی. برامیرا حذف کن  𝑧   ریهمان متغ میکن  یم  یو سع میکن  یرا انتخاب م  (۳)  و(۱)   یحالا معادله ها

 . میکن  یجمع م (۳)  و با معادله  میکن  یرا در عدد دو ضرب م (۱)  

{
۲(۳𝑥 − 𝑦 + 𝑧) = ۲(−۱۵)

۲𝑥 + ۳𝑦 − ۲𝑧 =∘
 

{
۶𝑥 − ۲𝑦 + ۲𝑧 = −۳ ∘

۲𝑥 + ۳𝑦 − ۲𝑧 =∘
_______________________

 

۸𝑥 + 𝑦 = −۳ ∘                                               (۵) 

  . میکن  یرا حل م (۵)  و (۴)   یحالا معادله ها

{
۴𝑥 + 𝑦 = −۱۴                  (۴)

۸𝑥 + 𝑦 = −۳ ∘                  (۵)
 

 . میکن  یضرب م  ۱− را در  (۴)  معادله 

{
−۱(۴𝑥 + 𝑦) = −۱(−۱۴)

۸𝑥 + 𝑦 = −۳ ∘        
 

{
−۴𝑥 − 𝑦 = ۱۴

۸𝑥 + 𝑦 = −۳ ∘
________________

 

۴𝑥 = −۱۶ 

𝑥 = −۴ 

   ۴−  میگذار  یم(۵) یا (۴)  در معادله  𝑥  یحالا بجا

۴𝑥 + 𝑦 = −۱۴  

۴(−۴) + 𝑦 = −۱۴  

−۱۶+ 𝑦 = −۱۴ 

𝑦 = ۲ 
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 شود.  دایپ  𝑧  تا مقدار  میگذار  یم  یاصل یاز معادله ها  یکیدر   𝑦  و 𝑥   یبدست آمده برا ریحالا مقاد

𝑥 + ۲𝑦 − 𝑧 = ۱ 

−۴+ ۲(۲) − 𝑧 = ۱ 

−۴+ ۴− 𝑧 = ۱ 

𝑧 = −۱ 

,۴−)   گانه مرتب  پس سه ۲,  هر سه معادله بر قرار هستند.  ایآ دیامتحان کن جواب دستگاه است.   (۱−

 

۲)     {

۲𝑥 − ۴𝑦 + ۸𝑧 = ۲     (۱)

−𝑥 − ۳𝑦 + 𝑧 = ۱۱       (۲)   

𝑥 − ۲𝑦 + ۴𝑧 =∘           (۳)     

  

 خواهد بود.  ریعادله زم جهی، نت میرا با هم جمع کن (۳)  و (۲)   یاگر معادله ها

−۵𝑦 + ۵𝑧 = ۱۱            (۴)  

 . میکن  یجمع م (۱)  با معادله  را جهی، نت میکن  یضرب م ۲را در عدد   (۲)  معادله   (۱)  از معادله   𝑥  حذف  یبرا

{
۲𝑥 − ۴𝑦 + ۸𝑧 = ۲                           (۱)

۲(−𝑥 − ۳𝑦 + 𝑧) = ۲(۱۱)          (۲)
 

{
۲𝑥 − ۴𝑦 + ۸𝑧 = ۲

−۲𝑥 − ۶𝑦 + ۲𝑧 = ۲۲

_________________________

 

−۱ ∘ 𝑦 + ۱ ∘ 𝑧 = ۲۴                     (۵)  

 حذف شود.   𝑧  تا  میکن  یجمع م (۵)  را با معادله  جهیو نت میکن  یضرب م   ۲−را در  (۴)  معادله 

{

−۲(−۵𝑦 + ۵𝑧) = −۲(۱۱)

−۱ ∘ 𝑦 + ۱ ∘ 𝑧 = ۲۴

____________________________
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∘= ۲ 

 است.     𝜙  یا  { }  مجموعه جواب ها  که دستگاه متناقض است.  میریگ  یم جهیغلط بدست آمد ، نت یتساو کین چو

 

۳)     {

۲𝑥 + ۴𝑦 = ۱            (۱)

۴𝑥 − ۴𝑧 = −۱       (۲)

𝑦 − ۴𝑧 = −۳          (۳)  

  

را از معادله   𝑦   میکن  یم  یپس سع  باشد.   𝑦   ریوجود ندارد که شامل متغ یدرمعادله  دوم جمله ا که  دیکن  یملاحظه م

جمع  (۱)  را با معادله  جهیو نت میکن  یضرب م  ۴− را در  (۳)  کار معادله  نیا یبرا  .میحذف کن (۳)  و (۱)   یها

  . میکن  یم

{
۲𝑥 + ۴𝑦 = ۱

−۴(𝑦 − ۴𝑧) = −۴(−۳)
 

{
۲𝑥 + ۴𝑦 = ۱

−۴𝑦 + ۱۶𝑧 = ۱۲

__________________

 

۲𝑥 + ۱۶𝑧 = ۱۳         (۴) 

   .میکن  یجمع م (۲)   را با معادله  جهیو نت میکن  یضرب م  ۲− را در  (۴)  حالا معادله 

{
۴𝑥 − ۴𝑧 = −۱

−۲(۲𝑥 + ۱۶𝑧) = −۲(۱۳)
 

{
۴𝑥 − ۴𝑧 = −۱

−۴𝑥 − ۳۲𝑧 = −۲۶
____________________

 

−۳۶𝑧 = −۲۷ 

𝑧 =
−۲۷

−۳۶
=

۳

۴
 

  . دیبدست آ  𝑦  تا مقدار  میپزرگ  یم (۳)  را در معادله   𝑧  حالا مقدار 
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𝑦 − ۴𝑧 = −۳ 

𝑦 − ۴(
۳

۴
) = −۳ 

𝑦 − ۳ = −۳ 

𝑦 =∘ 

   .شود ادیپ  𝑥   رمقدا ات میگذار  یم (۱)   همعادل رد ار  𝑦   رمقداو بالاخره 

۲𝑥 + ۴𝑦 = ۱ 

۲𝑥 + ۴(∘) = ۱ 

۲𝑥 = ۱ 

𝑥 =
۱

۲
 

)   بمرت هگان هس هدستگا نیا یها بجوا همجموع  : هجینت
۱

۲
,∘,

۳

۴
   .دیکن نامتحا  .است  (

 

۴)     

{
 
 

 
 
𝑥 − ۵𝑦 − ۲𝑧 = ۶                             (۱)

−۲𝑥 + ۱ ∘ 𝑦 + ۴𝑧 = −۱۲             (۲)

۱

۲
𝑥 −

۵

۲
𝑦 − 𝑧 = ۳                         (۳)

  

−   رد ار (۲)   همعادل و  .شوند فحذ اه رکس ات میکن  یم بضر ۲ رد ار  (۳)   همعادل
۱

۲
 ریز هجینت  .میکن  یم بضر  

  .دیآ  یم تبدس

{

𝑥 − ۵𝑦 − ۲𝑧 = ۶

𝑥 − ۵𝑦 − ۲𝑧 = ۶

𝑥 − ۵𝑦 − ۲𝑧 = ۶

 

 همجموع  .هستند هوابست اه همعادل  .دارد بجوا تینها  یب هدستگا  .هستند دهمانن کاملا همعادل هس ره هک دیکن  یم هملاحظ

,𝑥)}    اجوابه 𝑦, 𝑧)|𝑥 − ۵𝑦 − ۲𝑧 =   :Identical دهمانن کاملا     .است  {۶
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 ۲.۸ تنایتمر

   .دیکن لح ار ریز یها هدستگا

۱)     {

𝑥 +     𝑦     = ۳   

         ۲𝑦     = ۱ ∘

۳𝑥 + ۲𝑦 − ۳𝑧 = ۱

  

(−۲, ۵, ۱) 

۲)     {

۲𝑥 + ۲𝑦 + 𝑧 = ۱

−𝑥 + 𝑦 + ۲𝑧 = ۳

𝑥 + ۲𝑦 + ۴𝑧 =∘

  

(−۲, ۳, −۱) 

 

۳)     {

𝑥 − ۲𝑦 + 𝑧 = −۵

−۳𝑥 + ۶𝑦 − ۳𝑧 = ۱۵

۲𝑥 − ۴𝑦 + ۲𝑧 = −۱ ∘

  

{(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥 − ۲𝑦 + 𝑧 = −۵} 

 

۴)     {

۴𝑥 − 𝑦 + ۲𝑧 = ۵

۲𝑦 + 𝑧 = ۴

۴𝑥 + 𝑦 + ۳𝑧 = ۱ ∘

  

𝜙 

 

۵)     {

𝑥 + ۵𝑧 =∘

۵𝑥 + 𝑦 =∘

𝑦 − ۳𝑧 =∘

  

(∘,∘,∘) 
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۶)     {

۶𝑥 − ۵𝑧 = ۱۷

۵𝑥 − 𝑦 + ۳𝑧 = −۱

۲𝑥 + 𝑦 = −۴۱

  

(−۳, −۳۵, −۷) 
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 و حل مسائل   یمعادلات خط یدستگاه ها  - ۳.۸

Systems of Linear Equations and Problem Solving  

  یدو معادله ا یدستگاه ها یقحل مسائل از طر

Solving Problems Modeled by Systems of Two Equations 

  یمسائل را م یناز ا یبعض  نوشت. یمجهول یک یکه بتوان آنها را به صورت معادله ها یمرا حل کرده ا  یتا کنون مسائل

  معادلات حل کرد.  یدستگاه ها یقآسان تر ، از طر  یلیخ یدتوان ، شا

  است. یشتر، شش رقم از دو برابر عدد دوم ، ب چهار برابر عدد اول است.  یگررقم کمتر از عدد د ۴عدد  یک – ۱مثال 

  . یدکن یداآن دو عدد را پ

 حل 

𝑥 =  عدد اول   

𝑦 =  عدد دوم   

 چهار کمتر از عدد دوم         است         عدد اول

𝑥              =                              𝑦 − ۴ 

 

  شش رقم بیشتر از دو برابر عدد دوم           است                چهار برابر عدد اول

۴𝑥                         =                                         ۲𝑦 + ۶  

  . میکن  یدستگاه را حل م

{
𝑥 = 𝑦 − ۴

۴𝑥 = ۲𝑦 + ۶
 

در معادله  یعنی . میکن  یحل م ینیجانش قیدستگاه را از طر نینوشته شده است، ا 𝑦  بر حسب  𝑥  ،     چون معادله اول

۲𝑦   میگذار  یم  𝑥   یدوم بجا +    .میکن  یحل م  𝑦  و معادله را بر حسب   ۶

۴𝑥 = 2𝑦 + ۶ 

۴(𝑦 − ۴) = ۲𝑦 + ۶ 
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۴𝑦 − ۱۶ = ۲𝑦 + ۶ 

۲𝑦 = ۲۲ 

𝑦 =  عدد دوم   ۱۱

𝑥 = 𝑦 − ۴ 

𝑥 = ۱۱ − ۴ 

𝑥 =  عدد اول ۷

 

  ۲مثال 

بعد از سه ساعت ،  به طرف مغرب .  یگرید به طرف مشرق و  یکی،  کنند  یشهر اصفهان را ترک م لیدو اتومب

حرکت کند، سرعت هر  یگریتر از د عیسرمتر در ساعت  لویاز آنها پنج ک  یکیاگر   متر از هم فاصله دارند. لویک  ۲۹۷  

  کدام چه قدر است؟ 

 حل 

   𝑥 =  سرعت اتومبیل الف 

𝑦 =  سرعت اتومبیل ب 

 پس ب حرکت کند.  یلتر از اتومب یعمتر سر یلوالف پنج ک یلاتومب یمکن  یفرض م

    پنج کیلو متر بیشتر از اتومبیل ب      هست         سرعت اتومبیل الف

                             𝑥                         =                           𝑦 + ۵                                 (۱) 

  . یدآ  یبدست م یرشده طبق فرمول ز  یکه مسافت ط یدبخاطر دار

=             مسافت                 ×     سرعت             زمان       

                      𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒            =          𝑟𝑎𝑡𝑒       ×          𝑡𝑖𝑚𝑒         

×                  سرعت                                      =                   زمان                مسافت          

۳𝑥 ۳ 𝑥 الف یلاتومب 

۳𝑦 ۳ 𝑦 ب یلاتومب 
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 پس   متر است. لویک  ۲۹۷   یلشده توسط هر دو اتومب  یمسافت  ط طبق فرض مساله ، مجموع

+ مسافت طی شده توسط اتومبیل الف  ۲۹۷        است    مسافت طی شده توسط اتومبیل ب  

                                   ۳𝑥                          +                       ۳𝑦                           =          ۲۹۷       (۲) 

   داشت. یمخواه را یرز لذا دستگاه

{
𝑥 = 𝑦 + ۵                       (۱)

۳𝑥 + ۳𝑦 = ۲۹۷            (۲)
 

𝑦   میگذار  یم  𝑥   یدر معادله دوم بجا یعنی.   میکن  یحل م ینیجانش قیدستگاه را از طر +   شود.  دایپ  𝑦  تا مقدار   ۵

۳𝑥 + ۳𝑦 = ۲۹۷ 

۳(𝑦 + ۵) + ۳𝑦 = ۲۹۷ 

۳𝑦 + ۱۵ + ۳𝑦 = ۲۹۷ 

۶𝑦 = ۲۸۲ 

𝑦 =
۲۸۲

۶
=  کیلو متر در ساعت  ۴۷

    .میآور  یالف را بدست م لیسرعت اتومب تیو در نها

 

 

𝑥 = 𝑦 + ۵ 

𝑥 = ۴۷ + ۵ 

𝑥 =  کیلو متر در ساعت ۵۲

  ۳مثال 

۷ دارو ساز است  کیدرستکار که  یآقا ۵%   دیمحلول اس تریل  ∘ ۳%   دیمحلول اس کیاو   لازم دارد.  ∘  کیو  ∘

۸%   دیمحلول اس ۷  با هم مخلوط کند تا  دیاز هر محلول را با تریچند ل دیکن نیمع  موجود دارد.  ∘  دیمحلول اس تریل  ∘

   %۷    بدست آورد.  ∘

www.riazisara.ir

از سايت رياضي سرادانلود



صـراف انوشـیروان جبـر کامل کتاب                                                                                                
 

4 
 

 حل 

𝑥 = %30 بر حسب لیتر   مقدار محلول  اسید 

𝑦 = %80  بر حسب لیتر  مقدار محلول اسید 

  ها تریتعداد ل دیغلظت اس خالص دیمقدار اس

∘∕ ۳ ∘ 𝑥 %۳ ∘ 𝑥  ۳۰ دیاسمحلول% 

∘∕ ۸ ∘ 𝑦 %۸ ∘ 𝑦 ۸۰ دیمحلول اس % 

(∘∕ ۵ ∘)(۷ ∘) %۵ ∘ ۷  لازم  % ۵۰ دیمحلول اس ∘

 

  30% + مقدار محلول اسید  مقدار محلول اسید 80%  =  ۷ ∘  

                                       𝑥                    +               𝑦                      =  ۷ ∘              (۱)    

30% + مقدار اسید خالص در محلول  مقدار اسید خالص در محلول 80 %  =  مقدار اسید خالص در محلول 50 %

∘∕ ۳𝑥 +∘∕ ۸𝑦 = (∘∕ ۵) (۷ ∘)                                      (۲) 

    .میکن  یدستگاه را حل م

 

 

{
𝑥 + 𝑦 = ۷ ∘

∘∕ ۳𝑥 +∘∕ ۸𝑦 = (∘∕ ۵)(۷ ∘)
 

۱  و معادله دوم را در    ۳− کار معادله اول را در  نیا یبرا  .میکن  یحل محذف کردن  قیدستگاه را ازطر ضرب   ∘

   .میکن  یکرده و سپس آنها را با هم جمع م

{
−۳𝑥 − ۳𝑦 = −۲۱ ∘

۳𝑥 + ۸𝑦 = ۳۵ ∘
______________________________

 

۵𝑦 = ۱۴ ∘ 

𝑦 =
۱۴ ∘

۵
=  لیتر  ۲۸
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  و بالاخره

𝑥 + ۲۸ == ۷ ∘ 

𝑥 =  لیتر ۴۲

۳%    محلول تریل  ۴۲   دیبا ساز پس دارو ۸%    محلول تریل  ۲۸   و ∘ ۷  کند تا  مخلوط هم را با  ∘ محلول  تریل  ∘

  %۵    بدست آورد.  ∘

 

  یدستگاه سه معادله ا قیحل مساله از طر – ۴مثال 

۸  مثلث  کی هیزاو نیاندازه بزرگ تر ۱  سوم  هیاست و اندازه زاو هیزاو نیاز اندازه کوچک تر شتریدرجه ب  ∘ درجه   ∘

   .دیکن دایمثلث را پ نیا یایاندازه زوا است.  هیزاو نیاندازه کوچک تر از شتریب

 حل 

 

𝑥 =  اندازه کوچک ترین زاویه 

𝑦 =  اندازه بزرگ ترین زاویه 

𝑧 =  اندازه زاویه سوم 

۸   هیزاو نیطبق فرض مساله ، اندازه بزرگ تر  پس    است.  شتریب هیزاو نیدرجه از اندازه کوچک تر  ∘

𝑦 = 𝑥 + ۸ ∘            (۱) 

۱  سوم  هیاندازه زاو  پس است.  شتریب هیزاو نیدرجه از اندازه کوچک تر  ∘

𝑧 = 𝑥 + ۱ ∘             (۱) 

۱۸  مثلث  لی یایزوا یکه مجموع اندازه ها میدانیم نیهمچن  پس   درجه است.  ∘
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𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = ۱۸ ∘       (۳) 

  . میکن  یم حل ینیجانش قیو آنرا از طر میسینو  یدستگاه را م

{

𝑦 = 𝑥 + ۸ ∘

𝑧 = 𝑥 + ۱ ∘

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = ۱۸ ∘

 

𝑥 + (𝑥 + ۸ ∘) + (𝑥 + ۱ ∘) = ۱۸ ∘ 

۳𝑥 + ۹ ∘= ۱۸ ∘ 

۳𝑥 = ۹ ∘ 

𝑥 =
۹ ∘

۳
= ۳ ∘  درجه  

𝑧 = 𝑥 + ۱ ∘ 

𝑧 = ۳ ∘ +۱ ∘= ۴ ∘  درجه  

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = ۱۸ ∘ 

۳ ∘ +𝑦 + ۴ ∘= ۱۸ ∘ 

𝑦 = ۱۱ ∘  درجه 

  :Solving Problems with Cost and Revenue Functionsو درامد  نهیحل مسائل مربوط به توابع هز

  ۵مثال 

۳  به مبلغ  یدیجد زاتیتجه رایاخ یدیشرکت تول کی فروش به  یبرا ریتا بتواند لوازم التحراست  دهیخر ریال ونیلیم  ∘∘∘

۵   متیاست و به ق ریال ونیلیم  ۳   ریبسته لوازم التحر کی دیتول نهیهز  کند. دیتول انیمشتر ∕ به فروش  ریال ونیلیم ۵

  باشد.  انیسود و ز  یتا فروش شرکت ببه فروش برسد  دیبا ریچند بسته لوازم التحر دیکن نیمع  .رسد یم

 حل 

𝑥 =  تعداد بسته های لوازم التحریر 

𝐶(𝑥) =  هزینه  تولید    𝑥    بسته لوازم التحریر     
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𝑅(𝑥) =     در امد حاصل از فروش  𝑥  بسته لوازم التحریر         

𝑅(𝑥) = ۵ ∕ ۵ × 𝑥 

𝐶(𝑥) = ۳𝑥 + ۳ ∘∘∘ 

𝑅(𝑥)   یعنی  باشد . نهیهز یمساوفروش  دیبا کند، انیشرکت نه سود ببرد و نه ز نکهیا یبرا = 𝐶(𝑥)   

۵ ۵𝑥⁄ = ۳𝑥 + ۳ ∘∘∘ 

  . میکن   یمعادله بدست آمده بالا را حل م

۵ ۵𝑥⁄ = ۳𝑥 + ۳ ∘∘∘ 

۲ ۵𝑥⁄ = ۳ ∘∘∘ 

𝑥 =
۳ ∘∘∘

۲ ∕ ۵
= ۱۲ ∘∘  بسته  

۱۲   دیپس شرکت با   یانیحاصل شود و نه ز ینه سود نکهیتا ابفروشد  ریبسته لوازم التحر  ∘∘
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          ریال ونیلیم                                            

   ریبسته لوازم التحر

۱۲  اگر شرکت  د،یکن  یملاحظه م همان طور که از دو نمودار بالا در  یمساو نهیهزبفروشد ،  ریبسته لوازم التحر  ∘∘

۶۶   دیفروش با گریبه گفته د ایو  بود.  آمد خواهد    باشد. ریال ونیلیم  ∘∘

𝑅(𝑥) = ۵ ۵𝑥⁄ = ۵ ۵(۱۲ ∘∘) = ۶۶ ∘∘= 𝐶(𝑥) = ۳𝑥 + ۳ ∘∘∘= ۳(۱۲ ∘∘) + ۳ ∘∘∘= ۶۶ ∘∘⁄  

  :Break Evenشدن  انیسود و ز  یب

  :Point of Intersectionنقطه تقاطع 
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 ۳.۸ ناتیتمر

آن دو    سه برابر عدد دوم کمتر است.از  رقمدو برابر عدد اول ، چهار   است.  شتریب گریعدد دو رقم از عدد د کی – ۱

   .دیکن دایعدد را پ

 

۵۶  با سرعت   ۷۲۷دلتا  یمایهوا پ کی  – ۲ خلاف جهت باد و  کند.   یمتر در ساعت موافق جهت باد حرکت م لویک  ∘

۴۸ با سرعت   دایسرعت باد را پ نیبدون باد و همچن یرا در هوا مایسرعت هوا پ کند.   یمتر در ساعت پرواز م لویک ∘

    .دیکن

 

۶  تا  میمخلوط کن  ۱%   ریش تریبا چند ل دیرا با  ۴%   ریش تریچند ل – ۳   . دیبدست آ  ۲%   ریش تریل  ∘

 

به  کیهر  دیو چند قاب عکس کوچک خر هزار ریال ۱۵به مبلغ  کیهر  دیمهربان چند قاب عکس بزرگ خر یآقا – ۴

مهربان از هر  یپرداخته باشد ، آقا هزار ریال ۲۳۹باشد، و مبلغ  دهیقاب عکس خر ۲۲هم  یاگر رو . هزار ریال ۸مبلغ 

   است؟ دهینوع قاب عکس چند عدد خر

آن دو  است.  شتریدو برابر عدد اول ، چهار رقم از سه برابر عدد دوم ب  .است گریعدد دو رقم کم تر از عدد د کی – ۵

 . دیکن دایعدد را پ

۶۴  قلم فروخت به مبلغ  ۴دفترچه و  ۷ ریفروشگاه لوازم التحر کی – ۶ ۵۴  قلم به مبلغ  ۱۹تومان و دو دفترچه و   ∘ ∘

  . دیرا حساب کن کیهر  متیق  تومان.  

 

۲۱۶  مسافت  مایهوا پ کی – ۷ مسافت را  نیهم مایهوا پ نیهم . کند یم  یساعت ط ۳در مدت متر را در جهت باد  لویک  ∘

   .دیباد و سرعت باد را حساب کنبدون  یدر هوا مایسرعت هوا پ کند.   یم  یساعت ط ۴خلاف جهت باد در مدت 

 

ضلع  نیضلع دو برابر کوچک تر نیبزرگ تر  متر است.  یسانت  Equilateral ۲۹   یچهار ضلع  کی رامونیپ – ۸

 دایطول هر چهار ضلع را پ ضلع بلند تر هستند.  نیمتر از کوچک تر یسانت ۲هستند و  یبا هم مساو گریدو ضلع د  است.

   .دیکن

   .دیکن دایرا پ  𝑦  و 𝑥    یها هیزاو  اندازه ریز نیالساق یدر مثلث متساو – ۹
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۱ ∘ 

کار  نیا یزند که برا  یشرکت حدس م نیا به بازار عرضه کند.  دینوع سبد جد کیدر نظر دارد  یشرکت سبد ساز کی

۵  به مبلغ  یزاتیتجه لازم باشد و قرار  نهیهزار تومان هز ۱۵سبد ها  نیا دیتول یاگر برا  .هزار تومان لازم است   ∘∘

 .دیپاسخ ده ریز یبفروش برسد، به سئوال ها تومانهزار  ۳۱است که هر سبد به مبلغ 

  . دیسیسبد بنو  𝑥  تعداد  در آمد  یبرا 𝑅(𝑥)  تابع   کی -   الف

 

  . دیسیبنو  سبد   𝑥  تعداد  دیتول نهیهز یبرا  𝐶(𝑥)  تابع  کی  – ب 

 

  Break Even یعنی کرده باشد.  انیسود برده باشد و نه  ز چند سبد بفروشد تا نه دیشرکت با نیا دیکن نیمع –ج 

   

  . دیکن میمساله را ترس نینمودار ا –د 

 

 

 

 

 

 

 

 

www.riazisara.ir

از سايت رياضي سرادانلود



صـراف انوشـیروان جبـر کامل کتاب                                                                                                
 

11 
 

     ۳.۸ت نایپاسخ تمر

آن دو    سه برابر عدد دوم کمتر است.از  رقمدو برابر عدد اول ، چهار   است.  شتریب گریعدد دو رقم از عدد د کی – ۱

   .دیکن دایعدد را پ

𝑥 =  عدد اول 

𝑦 =  عدد دوم 

{
𝑥 = 𝑦 + ۲               (۱)

۲𝑥 = ۳𝑦 − ۴            (۲)      
 

۲𝑥 = ۳𝑦 − ۲ 

۲(𝑦 + ۲) = ۳𝑦 − ۴ 

۲𝑦 + ۴ = ۳𝑦 − ۴ 

−𝑦 = −۸  

𝑦 =   عدد دوم ۸

𝑥 = 𝑦 + ۲ 

𝑥 = ۸ + ۲ = ۱ ∘     عدد اول 

 

۵۶  با سرعت   ۷۲۷دلتا  یمایهوا پ کی  – ۲ و خلاف جهت باد  کند.   یمتر در ساعت موافق جهت باد حرکت م لویک  ∘

۴۸ با سرعت   دایسرعت باد را پ نیبدون باد و همچن یرا در هوا مایسرعت هوا پ کند.   یمتر در ساعت پرواز م لویک ∘

    .دیکن

𝑥 =  سرعت هواپیما در هوای ساکن 

𝑦 =  سرعت باد 

{
𝑥 + 𝑦 = ۵۶ ∘         (۱) 

𝑥 − 𝑦 = ۴۸ ∘        (۲)
_______________________ 

 

۲𝑥 = ۱ ∘ ۴ ∘ 
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𝑥 =
۱ ∘ ۴ ∘

۲
= ۵۲ ∘  کیلو متر در ساعت سرعت هواپیما 

𝑥 + 𝑦 = ۵۶ ∘ 

۵۲ ∘ +𝑦 = ۵۶ ∘ 

𝑦 = ۴ ∘  کیلو متر در ساعت سرعت باد 

 

۶  تا  میمخلوط کن  ۱%   ریش تریبا چند ل دیرا با  ۴%   ریش تریچند ل – ۳   . دیبدست آ  ۲%   ریش تریل  ∘

𝑥 =  مقدار شیر چهار در صد 

𝑦 =  مقدار شیر یک در صد 

  ها  تریتعداد ل  ریغلظت ش خالص  ریمقدار ش

∘∕ ۴𝑥 %۴ 𝑥 چهار در صد  ریش 

∘∕ ۱𝑦 %۱ 𝑦 در صد  کی ریش 

(∘∕ ۲)(۶ ∘) %۲ ۶  دو در صد لازم  ریش ∘

 

𝑥 + 𝑦 = ۶ ∘             (۱) 

∘∕ ۴𝑥 +∘∕ ۱𝑦 = (∘∕ ۲)(۶ ∘)        (۲) 

{
𝑥 + 𝑦 = ۶ ∘

∘∕ ۴𝑥 +∘∕ ۱𝑦 = ۱۲
 

{
−۱{𝑥 + 𝑦 = −۱(۶ ∘)

۱ ∘ (∘∕ ۴𝑥 +∘∕ ۱𝑦 = ۱۲)
 

{
−𝑥 − 𝑦 = −۶ ∘

۴𝑥 + 𝑦 = ۱۲ ∘
__________________

 

۳𝑥 = ۶ ∘ 
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𝑥 =
۶ ∘

۳
= ۲ ∘  لیتر شیر چهار در صد 

𝑥 + 𝑦 = ۶ ∘ 

۲ ∘ +𝑦 = ۶ ∘ 

𝑦 = ۴ ∘  لیتر شیر یک در صد 

 

به  کیهر  دیو چند قاب عکس کوچک خر هزار ریال ۱۵به مبلغ  کیهر  دیمهربان چند قاب عکس بزرگ خر یآقا – ۴

مهربان از هر  یپرداخته باشد ، آقا هزار ریال ۲۳۹باشد، و مبلغ  دهیقاب عکس خر ۲۲هم  یاگر رو . هزار ریال ۸مبلغ 

   است؟ دهینوع قاب عکس چند عدد خر

𝑥 =  تعداد قاب عکس های بزرگ 

𝑦 =  تعداد قاب عکس های کوچک 

𝑥 + 𝑦 = ۲۲         (۱) 

۱۵𝑥 + ۸𝑦 = ۲۳۹    (۲) 

{
𝑥 + 𝑦 = ۲۲

۱۵𝑥 + ۸𝑦 = ۲۳۹
 

{
−۸(𝑥 + 𝑦) = −۸(۲۲)

۱۵𝑥 + ۸𝑦 = ۲۳۹ 
 

{
−۸𝑥 − ۸𝑦 = −۱۷۶

۱۵𝑥 + ۸𝑦 = ۲۳۹

___________________

 

۷𝑥 = ۶۳ 

𝑥 =
۶۳

۷
=  تعداد قاب عکس های بزرگ ۹

𝑥 + 𝑦 = ۲۲                           
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۹ + 𝑦 = ۲۲ 

𝑦 =   تعداد قاب عکس های کوچک  ۱۳

 

آن دو  است.  شتریدو برابر عدد اول ، چهار رقم از سه برابر عدد دوم ب  .است گریعدد دو رقم کم تر از عدد د کی – ۵

  . دیکن دایعدد را پ

𝑥 =   عدد اول 

𝑦 =  عدد دوم 

𝑥 = 𝑦 − ۲       (۱)  

۲𝑥 = ۳𝑦 + ۴      (۲)  

{
𝑥 = 𝑦 − ۲

۲𝑥 = ۳𝑦 + ۴
 

۲(𝑦 − ۲) = ۳𝑦 + ۴ 

۲𝑦 − ۴ = ۳𝑦 + ۴ 

−𝑦 = ۸    

𝑦 =   عدد دوم ۸−

𝑥 = 𝑦 − ۲ 

𝑥 = −۸ − ۲ = −۱ ∘   عدد اول 

 

۶۴  قلم فروخت به مبلغ  ۴دفترچه و  ۷ ریفروشگاه لوازم التحر کی – ۶ ۵۴  قلم به مبلغ  ۱۹تومان و دو دفترچه و   ∘ ∘

  . دیرا حساب کن کیهر  متیق  تومان.  

𝑥 =  قیمت دفترچه 

𝑦 =  قیمت قلم 

۷𝑥 + ۴𝑦 = ۶۴ ∘           (۱)  
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۲𝑥 + ۱۹𝑦 = ۵۴ ∘          (۲)  

{
۷𝑥 + ۴𝑦 = ۶۴ ∘

۲𝑥 + ۱۹𝑦 = ۵۴ ∘
 

{
−۲(۷𝑥 + ۴𝑦) = −۲(۶۴ ∘)

۷(۲𝑥 + ۱۹𝑦) = ۷(۵۴ ∘)
 

{
−۱۴𝑥 − ۸𝑦 = −۱۲۸ ∘

۱۴𝑥 + ۱۳۳𝑦 = ۳۷۸ ∘
_______________________

 

۱۲۵𝑦 = ۲۵ ∘∘ 

𝑦 =
۲۵ ∘∘

۱۲۵
= ۲ ∘  قیمت قلم 

۷𝑥 + ۴𝑦 = ۶۴ ∘ 

۷𝑥 + ۴(۲ ∘) = ۶۴ ∘ 

۷𝑥 + ۸ ∘ 𝑦 = ۶۴ ∘ 

۷𝑥 = ۵۶ ∘ 

𝑥 =
۵۶ ∘

۷
= ۸ ∘  قیمت دفترچه 

 

۲۱۶  مسافت  مایهوا پ کی – ۷ مسافت را  نیهم مایهوا پ نیهم . کند یم  یساعت ط ۳در مدت متر را در جهت باد  لویک  ∘

   .دیبدون باد و سرعت باد را حساب کن یدر هوا مایسرعت هوا پ کند.   یم  یساعت ط ۴خلاف جهت باد در مدت 

𝑥 =  سرعت هواپیما در هوای ساکن 

𝑦 =  سرعت باد 
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×                   سرعت                                       =                  زمان                    مسافت         

۲۱۶ ∘ ۳ 𝑥 + 𝑦  حرکت در جهت باد 

۲۱۶ ∘ ۴ 𝑥 − 𝑦  حرکت خلاف جهت باد 

 

۳(𝑥 + 𝑦) = ۲۱۶ ∘             (۱) 

۴(𝑥 − 𝑦) = ۲۱۶ ∘              (۲) 

{
۳𝑥 + ۳𝑦 = ۲۱۶ ∘

۴𝑥 − ۴𝑦 = ۲۱۶ ∘
 

{

۴(۳𝑥 + ۳𝑦) = ۴(۲۱۶ ∘)

۳(۴𝑥 − ۴𝑦) = ۳(۲۱۶ ∘)
_________________________

 

{
۱۲𝑥 + ۱۲𝑦 = ۸۶۴ ∘

۱۲𝑥 − ۱۲𝑦 = ۶۴۸ ∘
_____________________

 

۲۴𝑥 = ۱۵۱۲ ∘ 

𝑥 =
۱۵۱۲ ∘

۲۴
= ۶۳ ∘     کیلو متر در ساعت سرعت هواپیما در هوای ساکن    

۳𝑥 + ۳𝑦 = ۲۱۶ ∘ 

۳(۶۳ ∘) + ۳𝑦 = ۲۱۶ ∘ 

۱۸۹ ∘ +۳𝑦 = ۲۱۶ ∘ 

۳𝑦 = ۲۷ ∘ 

𝑦 =
۲۷ ∘

۳
= ۹ ∘   کیلو متر در ساعت سرعت باد 
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ضلع  نیضلع دو برابر کوچک تر نیبزرگ تر  متر است.  یسانت  Quadrilateral ۲۹   یچهار ضلع  کی رامونیپ – ۸

 دایطول هر چهار ضلع را پ ضلع بلند تر هستند.  نیمتر از کوچک تر یسانت ۲هستند و  یبا هم مساو گریدو ضلع د  است.

   .دیکن

 

𝑥 =  کوچک ترین ضلع  

𝑦 =  بزرگ ترین ضلع 

𝑧 =  یکی از دو ضلع مساوی 

𝑃𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟 = 𝑥 + 𝑦 + ۲𝑧 =   پیرامون 

𝑦 = ۲𝑥                      (۱) 

𝑧 = 𝑥 + ۲                 (۲)  

𝑥 + 𝑦 + ۲𝑧 = ۲۹    (۳)  

{

𝑦 = ۲𝑥

𝑧 = 𝑥 + ۲

𝑥 + 𝑦 + ۲𝑧 = ۲۹

 

𝑥 + ۲𝑥 + ۲(𝑥 + ۲) = ۲۹ 

𝑥 + ۲𝑥 + ۲𝑥 + ۴ = ۲۹ 

۵𝑥 = ۲۵ 

𝑥 =
۲۵

۵
=  سانتی متر کوچک ترین ضلع  ۵

𝑦 = ۲𝑥 = ۲(۵) = ۱ ∘  سانتی متر بزرگ ترین ضلع 
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𝑧 = 𝑥 + ۲ = ۵ + ۲ =  سانتی متر یکی از دو ضلع مساوی ۷

 

   .دیکن دایرا پ  𝑦  و 𝑥    یها هیزاو  اندازه ریز نیالساق یدر مثلث متساو – ۹

 

۱۸  برابر است با  Straight Angle صفحه  مین هیکه اندازه زاو میدانیم  پس  .درجه   ∘

𝑦 + (۳𝑥 − ۱ ∘) = ۱۸ ∘       (۱)  

۱۸  مثلث برابر است با  کی یایزوا یاندازه هاکه مجموع  میدانیم نیهمچن  پس  .درجه   ∘

𝑥 + ۲𝑦 = ۱۸ ∘       (۲)  

{
𝑦 + ۳𝑥 − ۱ ∘= ۱۸ ∘

𝑥 + ۲𝑦 = ۱۸ ∘
 

{
۳𝑥 + 𝑦 = ۱۹ ∘

𝑥 + ۲𝑦 = ۱۸ ∘
 

{
−۲(۳𝑥 + 𝑦) = −۲(۱۹ ∘)

𝑥 + ۲𝑦 = ۱۸ ∘
 

{
−۶𝑥 − ۲𝑦 = −۳۸ ∘

𝑥 + ۲𝑦 = ۱۸ ∘
_____________________

 

−۵𝑥 = −۲ ∘∘ 

𝑥 =
−۲ ∘∘

۵
= ۴ ∘  درجه 
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𝑥 + ۲𝑦 = ۱۸ ∘ 

۴ ∘ +۲𝑦 = ۱۸ ∘ 

۲𝑦 = ۱۴ ∘ 

𝑦 =
۱۴ ∘

۲
= ۷ ∘  درجه 

 

۱ ∘ 

کار  نیا یزند که برا  یشرکت حدس م نیا به بازار عرضه کند.  دینوع سبد جد کیدر نظر دارد  یشرکت سبد ساز کی

۵  به مبلغ  یزاتیتجه لازم باشد و قرار  نهیهزار تومان هز ۱۵سبد ها  نیا دیتول یاگر برا  .هزار تومان لازم است   ∘∘

 .دیپاسخ ده ریز یبفروش برسد، به سئوال ها هزار تومان ۳۱است که هر سبد به مبلغ 

  . دیسیسبد بنو  𝑥  تعداد  در آمد  یبرا 𝑅(𝑥)  تابع   کی -   الف

𝑅(𝑥) = ۳۱𝑥 

 

  . دیسیبنو  سبد   𝑥  تعداد  دیتول نهیهز یبرا  𝐶(𝑥)  تابع  کی  – ب 

𝐶(𝑥) = ۱۵𝑥 + ۵ ∘∘ 

 

  Break Even یعنی کرده باشد.  انیسود برده باشد و نه  ز چند سبد بفروشد تا نه دیشرکت با نیا دیکن نیمع –ج 

𝑅(𝑥) = 𝐶(𝑥) 

۳۱𝑥 = ۱۵𝑥 + ۵ ∘∘ 

۱۶𝑥 = ۵ ∘∘ 

𝑥 =
۵ ∘∘

۱۶
= ۳۱. ۲۵ 

  شود.  یمساو نهیسبد بفروشد تا فروش و هز ۳۲ دیپس با
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  . دیکن میمساله را ترس نینمودار ا –د 
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 ها  یسماتر یقمعادلات از طر یحل دستگاه ها – ۴.۸

Solving Systems of Equations Using Matrices 

به  دستگاه دارد و نه ینمعادله ها در ا یها یببه ضر یبستگدستگاه معادلات  یککه حل   یدا تا بحال متوجه شده یدشا

  . یمحل کن  یکسماتر یکدلات را با استفاده از دستگاه معا یککه چگونه  یمده  یبخش نشان م یندر ا ها.  یرمتغ

  :Matrixیکسماتر

 )   Matrices   یکسماتر جمع (ها  یسماتر

  یدستگاه دو معادله ا یکحل  یها برا یساستفاده از ماتر

Using Matrices to Solve a System of Two Equations  

 عداد از ا   یشکل یلمستط یهآرا یک عبارت است از  یکسماتر یک

 . یدآ  یم یلها در ذ یسماتر یچند مثال برا

      |
۱ ∘

∘ ۱
|        |

۲ ۱ ۳

∘ −۱ ۴

−۶ ۲ ۱

|             |
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓

|       

  هستند.  فیرد کیند در  شده ا میتنظ یکه به طور افق یاعداد 

  ستون هستند.  کیند در  شده ا میتنظ یکه به طور عمود یاعداد

 .و سه ستون است  فیدو رد یدارا ریز کسیماتر

[
۲            ۱           ∘

−۱           ۶          ۲
]   

← ردیف یک

← ردیف دو
   

↑

ستون یک
                                                          

↑

ستون دو
                         

         
↑

ستون سه
 

 : Align  شدن ایردن ک میتنظ
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  :Row فیرد

  :Columnستون 

 :Arrayستون  ای فیمنظم شماره ها در رد شیآر –  هیآرا

 

  . دیتوجه کن ریها به مثال ز سیمعادلات و ماتر یدستگاه ها نیدرک رابطه ب یبرا

{
۲𝑥 − ۳𝑦 =     معادله یک  ۶

𝑥 + 𝑦 =∘ معادله دو      
    [

۲ −۳

۱ ۱
|۶
∘
] 

ردیف یک

ود ردیف 
    

ها سمت  ریاز متغ کیهر  یها بیضر دستگاه.  یمربوط است به معادله ها کسیماتر یها فیکه رد دیکن  یملاحظه م

        عنصر  ایجز  کیاعداد را  نیهر کدام از ا خط.  نیسمت راست ا،  ند و اعداد ثابت قرار گرفته ا یچپ خط عمود

Element  نامند.   یم 

معادل هستند اگر هر دو  کسیدو ماتر  . میمعادل آن بساز کسیماتر کیاساس است که  نیبر ا سکیماتر کیروش حل 

 Row  یفیرد اتیعملرا که به آن  ریز اتیمعادل عمل کسیماتر کیبدست آوردن  یبرا مجموعه جواب داشته باشند.  کی

Operations میده  یانجام م ندیگو  یم.   

   یفیرد اتیعمل

  توان جابجا کرد.   یرا م کسیماتر فیاز دو ردهر کدام  – الف 

 میاز صفر تقس ریعدد غ کیبر  ایاز صفر ضرب و  ریعدد غ کیتوان در   یها را م فیاز رد کیهر  یاعضا –  ب 

   کرد.

کرد و  میاز صفرتقس ریعدد غ کیبر  ایاز صفر ضرب و  ریعدد غ کیتوان در   یها را م فیاز رد کیهر  یاعضا –ج 

  جمع کرد.  گرید فیرد کیعناصر مربوطه  سپس با

  . دیرا حل کن ریز یها ها ، دستگاه سیبا استفاده از ماتر –مثال 

۱)     {
𝑥 + ۳𝑦 = ۵

۲𝑥 − 𝑦 = −۴
  

  است.  ریمربوط به دستگاه بالا مطابق ز کسیماتر

[
۱ ۳

۲ −۱
|

۵

−۴
] 

   .میسیباشد بنو ریز کسیماتر هیکه شب لمعاد  کسیماتر کی  یفیرد اتیبا استفاده از عمل میکن  یم  یسع
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[
۱ 𝑎

∘ ۱
|
𝑏
𝑐
] 

که  میساز  یم   معادل کسیماتر کیحالا  است.  کی شیستون،  از پ نیاول ، اول فیما،  عنصر رد هیاول  کسیدرماتر 

  یافه مدوم اض فیردبا عناصر ضرب کرده و   ۲− اول را در  فیردعناصر  کار ، نیا ی، صفر باشد. برا کی ریز

  . میده  رییدو را تغ فیپس لازم است فقط رد . میکن

[
۱ ۳

−۲(۱) + ۲ −۲(۳) + (−۱)
|

۵

−۲(۵) + (−۴)
] 

   .میکن  یساده م

[
۱ ۳

∘ −۷
|

۵

−۱۴
] 

  . میکن  یم میتقس  ۷− دو را بر  فیردعناصر  کار نیا یبرا  .میکن  یم لیتبد کیرا به    ۷− حالا 

[

۱ ۳

∘

−۷

−۷

−۷

|

۵

−۱۴

−۷

] 

   .میکن  یساده م

[
۱ ۳

∘ ۱
|
۵

۲
] 

 .  ریبه دستگاه ز شودیبدست آمده بالا مربوط م کسیماتر

{
𝑥 + ۳𝑦 = ۵

𝑦 = ۲
 

  ۲ میگذار  یم 𝑦   یدر معادله اول بجا  𝑥  کردن  دایپ یبرا

𝑥 + ۳𝑦 = ۵           

 𝑥 + ۳(۲) = ۵        

  𝑥 = −۱ 
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,۱−)  پس زوج مرتب    . دیامتحان کن است.  جواب دستگاه  (۲

۲)     {
۲𝑥 − 𝑦 = ۳

۴𝑥 − ۲𝑦 = ۵
 

   است. لیمربوطه مطابق ذ کسیماتر

[
۲ −۱

۴ −۲
|
۳

۵
] 

   .میکن  یم میرا بر دو تقس کی فی، رداول   اول ، ستون فیدر رد کیبدست آوردن  یبرا

[

۲

۲

−۱

۲

۴ −۲

|

۳

۲

۵

] 

   .میکن  یساده م

[
۱ −

۱

۲

۴ −۲

|

۳

۲

۵

] 

دو جمع  فیعناصر رد ضرب کرده و با   ۴− اول را در  فیعناصر رد م،ی، صفر داشته باش کیعدد  ریکه ز نیا یبرا

   .میکن  یم

[
 
 
 
 ۱ −

۱

۲

−۴(۱) + ۴ −۴ (−
۱

۲
) + (−۲)

|
|

۳

۲

−۴ (
۳

۲
) + ۵

]
 
 
 
 

 

  . میکن  یساده م

[۱ −
۱

۲
∘ ∘

|

۳

۲

−۱

] 

   است. ریدستگاه مربوطه مطابق ز
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{
𝑥 −

۱

۲
𝑦 =

۳

۲

∘= −۱

 

=∘  چون     ندارد.  یدستگاه جواب است ، پس دستگاه متناقض است. معادله غلط  کی  ۱−

  یدستگاه سه معادله ا کیحل  یها برا سیاستفاده از ماتر

Using Matrices to Solve a System of Three Variables 

   .میسینو  یم ریمربوطه را به شکل ز کسیها ، ماتر سیماتر قیسه مجهوله از طر یدستگاه سه معادله ا کیحل  یبرا

[

۱ 𝑎 𝑏

∘ ۱ 𝑐

∘ ∘ ۱

|
𝑑
𝑒
𝑓
] 

      

۳)     {

𝑥 + ۲𝑦 + 𝑧 = ۲

−۲𝑥 − 𝑦 + ۲𝑧 = ۵

𝑥 + ۳𝑦 − ۲𝑧 = −۸

 

[

۱ ۲ ۱

−۲ −۱ ۲

۱ ۳ −۲

⌊

۲

۵

−۸

] 

به اعداد قرمز رنگ در  باشد.  کیآن عدد  لیکه قطر مستط یبطور میمعادل بساز کسیمتر کیاست که  نیهدف ما ا

قدم  نیاست. دوم ۱ستون عدد  نی، و اول فیرد نیعنصر اول ، صفر باشد.  کیاعداد  نیا ریز  و . دیبالا توجه کن کسیمتر

ضرب نموده و  ۲اول را در  فیکار ، اول عناصر رد نیا یبرا . میکن لیارقام ستون اول را به صفر تبد هیاست که بق نیا

ضرب نموده و با عناصر    ۱− اول را در  فیعناصر رد  نی. همچنمیکن  یجمع م ۲ فیردعناصر با  را  دیعناصر جد

   .میده  ینم رییاول را تغ فیرد . میکن  یسوم جمع م فیرد

[

۱ ۲ ۱

۲(۱) + (−۲) ۲(۲) + (−۱) ۲(۱) + ۲

−۱(۱) + ۱ −۱(۲) + ۳ −۱(۱) + (−۲)

|

۲

۲(۲) + ۵

−۱(۲) + (−۸)

] 

  . میکن  یساده م
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[

۱ ۲ ۱

∘ ۳ ۴

∘ ۱ −۳

|

۲

۹

−۱ ∘

] 

  . میکن  یدو و سه را جابجا م یها فیباشد ، رد ۱دوم ، ستون دوم عدد  فیکه عنصر رد نیا یحال برا

[

۱ ۲ ۱

∘ ۱ −۳

∘ ۳ ۴

|

۲

−۱ ∘

۹

] 

و ضرب کرده   ۳− دو را در  فیعناصر ردکار  نیا یبرا  سوم ، ستون دوم ، صفر باشد.  فیعنصر رد میخواه  یحالا م

   .میکن  یسوم جمع م فیرا با عناصر رد جهینت

[

۱ ۲ ۱

∘ ۱ −۳

−۳(∘) +∘ −۳(۱) + ۳ −۳(−۳) + ۴

|

۲

−۱ ∘

−۳(−۱ ∘) + ۹

] 

  . میکن  یساده م

[

۱ ۲ ۱

∘ ۱ −۳

∘ ∘ ۱۳

|

۲

−۱ ∘

۳۹

] 

  . میکن  یم میتقس ۱۳سوم را بر  فیباشد ، رد هیسوم  فیکه ستون سوم از رد نیا یبرا

[
 
 
 
 ۱ ۲ ۱

∘ ۱ −۳

∘

۱۳

∘

۱۳

۱۳

۱۳

|
|

۲

−۱ ∘

۳۹

۱۳ ]
 
 
 
 

 

[

۱ ۲ ۱

∘ ۱ −۳

∘ ∘ ۱

|

۲

−۱ ∘

۳

] 

  . ریمربوط مو شود به دستگاه ز کسیمتر نیا
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{

𝑥 + ۲𝑦 + 𝑧 = ۲

𝑦 − ۳𝑧 = −۱ ∘

𝑧 = ۳

 

𝑧  پس  =   شود.  دایپ  𝑦  تا مقدار  میگذار  یآنرا در معادله دوم م است.   ۳

𝑦 − ۳𝑧 = −۱ ∘ 

𝑦 − ۳(۳) = −۱ ∘ 

𝑦 = −۱ 

  تیو در نها

𝑥 + ۲𝑦 + 𝑧 = ۲ 

𝑥 + ۲(−۱) + ۳ = ۲ 

𝑥 − ۲ + ۳ = ۲ 

𝑥 = ۱ 

,۱)  سه گانه مرتب  −۱,                . دیامتحان کن جواب دستگاه است.   (۳
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 ۴.۸   ناتیتمر

   .دی، حل کن کسیبکار بردن متر قیرا از طر ریز یدستگاه ها

۱)     {
𝑥 + 𝑦 = ۱

𝑥 − ۲𝑦 = ۴
  

 

۲)     {
𝑥 + ۳𝑦 = ۲

𝑥 + ۲𝑦 =∘
  

 

۳)     {
𝑥 − ۲𝑦 = ۴

۲𝑥 − ۴𝑦 = ۴
  

 

۴)     {
۳𝑥 − ۳𝑦 = ۹

۲𝑥 − ۲𝑦 = ۶
  

 

۵)     {
𝑥 − ۴ =∘

𝑥 + 𝑦 = ۱
  

 

۶)      {

𝑥 + 𝑦 = ۳

۲𝑦 = ۱ ∘

۳𝑥 + ۲𝑦 − ۴𝑧 = ۱۲
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 ۴.۸ ناتیپاسخ تمر

 .دی، حل کن کسیبکار بردن متر قیرا از طر ریز یدستگاه ها

,𝑹,𝑹۲  حروف  فیکلمه رد یاختصار بجا یبرا   𝑹۳, 𝒓۱,𝒓۲, را در  کی فیرد میکه بگو نیا یمثلا برا میبر  یبکار م …

𝑹۲  میسینو  ی، م میگذار  یدو م فیرد یدو جمع کرده و بجا فیو با رد میکن  یضرب م   ۲−  = −۲𝒓۱ + 𝒓۲   

همان  جهیچون در هر حال نت  .میکن  یکار را ذکر نم نی، ا میضرب کن میبخواه کیرا در عدد  فیرد کیاگر  نیهمچن

   𝒓۱−  میگو  یم . میکن  یضرب م   ۱−  دو را در  فیردر میکه بگو نیا یبجا است.  فیرد

۱)     {
𝑥 + 𝑦 = ۱

𝑥 − ۲𝑦 = ۴
    →  [

۱ ۱

۱ −۲
|
۱

۴
]

→
𝑅۲ = 𝑟۱ − 𝑟۲

[
۱ ۱

۱ − (۱) ۱ − (−۲)
|

۱

۱ − ۴
] →    [

۱ ۱

∘ ۳
|

۱

−۳
] 

    𝑅۲ =
𝑟۲

۳
  [

۱ ۱

∘

۳

۳

۳

|
۱

−۳

۳

]   →  [
۱ ۱

∘ ۱
|

۱

−۱
]   → {

𝑥 + 𝑦 = ۱

        𝑦 = −۱
 

𝑦 = −۱ 

𝑥 + 𝑦 = ۱ 

𝑥 − ۱ = ۱ 

𝑥 = ۱ + ۱ 

𝑥 = ۲ 

(۲, −۱) 

 

۲)     {
𝑥 + ۳𝑦 = ۲

𝑥 + ۲𝑦 =∘
 → [

۱ ۳

۱ ۲
|
۲

∘
]

→
𝑅۲ = 𝑟۲ − 𝑟۱ 

[
۱ ۳

۱ − (۱) ۲ − (۳)
|

۲

∘ −۲
] → [

۱ ۳

∘ −۱
|

۲

−۲
] 

→

𝑅۲ =
𝑟۲

−۱
 [

۱ ۳

∘

−۱

−۱

−۱

|
۲

−۲

−۱

] → [
۱ ۳

∘ ۱
|
۲

۲
] → {

𝑥 + ۳𝑦 = ۲

𝑦 = ۲
 

𝑥 + ۳𝑦 = ۲ 
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𝑥 + ۳(۲) = ۲ 

𝑥 + ۶ = ۲ 

𝑥 = −۴ 

(−۴, ۲) 

  

۳)     {
𝑥 − ۲𝑦 = ۴

۲𝑥 − ۴𝑦 = ۴
       →    [

۱ −۲

۲ −۴
|
۴

۴
]  

→
𝑅۲ = −۲𝑟۱ + 𝑟۲ 

[
۱ −۲

−۲(۱) + ۲ −۲(−۲) + (−۴)
|

۴

−۲(۴) + ۴
]  →  [۱ −۲

∘ ∘
|

۴

−۴
]

→ {
𝑥 − ۲𝑦 = ۴

∘= −۴
 

𝜙 

 

۴)     {
۳𝑥 − ۳𝑦 = ۹

۲𝑥 − ۲𝑦 = ۶
 → [

۳ −۳

۲ −۲
|
۹

۶
]

→ 

𝑅۱ =
𝑟۱

۳

𝑅۲ =
𝑟۲

۲ [
 
 
 
 ۳

۳

−۳

۳

۲

۲

−۲

۲

|
|

۹

۳

۶

۲]
 
 
 
 

 →  [
۱ −۱

۱ −۱
|
۳

۳
]  → {

𝑥 − 𝑦 = ۳

𝑥 − 𝑦 = ۳
 

 {(𝑥, 𝑦)|𝑥 − 𝑦 = ۳} 

 

 

۵)     {
𝑥 − ۴ =∘

𝑥 + 𝑦 = ۱
 → {

𝑥 = ۴

𝑥 + 𝑦 = ۱
→[

۱ ∘

۱ ۱
|
۴

۱
] ⟺ [

۱ ۱

۱ ∘
|
۱

۴
]

→
𝑅۲ = 𝑟۱ − 𝑟۲

[
۱ ۱

۱ − ۱ ۱ −∘
|

۱

۱ − ۴
] 

→ [
۱ ۱

∘ ۱
|

۱

−۳
] → {

𝑥 + 𝑦 = ۱

𝑦 = −۳
→ 𝑦 = −۳  
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𝑥 + 𝑦 = ۱ 

𝑥 + (−۳) = ۱ 

𝑥 = ۴ 

(۴, −۳) 

 

۶)      {

𝑥 + 𝑦 = ۳

۲𝑦 = ۱ ∘

۳𝑥 + ۲𝑦 − ۴𝑧 = ۱۲

→[

۱ ۱ ∘

∘ ۲ ∘

۳ ۲ −۴

|

۳

۱ ∘

۱۲

]

→

𝑅۲ =
𝑟۲

۲

[
 
 
 
 ۱ ۱ ∘

∘

۲

۲

۲

∘

۲

۳ ۲ −۴

|
|

۳

۱ ∘

۲

۱۲]
 
 
 
 

→ [

۱ ۱ ∘

∘ ۱ ∘

۳ ۲ −۴

|

۳

۵

۱۲

] 

→
𝑅۳ = 𝑟۳ − ۳𝑟۱

[

۱ ۱ ∘

∘ ۱ ∘

۳ − ۳ ۲ − ۳ −۴ −∘

|

۳

۵

۱۲ − ۹

] → [

۱ ۱ ∘

∘ ۱ ∘

∘ −۱ −۴

|

۳

۵

۳

]
→

𝑅۳ = 𝑟۳ + 𝑟۲
 

[

۱ ۱ ∘

∘ ۱ ∘

∘ + ∘ −۱ + ۱ −۴ +∘

|

۳

۵

۳ + ۵

] → [

۱ ۱ ∘

∘ ۱ ∘

∘ ∘ −۴

|

۳

۵

۸

]

→

𝑅۳ =
𝑟۳

−۴

[
 
 
 
 ۱ ۱ ∘

∘ ۱ ∘

∘

−۴

∘

−۴

−۴

−۴

|
|

۳

۵

۸

−۴]
 
 
 
 

→  

[

۱ ۱ ∘

∘ ۱ ∘

∘ ∘ ۱

|

۳

۵

−۲

] → {

𝑥 + 𝑦 = ۳

𝑦 = ۵

𝑧 = −۲

 

𝑦 = ۵        𝑧 = −۲ 

𝑥 + 𝑦 = ۳ 

𝑥 + ۵ = ۳ 

𝑥 = −۲ 

(−۲, ۵, −۲) 

www.riazisara.ir

از سايت رياضي سرادانلود



صـراف انوشـیروان جبـر کامل کتاب                                                                                   
 

1 
 

 ها مبین از استفاده با معادلات های دستگاه حل -۵.۸ 

Solving Systems of Equations Using Determinants 

 یق، از طر ینیجانش یقنمودار ، از طر یمترس یقاز طر . یمحال کرده ا یقمعادلات را از چهار طر یتا کنون دستگاه ها

  . یمکن  یم  یقاعده کرامر معروف است بر رسکه به نام  یگریروش د ینکا ها.  یسماتر یقحذف و از طر

  :Cramer’s Ruleقاعده کرامر 

    :Evaluating 2X2 Determinants    دو در دو  یها ینکردن مب یداپ

 یک یها و ستون ها یفاگر تعداد رد از اعداد.  یلیمستط یهارا یکعبارت است از  یکسمتر یک یمکه گفت یدبخاطر دار

    هستند.  یمربع یرز یها یس. ماتریندگو  یم Square Matrix  یمربع یکس، به آن متربرابر باشد  یکسمتر

[
۱ ۶

۵ ۲
]       [

۲ ۴ ۱

∘ ۵ ۲

۳ ۶ ۹

] 

 کسیمتر کی نینشان دادن مب یبرا است.  یمربع کسیمتر کیدر رابطه با   یقیعدد حق کی A Determinant  نیمب کی

]  نماد  ی، بجا یمربع |  نماد   [ ,𝑎  پس اگر  . میبر  یار مبک | 𝑏, 𝑐, 𝑑  نماد باشند ،   یقیاعداد حق 

𝐷 = |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| 

𝑎𝑑  شود و مقدار آن ، عدد   یم دهیدو در دو نام نیمب کی − 𝑏𝑐  .یعنی  است  

𝐷 = |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 

  . دیکن دایها را پ نیاز مب کیمقدار هر  –  ۱مثال 

𝒂)     |
−۱ ۲

۳ −۴
 |            𝒃)     |

۲ ∘

۷ −۵
|   

 پاسخ 

𝑎)     𝐷 = |
−۱ ۲

۳ −۴
 | = (−۱)(−۴) − (۲)(۳) = ۴ − ۶ = −۲          

𝑏)     𝐷 = |
۲ ∘

۷ −۵
| = ۲(−۵) − ۷(∘) = −۱ ∘  
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   یدستگاه دو معادله خط کیحل  یبکار بردن قاعده کرامر برا

Using Cramer’s Rule to Solve a System of Two Linear Equations 

   .میکن  یرا حل م ریقاعده کرامر  ، دستگاه ز Develop  بسط دادن  یبرا 

{
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = ℎ
𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 = 𝑘

 

و دو طرف   𝑑  کار هر دو طرف معادل اول را در  نیا یبرا  .میرا حذف کن  𝑦   یمکن  یم  یبا استفاده از روش حذف ، سع

   .میکن  یضرب م  𝑏−  معادله دوم را در 

{
𝑑(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦) = 𝑑 × ℎ

−𝑏(𝑐𝑥 + 𝑑𝑦) = −𝑏 × 𝑘
→ {

𝑎𝑑𝑥 + 𝑎𝑏𝑦 = 𝑑ℎ
−𝑏𝑐𝑥 − 𝑏𝑑𝑦 = −𝑏𝑘

→ 𝑎𝑑𝑥 − 𝑏𝑐𝑥 = ℎ𝑑 − 𝑘𝑏 → 

(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝑥 = ℎ𝑑 − 𝑘𝑏 → 𝑥 =
ℎ𝑑 − 𝑘𝑏

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
 

  . دیبدست آ  𝑦  تا مقدار  میگذار  یرا درمعادله  اول م  𝑥   یمقدار بدست آمده برا

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = ℎ 

𝑎
ℎ𝑑 − 𝑘𝑏

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
+ 𝑏𝑦 = ℎ 

𝑏𝑦 = ℎ −
𝑎ℎ𝑑 − 𝑎𝑘𝑏

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
 

𝑏𝑦 =
𝑎𝑑ℎ − 𝑏𝑐ℎ − 𝑎ℎ𝑑 + 𝑎𝑘𝑏

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
=

𝑏(𝑎𝑘 − 𝑐ℎ) + ℎ(𝑎𝑑 − 𝑎𝑑)

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
=

𝑏(𝑎𝑘 − 𝑐ℎ)

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
  

𝑦 =

𝑏(𝑎𝑘 − 𝑐ℎ)
𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

𝑏
=

𝑎𝑘 − 𝑐ℎ

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
 

  نیمب   𝑥  که صورت مقدار  دیکن  یملاحظه م

|
ℎ 𝑏
𝑘 𝑑

| = ℎ𝑑 − 𝑘𝑏 

  نیمب  𝑦  صورت مقدار  نیاست و همچن

|
𝑎 ℎ
𝑐 𝑘

| = 𝑎𝑘 − ℎ𝑐 
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  نیهستند و مب یمساو  𝑦  و  𝑥   ریمقاد یو بالا خره ، مخرج ها

|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 

  . میکن  یم ینام گذار ریها را مطابق ز نیسهولت ، مب یبرا

𝐷 = |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|              𝐷𝑥 = |
ℎ 𝑏
𝑘 𝑑

|            𝐷𝑦 =  |
𝑎 ℎ
𝑐 𝑘

| 

،  هیدر دستگاه اول  𝑦   یها بیاست و ضر  𝐷𝑦  ، ستون اول  هیدستگاه اول در  𝑥   یها بیکه ضر دیکن  یملاحظه م

  است.   𝐷𝑥  ستون دوم 

  . دهندیم لیرا تشک  𝐷𝑦  و ستون دوم   𝐷𝑥  ، ستون اول  یهاعداد ثابت در دستگاه اول ینهمچن

  یمجهول دو یخط حل دو معادله  یقاعده کرامر برا

Cramer’s Rule for Two Linear Equations in Two Variables 

}جواب دستگاه 
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = ℎ
𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 = 𝑘

   .دیآ  یبدست م ریز یمطابق فرمول ها

𝑥 =
|
ℎ 𝑏
𝑘 𝑑

|

|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|
=

𝐷𝑥

𝐷
                 𝑦 =

|
𝑎 ℎ
𝑏 𝑘

|

|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|
=

𝐷𝑦

𝐷
 

𝐷  که  یبه شرط = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐   .صفر نباشد  

  . دیقاعده کرامر حل کن قیرا از طر ریز یدستگاه ها

۲)     {
۳𝑥 + ۴𝑦 = −۷

𝑥 − ۲𝑦 = −۹
  

𝐷 = |
۳ ۴

۱ −۲
| = ۳(−۲) − ۴(۱) = −۱ ∘ 

𝐷𝑥 = |
−۷ ۴

−۹ −۲
| = (−۷)(−۲) − ۴(−۹) = ۵ ∘ 

𝐷𝑦 = |
۳ −۷

۱ −۹
| = ۳(−۹) − (−۷)(۱) = −۲ ∘ 
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𝑥 =
𝐷𝑥

𝐷
=

۵ ∘

−۱ ∘
= −۵ 

𝑦 =
𝐷𝑦

𝐷
=

−۲ ∘

−۱ ∘
= ۲ 

(−۵, ۲)  

 

۳)     {
۵𝑥 + 𝑦 = ۵

−۷𝑥 − ۲𝑦 = −۷
  

𝐷 = |
۵ ۱

−۷ −۲
| = ۵(−۲) − ۱(−۷) = −۳ 

𝐷𝑥 = |
۵ ۱

−۷ −۲
| = ۵(−۲) − ۱(−۷) = −۳ 

𝐷𝑦 = |
۵ ۵

−۷ −۷
| = ۵(−۷) − ۵(−۷) =∘ 

𝑥 =
𝐷𝑥

𝐷
=

−۳

−۳
= ۱ 

𝑦 =
𝐷𝑦

𝐷
=

∘

−۳
=∘ 

(۱,∘) 

   

  Evaluating 3X3 Determinantsسه در سه  یها نیکردن مب دایپ

  Determinant of A 3 X 3 Matrixسه در سه  کسیمتر کی نیمب

𝐷 = |

𝑎۱ 𝑏۱ 𝑐۱

𝑎۲ 𝑏۲ 𝑐۲

𝑎۳ 𝑏۳ 𝑐۳

| = 𝑎۱ × |
𝑏۲ 𝑐۲

𝑏۳ 𝑐۳

| − 𝑎۲ × |
𝑏۱ 𝑐۱

𝑏۳ 𝑐۳

| + 𝑎۳ × |
𝑏۱ 𝑐۱

𝑏۲ 𝑐۲

| 
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 یها نیمبهر کدام از   دو  در دو.  سیماتر سه  نیبه مب شودیسه در سه مربوط م کسیمتر کی نیکه مب دیکن  یملاحظه م

 کیسه در سه ،  کسیماتر کیو هر کدام از عناصر   .شوندیم دهیامن  Minor  یفرع نیدو در دو ، مب سیسه ماتر نیا

 شده است از لیدو در دو که تشک کسیماتر کیعبارت است از   𝑐۲   یفرع نیمثلا ، مب  مربوطه دارد. یفرع نیمب

 پس    دارد. یدر آن جا  𝑐۲  که   یفیبا حذف آن ستون و رد هیسه در سه اول کسیعناصر ماتر

|

𝑎۱ 𝑏۱ 𝑐۱

𝑎۲ 𝑏۲ 𝑐۲

𝑎۳ 𝑏۳ 𝑐۳

|    
→

𝑐۲  مبین فرعی
|
𝑎۱ 𝑏۱

𝑎۳ 𝑏۳

|    

با  هیسه در سه اول کسیعناصر ماتر شده است از لیدو در دو که تشک کسیماتر کیعبارت است از   𝑎۱    یفرع نیو مب

 پس    دارد. یدر آن جا  𝑎۱  که   یفیحذف آن ستون و رد

|

𝑎۱ 𝑏۱ 𝑐۱

𝑎۲ 𝑏۲ 𝑐۲

𝑎۳ 𝑏۳ 𝑐۳

|  
→

𝑎۱ مبین فرعی
|
𝑏۲ 𝑐۲

𝑏۳ 𝑐۳

| 

   نوشت. ریبه صورت ز توان یسه در سه م کسیماتر کی نیپس مب

𝑎۱ × (𝑎۱ مبین فرعی) − 𝑎۲ × (𝑎۲ مبین فرعی) + 𝑎۳(مبین فرعی 𝑎۳) 

ستون اول  یفرع یها نیمب Expanding  بسط دادن ستون اول ،  یفرع یها نیاستفاده از مب قیاز طر نیکردن مب دایپ

   .شودیم دهینام

   کرد. دایپ فیهر رد ایهر ستون و  یفرع یها نیتوان با بسط دادن مب  یرا م نیمبمقدار 

   است. دیکردن علامت ها مف دایپ  یبرا Array of Signs  علامت ها  هیارا

+ − +
− + −
+ − +

 

 را  ریز کسیماتر نیمقدار مب – ۴مثال 

|

∘ ۵ ۱

۱ ۳ −۱

−۲ ۲ ۴

| 

 بسط  قیطر از
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  ستون نیاول –الف 

  فیرد نیدوم –ب 

  . دیکن دایپ

 پاسخ 

 الف 

|

∘ ۵ ۱

۱ ۳ −۱

−۲ ۲ ۴

| =∘× |
۳ −۲

۲ ۴
| − ۱ × |

۵ ۱

۲ ۴
| + (−۲) × |

۵ ۱

۳ −۱
| = 

 ∘ (۱۲ − (−۴)) − ۱(۲ ∘ −۲) − ۲(−۵ − ۳) =∘ −۱۸ + ۱۶ = −۲ 

  –ب 

|

∘ ۵ ۱

۱ ۳ −۱

−۲ ۲ ۴

| = −۱ × |
۵ ۱

۲ ۴
| + ۳ × |

∘ ۱

−۲ ۴
| − (−۱) × |

∘ ۵

−۲ ۲
| = 

                       −۱(۲ ∘ −۲) + ۳ (∘ −(−۲)) + ۱ (∘ −(−۱ ∘)) = −۱۸ + ۶ + ۱ ∘= −۲ 

 

   یدستگاه سه معادله خط کیحل  یاستفاده از قاعده کرامر برا

Using Cramer’s Rule to Solve a System of Three Linear Equations 

 میرا بدست آورد یدستگاه دو معادل دو مجهول کیو قاعده حل  میدو در دو بکار برد کسیکه در ماتررا   یاگر همان روش

   .دیآ  یبدست م ریقاعده ز م،یبکار ببر ،

  یحل سه معادله سه مجهول یقاعده کرامر برا

Cramer’s Rule for Three Equations in Three Variables 

 حل دستگاه 
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{

𝑎۱𝑥 + 𝑏۱𝑦 + 𝑐۱𝑧 = 𝑘۱

𝑎۲𝑥 + 𝑏۲𝑦 + 𝑐۲𝑧 = 𝑘۲

𝑎۳𝑥 + 𝑏۳𝑦 + 𝑐۳𝑧 = 𝑘۳

 

  از عبارت است

𝑥 =
𝐷𝑥

𝐷
          𝑦 =

𝐷𝑦

𝐷
         𝑧 =

𝐷𝑧

𝐷
 

 و 

𝐷 = |

𝑎۱ 𝑏۱ 𝑐۱

𝑎۲ 𝑏۲ 𝑐۲

𝑎۳ 𝑏۳ 𝑐۳

|                 𝐷𝑥 = |

𝑘۱ 𝑏۱ 𝑐۱

𝑘۲ 𝑏۲ 𝑐۲

𝑘۳ 𝑏۳ 𝑐۳

|   

𝐷𝑦 = |

𝑎۱ 𝑘۱ 𝑐۱

𝑎۲ 𝑘۲ 𝑐۲

𝑎۳ 𝑘۳ 𝑐۳

|               𝐷𝑧 = |

𝑎۱ 𝑏۱ 𝑘۱

𝑎۲ 𝑏۲ 𝑘۲

𝑎۳ 𝑏۳ 𝑘۳

| 

𝐷  که  یبه شرط ≠∘   

 

  . دیرا حل کن ریبا استفاده از قاعده کرامر ، دستگاه ز – ۵مثال 

{

𝑥 − ۲𝑦 + 𝑧 = ۴

۳𝑥 + 𝑦 − ۲𝑥 = ۳

۵𝑥 + ۵𝑦 + ۳𝑧 = −۸

  

 حل 

𝐷 = |

۱ −۲ ۱

۳ ۱ −۲

۵ ۵ ۳

| = ۱ × |
۱ −۲

۵ ۳
| − ۳ × |

−۲ ۱

۵ ۳
| + ۵ × |

−۲ ۱

۱ −۲
| = 

                                    ۱ (۳ − (−۱ ∘)) − ۳(−۶ − ۵) + ۵(۴ − ۱) = ۱۳ + ۳۳ + ۱۵ = ۶۱  
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𝐷𝑥 = |

۴ −۲ ۱

۳ ۱ −۲

−۸ ۵ ۳

| = ۴ × |
۱ −۲

۵ ۳
| − ۳ × |

−۲ ۱

۵ ۳
| + (−۸ × |

−۲ ۱

۱ −۲
|) = 

                                          ۴ (۳ − (−۱ ∘)) − ۳(−۶ − ۵) − ۸(۴ − ۱) = ۵۲ + ۳۳ − ۲۴ = ۶۱   

𝐷𝑦 = |

۱ ۴ ۱

۳ ۳ −۲

۵ −۸ ۳

| = ۱ × |
۳ −۲

−۸ ۳
| − ۳ × |

۴ ۱

−۸ ۳
| + ۵ |

۴ ۱

۳ −۲
| = 

                                        ۱(۹ − ۱۶) − ۳ (۱۲ − (−۸)) + ۵(−۸ − ۳) = −۷ − ۶ ∘ −۵۵ = −۱۲۲ 

𝐷𝑧 = |

۱ −۲ ۴

۳ ۱ ۳

۵ ۵ −۸

| = ۱ × |
۱ ۳

۵ −۸
| − ۳ × |

−۲ ۴

۵ −۸
| + ۵ × |

−۲ ۴

۱ ۳
| = 

                                       ۱(−۸ − ۱۵) − ۳(۱۶ − ۲ ∘) + ۵(−۶ − ۴) = −۲۳ + ۱۲ − ۵ ∘= −۶۱ 

𝑥 =
𝐷𝑥

𝐷
=

۶۱

۶۱
= ۱       𝑦 =

𝐷𝑦

𝐷
=

−۱۲۲

۶۱
= −۲          𝑧 =

𝐷𝑧

𝐷
=

−۶۱

۶۱
= −۱ 

(۱, −۲, −۱) 

  . دیکن امتحان
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 ۵.۸ ناتیتمر

   .دیکن دایپ را ها نیمب از کیهر  ریمقاد

۱)      |
۳ ۵

−۱ ۷
|               𝐷 = ۲۶ 

۲)      |
−۵ ۱

۱ −۴
|            𝐷 = ۱۹ 

۳)      |
۹ −۲

۴ −۳
|               𝐷 = −۱۹ 

۴)      |

۲ ۱ ∘

∘ ۵ −۳

۴ ∘ ۲

|         𝐷 = ۸ 

۵)      |

−۶ ۴ ۲

۱ ∘ ۵

∘ ۳ ۱

|         𝐷 = ۹۲ 

۶)      |

۴ −۶ ∘

−۲ ۳ ∘

۴ −۶ ۱

|        𝐷 =∘ 

 . دیحل کن را ریز یگاه هادست قاعده کرامر از استفادهبا  

۷)      {
۲𝑦 − ۴ =∘

𝑥 + ۲𝑦 = ۵
                (۱, ۲) 

۸)      {
۴𝑥 − 𝑦 = ۵

۳𝑥 − ۳ =∘
                (۱, −۱) 

۹)      {
۳𝑥 + 𝑦 = ۱

۲𝑦 = ۲ − ۶𝑥
             {(𝑥, 𝑦)|۳𝑥 + 𝑦 = ۱} 
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۱ ∘)    {

۳𝑥 + 𝑧 = −۱

−𝑥 − ۳𝑦 + 𝑧 = ۷

۳𝑦 + 𝑧 = ۵

           (−۲,∘, ۵) 

۱۱)      {

۴𝑦 − ۳𝑧 = −۲

۸𝑥 − ۴𝑦 = ۴

−۸𝑥 + ۴𝑦 + 𝑧 = −۲

     (۱, ۱. ۲) 

۱۲)      {

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = ۸

۲𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = ۱ ∘

𝑥 − ۲𝑦 + ۳𝑧 = ۲۲

        (۶, −۲, ۴) 
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  Systems of Linear Inequalities  یخط ینا معادله ها یها دستگاه   -۶.۸

  Graphing Systems of Linear Inequalities  یخط ینا معادله ها یرسم نمودار دستگاه ها

دستگاه معادله  یک یلتشک  یهمان طور که دو معادله خط  .یمرا حل کرد یدو مجهول  یخط ینا معادله ها ۶.۷در بخش 

نا معادله ها در  یدستگاه ها دهند.   یم  یدستگاه نا معادله خط یک یلهم تشک  یدهند، دو نا معادله خط  یم  یخط یها

 یداپ یرا برا  یخط یزیبرنامه ر یتجار یبنگاه ها دارند.  یتاهم  یلیخ Linear Programming   یخط یزیبرنامه ر

            ها الات ، و ساختمان ینمانند کارگر ها ، ماش یمثلا چگونه منابع محدود برند.   یسود آور بکار م یکردن راه ها

  مورد استفاده قرار دهند. 

دو  ینمجموعه چن  است که هر دو نا معادله را بر قرار کند. یدو گانه مرتب یک،   یدستگاه نا معادله خط یکجواب  یک

را به ما   جواب ها مجموعه یناز ا یریمجموعه تصو ینرسم ا دستگاه است.  یمرتب ، مجموعه جواب ها یگانه ها

 یمکن یماز نا معادله ها را ترس یککه هر  یقطر ینبه ا یمدستگاه نا معادله ها را رسم کن  یکنمودار  یمتوان  یم . یدهدم

  . یمدار را مشخص کن یهسا یوسپس  تداخل قسمت ها

   یخط یدستگاه نا معادله ها یک یرسم جواب ها

Graphing the Solutions of a System of Linear Inequalities  

 . یدرا در همان صفحه مختصات رسم کن در دستگا ه یاز نا معادله ها یکهر  –لف ا

 ۶.۷همان طور که در بخش  دستگاه.  یدستگاه عبارت است از نقاط مشترک درنمودار تمام نا معادله ها یجواب ها -ب  

   .یدیممجموعه ها داشتراک 

  . یدکن یمرا ترس یرز یدستگاه ها یجواب ها –مثال 

۱)      {
۳𝑥 ≥ 𝑦

𝑥 + ۲𝑦 ≤ ۸
 

و در نا معادله  یمکن  یانتخاب م  یشینقطه آزما یکسپس  . یمکن  یاز نا معادله ها را در  صفحه مختصات رسم م   یکیابتدا 

دار  یهدر آن قرار دارد ، سا  یشیکه نقطه آزما یهکرد ، آن ناح، نا معادله را بر قرار   یشیاگر آن نقطه آزما  . یمده  یقرار م

آن    دار است.  یهسا یل قسمت هاجواب دستگاه تداخ . یمده  یانجام م یگرکار را در مورد نا معادله د ینهم  .یمکن  یم

≤   ینماد ها  چون ینجادر ا  .یمکن  یقسمت را پر رنگ تر م ،   .میکن  یرسم م ی، خط کامل به عنوان خط مرز میدار  ≥

>   یاگر نماد ها    .میکن  یرسم م نی، نقطه چ میداشت <   ، 

۳𝑥  اول نا معادله  ≥ 𝑦  ۳  نمودار معادله  یخط مرز . میکن  یرا رسم م𝑥 = 𝑦   .میکن  یآنرا رسم م است .  
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,۲)  نقطه    . میکن  یانتخاب م  یشیرا به عنوان نقطه آزما (۲−

۳𝑥 ≥ 𝑦 

۳(۲) ≥ −۲ 

۶ ≥ −۲ 

  . میکن  یم دار هیخط را سا ریز  پس بر قرار است.   معادلهنا 

 

𝑥  نا معادله  + ۲𝑦 ≤ 𝑥  ، نمودار معادله  یخط مرز . میکن  یرا رسم م  ۸ + ۲𝑦 =    .میکن  یآنرا رسم م  است.  ۸
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,۲)  نقطه    . میکن  ی، انتخاب م  یشیرا به عنوان نقطه آزما  (۲−

𝑥 + ۲𝑦 ≤ ۸ 

۲+ ۲(−۲) ≤ ۸ 

−۲ ≤ ۸  

  . میکن  یدر م هیخط را سا ریپس ز نا معادله بر قرار است. 
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   .میکن  یصفحه مختصات رسم م کی یحال هر دو نا معادله را رو
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۲)      {

𝑥 − 𝑦 < ۲

𝑥 + ۲𝑦 > −۱

𝑦 < ۲
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۳)      

{
 

 
−۳𝑥 + ۴𝑦 ≤ ۱۲

𝑥 ≤ ۳

𝑥 ≥∘
𝑦 ≥∘
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 ۶.۸ ناتیتمر

  . دیکن میرا ترس رینا معادلات ز یاز دستگاه ها کیهر  یجواب ها

 Solution Regionجواب  هیناح

۱)      {
𝑦 ≥ 𝑥 + ۱

𝑦 ≥ ۳− 𝑥
 

 

۲)      {
𝑦 < ۳𝑥 − ۴

𝑦 ≤ 𝑥 + ۲
 

 

۳)      {
𝑦 ≤ −۲𝑥 − ۲

𝑦 ≥ 𝑥 + ۴
 

 

۴)      {
𝑦 ≥ −𝑥 + ۲

𝑦 ≤ ۲𝑥 + ۵
 

 

۵)      {
𝑥 ≥ ۳𝑦

𝑥 + ۳𝑦 ≤ ۶
 

 

۶)      {

𝑦 + ۲𝑥 ≥∘

۵𝑥 − ۳𝑦 ≤ ۱۲

𝑦 ≤ ۲

 

 

۷)      {

۳𝑥 − ۴𝑦 ≥ −۶

۲𝑥 + 𝑦 ≤ ۷

𝑦 ≥ −۳
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۸)      

{
 

 
۲𝑥 + 𝑦 ≤ ۵

𝑥 ≤ ۳

𝑥 ≥∘
𝑦 ≥∘

 

 

۹)      {

۴𝑥 − 𝑦 ≥ −۲

۲𝑥 + ۳𝑦 ≤ −۸

𝑦 ≥ −۵

 

 

۱ ∘)    

{
 

 
۳𝑥 + 𝑦 ≤ ۴

𝑥 ≤ ۴

𝑥 ≥∘
𝑦 ≥∘
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 ۶.۸ ناتیپاسخ تمر

  . دیکن میرا ترس رینا معادلات ز یاز دستگاه ها کیهر  یجواب ها

 Solution Regionجواب  هیناح

 

۱)      {
𝑦 ≥ 𝑥 + ۱

𝑦 ≥ ۳− 𝑥
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۲)      {
𝑦 < ۳𝑥 − ۴

𝑦 ≤ 𝑥 + ۲
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۳)      {
𝑦 ≤ −۲𝑥 − ۲

𝑦 ≥ 𝑥 + ۴
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۴)      {
𝑦 ≥ −𝑥 + ۲

𝑦 ≤ ۲𝑥 + ۵
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۵)      {
𝑥 ≥ ۳𝑦

𝑥 + ۳𝑦 ≤ ۶
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۶)      {

𝑦 + ۲𝑥 ≥∘

۵𝑥 − ۳𝑦 ≤ ۱۲

𝑦 ≤ ۲
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۷)      {

۳𝑥 − ۴𝑦 ≥ −۶

۲𝑥 + 𝑦 ≤ ۷

𝑦 ≥ −۳
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۸)      

{
 

 
۲𝑥 + 𝑦 ≤ ۵

𝑥 ≤ ۳

𝑥 ≥∘
𝑦 ≥∘
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۹)      {

۴𝑥 − 𝑦 ≥ −۲

۲𝑥 + ۳𝑦 ≤ −۸

𝑦 ≥ −۵
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۱ ∘)    

{
 

 
۳𝑥 + 𝑦 ≤ ۴

𝑥 ≤ ۴

𝑥 ≥∘
𝑦 ≥∘
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  www.riazisara.ir       سایت ویژه ریاضیات

  یـزوه هاي ریاضـنامه ها و جـدرس
  اسخنامه تشریحی کنکورسوالات و پ

  نمونه سوالات امتحانات ریاضی
  نرم افزارهاي ریاضیات

  و...
  

  ریاضی سرا در تلگرام: کانال سایت

 
 https://t.me/riazisara                              (@riazisara) 


