
سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز١
٤  شمـــاره	ى	

١٣٨٩تابستان

سطهمتو

١ دهمدوره	ى		نوز
١شمـــاره	ى	

١٣٨٨پـايــيـز	

ت مى�كند:مينه�هاى زير به همكارى دعوا در زان عزيز رم و دانش�آموزان محترسطه،تمامى دبيرتوم     
)ىهاگشناد�شيپ و هطسوتم ه�ى دورىضاير ىاه�باتك ىسرد ثحبم تلاكشم عفر و طسب و حرش( ىسرد كمك ىاه�هلاقم شراگن ■
)نازومآ�شناد ىارب(��اه�نآ لح هارمه هب ىديلك لئاسم حرط ■
)نازومآ�شناد ىارب( اه�نآ لح هارمه هب ىا�هقباسم لئاسم حرط ■
ىضاير ىاهامعم حرط��■
)… و رتويپماك شزومآ ،تايضاير شزومآ ،تايضاير Bيطل و هزات ىاه�هتكن ،ناناديضاير ىعامتجا و ىملع�ى همانيگدنز ،تايضاير خيرات دننام( ىضاير ىمومع ىاه�هلاقم �ىهمجرت اي شراگن ■

د. هر سه ماه، يكبار منتشر مى	شوسطهتوم     
اد است.، اصلاح، حذف و اضافه	ى مقاله	ها آزّه در حكّ مجل

تاه باشد.انا و حتى	الامكان كوده ،بايد خوار مقاله	هاى و
د.د نمى	شوسيده مسترمقاله	هاى ر

ه در كتاب	ها يا مجله	هاى ديگر با ذكر دقيق مأخذ بلامانع است.ّاستفاده از مطالب مجل

ىضا امـيـرحـميـد�ردبيـر:سـر◆ى   محمد ناصـرل:مدير مـسـئـو◆
غانى�هخ خرشاهرافيك:اح گرطر◆ام صدر  شهرميـرمدير داخلى:◆
سـتـمـى،ى، محـمـد هـاشـم رضـا امـيـرحمـيـد�رهـيـئـت تـحـريـريـه:◆

ضاقى،سيد محمد�رشنگ شرام�صدر، هوشهرى، ميراحمد قندهار
ىوبا تـشـكـر از هـمـكـارضـا يـاسـى�پـورى،غلامـرسـوهـاشـمـى مـو

دىى محموكبراستار ادبى:وير◆ى �استاد پرويز شهريارنده*ىارز
www.roshd mag.ir نتىايگاه اينتر پ◆

Borhanm@roshdmag.ir  ايانامه:ر ◆

٢١∞ -١٤٨٢∞٨٨٣ :دشر تايرشن ريگ�مايپ◆
١٥٨٧٥/٦٥٨٥ق پستى ان، صندو تهره:ّنشانى دفتر مجل

٢١∞ -٥٨٦٢∞٨٨٣تلفن دفتر مجله:  ◆
٢١∞-*٧٧٣٣٦٦٥٥ ـ ٧٧٣٣٦٦٥٦كين: تلفن امور مشتر◆
نسخه∞∞∞٨گان: شمار◆
كت�افست (سهامى عام) شرچاپ :■ 

سطهمتو
ياضى�ى ر�مجله

٦٦

www.roshdmag.ir

١٣٨٩ تابستان/ ٤ه�ىشمار/دهم  ه�ى نوزدور

سطهش متوه�ى آموزدور
سانىاطلاع�رشى، تحليلى و�ى آموز�  فصلنامه

‘—ËdÄ Ë ‘“u	¬  —«“Ë

vý“u	¬ Èe¹—Åt	U�dÐ Ë g¼ËóÄ ÊU	“UÝ

UA²�«d²�œ—ÅpL"  «¬u	“vý

٦٣

حرف اول
سردبير

دان  و شاعر خطه ى خراسان رياضى
حسن نصيرنيا

اتحادها و تجزيه
احمد قندهارى

مسابقه�ى طراحى با رابطه�هاى رياضى
فرزاد حمزه�پور

تاريخچه�ى مجلات رياضى ايران
 غلامرضا ياسى�پور

 ريشه�ى خارجى معادله
 عنايت�اله راستى�زاده

)١١ رويكرد هندسى و جبرى ـ مختصاتى در آموزش هندسه (
محمد هاشم رستمى 

١٩٩٩المپياد رياضى در كشور انگلستان  سال 
هوشنگ شرقى
بى�نهايت

غلامرضا ياسى�پور
رشد و زوال
 ميرشهرام صدر

)٨نظريه�ى مجموعه�هاى فازى (
دكتر محمدعلى فريبرزى عراقى

مختصات قطبى و رسم نمودارها
صديقه بابايى 

بخش�پذيرى
احمد قندهارى

معرفى سايت�هاى رياضى جهان
هاشمى موسوىاحسان يارمحمدى سيدمحمدرض 

تئورى پروانه
روزبه يوسB�نژاد

اتحادى ديگر
فرهاد جعفرى يقين

)١٧   با راهيان المپيادهاى رياضى (
غلامرضا ياسى�پور

)∞١   هم�نهشتى و كاربردهاى آن (
سيد محمدرضا هاشمى موسوى

٢

٨

١٢

١٦

١٩

٢٣

٣٤

٥٤

٣٨

٤١

٤٤

٥٣

٣

٢٩

٤٨

٥٥

٥٦

٥٩

www.riazisara.ir دانلود  از سایت ریاضی سرا



سطهمتو

٢ دهمدوره	ى		نوز
٤شمـــاره	ى	

١٣٨٩تابستان 

رياضيات در دوره�هاى متفاوت تاريخى، به�دليل ويژگى�هاى تمدنى و اجتماعى هـر دوره، هـمـواره تـحـت
تأثير دو عامل قرار داشته و پيشرفت كرده است: يكى عامل درونى كه همان زيبايى�ها و ويژگى�هاى خاص و
جذاب رياضيات است و حس كنجكاوى بشر را پاسخ�گو بوده و هست، و ديگرى عامل بيرونى كه همان احتياجات

و كاربردهاى آن در زندگى روزمره و علوم ديگر است.
در دوره�اى كه هم�اكنون در آن به سر مى�بريم، گرچه هر دو عامل باعث دگرگونى و پيشرفت در رياضيات
بوده�اند، اما شايد بتوان گفت كاربرد رياضيات در علوم و دانش�هاى ديگر، هم�چون فيزيك و مكانيك، شيمى،
زيست�شناسى، اقتصاد و… بيشتر باعث رشد و تنوع در پيدايش شاخه�هاى متفاوت رياضيات شده است كه در

اين فرصت به تعدادى از آن�ها اشاره مى�كنم.
«كاربردهاى رياضيات، بى�اندازه زياد و بسيار گوناگون است. در واقع به كار بردن روش�هاى رياضى مرزى
نمى�شناسد. همه�ى شكل�هاى متنوع حركت ماده را مى�توان با روش رياضى بررسى كرد.البته، نقش و اهميت
روش رياضى در حالت�هاى گوناگون، متفاوت است. هيچ طرح معين رياضى نمى�تواند از عهده�ى بيان همه�ى
ويژگى�هاى پديده�هاى حقيقى برآيد. وقتى مى�خواهيم پديده�اى را بررسى كـنـيـم، شـكـل خـاصـى از آن را در
معرض تحليل منطقى قرار مى�دهيم. در ضمن تلاش مى�كنيم نقطه�هايى را بيابيم كه در اين شكل جدا شده از
١پديده�ى واقعى وجود ندارد و شكل�هاى تازه�اى پيدا كنيم كه بيشتر و كامل�تر، دربرگيرنده�ى پديده�ى ما باشد.»

مكانيك آسمانى، به�خصوص مطالعه روى حركت سياره�ها و كهكـشـان�هـا، نـمـونـه�ى مـوفـقـى از كـاربـرد
روش�هاى رياضيات است. هم�چنين، قانون جاذبه�ى عمومى مدلى رياضى است  براى بيان يك پديده�ى طبيعى
كه به خوبى آن را تشريح مى�كند و توضيح مى�دهد.كاربردهاى رياضى در فيزيك در حدى پيشرفته و فراگـيـر
است كه اگر فقط مفهوم مشتق را از رياضى حذف كنيم، از ابتدايى�ترين معادلات در فيزيك و مـكـانـيـك كـه

همان معادله�ى حركت باشد به بعد، چيزى باقى نمى�ماند!
از نظريه�ى احتمال، در بررسى جابه�جايى تصادفى و ميكروسكوپى ذره�ها، تحت تأثير مولكول�هاى ماده�ى
حلال استفاده مى�شود و چون تعداد ذره�هاى در حال انتشار بسيار زياد است، قوانين توزيـع احـتـمـال مـا را بـه

سمت كشB يك قانون معين و غيرتصادفى براى مواد قابل انتشار سوق مى�دهد.
هم�چنين در دانش زيست�شناسى، روش�هاى رياضى توانسته�اند در علم ژنتيك نقش مهم و به�سزايى را ايفا
كنند و نيز در علوم اجتماعى و انسانى، نقش آمار رياضى غيرقابل انكار و چشم�پـوشـى اسـت. امـروزه، تـوسـط
روش�هاى آمارى بسيارى از پديده�هاى اجتماعى قابل توجيه و تجزيه و تحليل هستند و بـرنـامـه��ريـزى بـدون

 غيرممكن است. خلاصه، دانشى از دانش�هاى بشرى را نمى�توان يافت كه به نوعى،ًاستفاده از علم آمار تقريبا
مستقيم يا غيرمستقيم، از دانش رياضى بهره نبرد.

 سردبير

دى ـ رياضيات محضرياضيات كاربر

..........................شتپى�نو
 بـخـشـى از مـقـدمـه*ى كـتـاب:.١

ستانى،هنگ رياضيات دبـيـرفر
ى، ازاثر استاد پرويز شـهـريـار

سه.ات مدرانتشار
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انرياضيات در اير
نوشته�ى دكترهاورد ايوز● 

       ترجمه�ى حسن نصيرنيا

سه يار دبستانى
در نيمـه*ى دوم قـرن پـنـجـم هـجـرى
قـمـرى، سـه جـوان ايـرانـى كـه هـر يـك
شاگردى ممتاز بود، هم*زمان در محضر
يكى از بزرگ*ترين فرزانگـان خـراسـان،

مــوفــقفـقـيـه بـزرگ عــصــر، امــام 
، درس مى*خواندند.نيشابورى

ايــــــن ســــــه جـــــــوان،
،نــــــــظـــــــــام�الـــــــــمـــــــــلـــــــــك

عـمــر و حـسـن�بـن�صــبــاح
، دوستانى يكدل وخيام

يكرنگ بودند. اعتقاد بر
اين بود كه شاگردى كه

در مكتـب امـام
تحصيـل كـنـد،
نـيـكــبــخــت و

نــيــك*فـــرجـــام
خواهد شد. از همين

روى، روزى حسن به دوستـان خـويـش
پـيـشـنـهـاد كـرد كـه هـر سـه تـن پـيــمــان
ببندند،اگر هر يـك بـه مـقـام و مـنـصـب
والايى رسيد، مراتب فضل و بـرتـرى را

 از آن خود نداند و دو يار ديگر راًمنحصرا
نيز به تـسـاوى از آن بـهـره*مـنـد كـنـد. بـا
گذشت زمان، معلوم شد كه بخت بلـنـد
با نظام*الملك يار بوده است، چرا كـه او

 شد.آلب�ارسلانوزير سلطان 
در اين زمان، دو يار ديگـر
هم مكتبى نظـام*الـمـلـك،
نزد او شتافـتـنـد و بـنـابـر
مـيـثــاقــى كــه در دوران
تحصيل بـسـتـه بـودنـد،
خواستار سهم خـويـش

شدند!
،حـســن صــبــاح

تـــقــــاضــــاى
منصبى ديوانى
كرد كـه بـنـا بـه
اســتـــدعـــاى
وزير، سلطان

سلجوقى آن را به او تفويض كرد. اما
وى كه شخصى خودخواه و ناسـپـاس
بـود، بــر آن شــد كــه دوســت خــود
نظام*الملك را از مقام صدارت به زيـر
كشد و جانشين او شود. ولى سرانجام
پس از بـر مـلا شـدن خـيـانـت، مـورد

غضب واقع و تبعيد شد.
اما عمر خيام نه مقامى مى*خواست و
نه عنوانى. تنها خواسته*اش اين بود كه به
او رخصت داده شود تا در پناه و سايـه*ى
وزير بتواند به اشاعه*ى علم و رياضيـات
بپردازد و به پاس اين نعمت، بـراى دوام
عمر و سعادت دوست خويش دسـت بـه
دعا بردارد. وزير كه سخت تحت تأثـيـر
فروتنى و اخلاص هم*مكتبى سابـق خـود
قرار گرفته بود، براى او مقررى سـالانـه

تخصيص داد.
حسن صباح پس از تحمل دربه*درى و
بدبختى*هاى بسيار، رهبر  فرقه*اى متعصب

 هجرى قمرى٤٨٣مذهبى شد كه در سال 
بر قلعه*ى الموت، واقع در كوهستان*هاى

مرتفع جنوب درياى خزر تسلط يافتند.
بـرخـلاف زنـدگـى پـرآشـوب حـســن
صباح، زندگى خيام با آرامـش و سـادگـى
تـوأم بـود. وى در طـول ســال*هــا عــمــر
مسالمت*آميز خويش، خدمات ارزنـده*اى
به ادبيات و فرهنگ علمى آن عصر كرد.

چكيده
مقاله�ى حاضر، به يكى از دستاوردهاى برجسته�ى رياضى اين انديشمند پژوهشگر (دستاوردى كه در زمره�ى لحظـه�هـاى

  قرار مى�گيرد) اختصاص يافته است. نخست براى روشن�تر شدن موضوع، اندكى درباره�ى مقدمات٢مهم در تاريخ رياضيات
آن سخن مى�گوييم.

  خــيــام، ريــشــه�ى مــعــادلــه،كــلــيــدواژه�هـــا:
چندجمله�اى حقيقى، ريشه�هاى حقيقى مثبت.

ودانرياضى�
ى� خطه  شاعر

اسانخر

ودانرياضى�
ى�خطه  شاعر 

اسانخر
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)١(شكل 

مقدمه
م معادله و حل آنمفهو

 هرx منظور از معادله*ى چندجمله*اى حقيقى با يك مجهول
معادله*اى به شكل زير است:

  
a0x

n + a1x
n−1+...+an−1x + an =0

an   يك عدد صحـيـح مـثـبـت و nكـه در آن  ,...a1,a0اعداد 
a0  حقيقى با شرط   كه در معادله* صدقx هستند. هر مقدار 0≠

كند، ريشه*ى آن معادله خوانده مى*شـود. يـكـى از هـدف*هـاى
اصلى دانش جبر در آغاز پيدايش، آن بود كـه روش*هـاى كـلـى
براى به*دست آوردن ريشه*هاى اين*گونه معادلات را بيابد. ايـن
كار را حل*كردن معادلات مى*ناميدند. چون در آن روزگار تنها
اعداد شناخته شده، اعداد مثبت حقيقى بودند، طى صدها سال،
حل كردن معادله، به مفهوم يافتن ريشه*هاى حقيقـى مـثـبـت آن
معادله بود؛ در صورتى كه ريشه*اى مى*داشـت . مـعـادلات بـر

 و… باشد،٥*، ٤*، ٣*، ٢*، ١حسب اين*كه درجه*ى آن*ها مساوى 
به ترتيب معادلات خطى، درجه دو، درجه سه، درجه چهار،

درجه پنج و… ناميده مى*شوند.
امروزه مشكلى در راه حل معادله*ى خطى وجود ندارد، زيرا

مى*توان آن را از راه هندسى يا جبرى به راحتى حل كرد.

مجه� دوجه اول و درمعادلات در
 يكxاگر يك معادله*ى چند جمله*اى خطى با يك مجهـول 

ريشه*ى مثبت داشته باشد، مى*توان اين معادله را همواره به شكل
ax=b نوشت كه در آن a و bهر دو عددهاى مثبت*اند. ريشه*ى 

xمعادلـه از راه جـبـرى = b
a

 و از راه هندسى عـبـارت اسـت از
 سه١ و a ،bچهارمين جزء تناسبى كه سه* پاره*خط به طول*هاى 

جز ديگر  آن هستند. به اين معنى كه 
  

a
b
= 1

x
 را مى*توانx و مقدار 

از شكل ساده*ى زير توسط پرگار يا خط*كش مشخص كرد.
،OA=a زاويه*اى دل*خـواه اسـت و CODدر اين شـكـل، 

OB=b و AC=1 و ،CD موازى  AB.رسم شده است 

جالب توجه است كه مصريان  عهد باستان، معادلات خطى
را به شيوه*اى حل مى*كردند كه بعدها در اروپا به*عنوان قاعده*ى

 معروف شد. بنا براين شيوه، براى حل معادله*ى٣تصحيح و خطا

  
x + x

7
 بايد از قاعده*اى كه در پى مى*آيد، استفـاده كـرد.24=

 كه به٧=xً  معادل مقدارى دل*خواه باشد؛ مثـلاxفرض كنيـم، 
ازاى آن مقدار 

  
x + x

7
 بايد در٨. چون ٢٤ مى*شود نه ٨ مساوى 

 به*دست آيد، مقدار واقعى٢٤ ضرب شود تا عدد مطلوب يعنى ٣
x حاصل شود. نكته*ى شايان تـأمـل٣)٧=(٢١ بايد از رابطه*ى 

اين است كه از يك حدس محض، پاسخ صحيح به*دست آمده
است.

هرچند كه حالات معادلات درجه دوم مشـكـل*تـر از مـورد
معادلات خطى است، رياضى*دانان روزگار قديم، اين مورد را
نيز، هم از راه هندسه و هم از راه جبر حل مى*كردنـد. راه*حـل
جبرى، اعم از اين*كه به روش مـربـع كـامـل كـردن يـا بـه روش
جاى*گزينى در فرمول كلى ريشه*ى معادله*ى درجه دوم صورت
گيرد، بايد براى تمام كسانى كه مقدمات جبـر را در درس*هـاى
ًدوران مدرسه فراگرفته*اند، آشنا بـاشـد. بـابـلـى*هـا در تـقـريـبـا

سال پيش از ميلاد، شيوه*هاى مشـابـهـى را بـراى راه حـل∞∞∞٢
جبرى هر دو معادله*ى مذكور مى*شناختند.

اه�حل خيامم و رجه� سومعادلات در
مورد معادلات درجه سوم به مراتب دشـوارتـر از دو مـورد
ياد شده است. البته بابلى*ها برخى معادلات درجه سوم خاص

 حـلnنظير مقادير  n٢+n٣را به كمك يك جدول حاوى مقاديـر 
ارشميدسمى*كردند و بنا بر آن*چه در يكى از آثار به*جا مانده از 

آمده است، اين رياضى*دان يونانى از شرايطى بحث مى*كند كه
تحت آن، يك معادله*ى درجه* سوم ممكن است ريشه*ى مثبت

و حقيقى داشته باشد.
بحث در اين باره، در دوره*هاى بعد نيز ادامه يافت تا اين*كه
در قرن شانزدهم، يك رياضى*دان ايتاليايى، سرانجام راه*حـل
جبرى كلى براى معادلات درجه سوم ارائه داد. با اين حال، در
حدود پانصد سال پيش از اين واقعه، شـاعـرى ريـاضـى*دان از
اهالى ايران، موسوم به عمر خيام، يك راه*حل هنـدسـى بـراى
معادلات درجه سوم يافت. اين همان لحظه*ى مهم در تـاريـخ
رياضيات است كه در بالا بدان اشـاره شـد و حـال پـس از ذكـر O A

B

Ca

D

b

x

1



سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز٥
٤  شمـــاره	ى	

١٣٨٩تابستان

مقدماتى چند درباره*ى تاريخچه*ى آن، به بحث در مورد راه*حل
خيام خواهيم پرداخت:

دوران بين  نيمه*ى قرن پنجم تا قرن يازدهم ميلادى، به قرون
تاريك اروپا مشهور است، زيرا طى اين دوره، آموزش و تمدن
در اروپاى غربى تا سطح بسيار نازلى افول كرد. از سوى ديگر
در اين دوران، امپراتورى اسلامى به نقطـه*ى اوج تـرقـى خـود
رسيد. در طول يك دهه پس از هجرت حضرت محـمـد(ص)

 ميلادى، قبايل باديه*نشين پراكنده٦٢٣از مكه به مدينه در سال 
و از هم گسيخته*ى شبه*جزيره*ى عربستان، به بركت شور و شوق
ناشى از مذهبى مقتدر، در قالب امت قدرتمندى متحد شدند.

١ستاره و هـلالپس از گذشت يك قرن از هجرت، حـكـومـت 

مسلـمـانـان در قـلـمـروى وسـيـع از هـنـد تـا سـرتـاسـر ايـران،
بين*النهرين، آفريقاى شمالى و اسپانيا گسترده شد.

يكى از كارهاى مهم در حفظ بخش بزرگى از ميراث فرهنگ
جهانى، تلاش خستگى*ناپذير و مجدانه*ى مسلمانان در بـارور

  دستاوردهاى علمى و تحقيقى يونانيان و هنديان بود. درِكردن
ضمن اين فعاليـت*هـا، بـسـيـارى از آثـار هـنـدى و يـونـانـى در
زمينه*هاى پزشكى، نجوم و رياضيات، با جديت تمام به زبـان
عربى ترجمه شدند. بدين*ترتيب، اين آثار مدت*ها از دستـبـرد
حوادث زمانه در امان ماند تا اين*كه بعدها دانشمندان اروپـايـى
توانستند آن*ها را بار ديگر به زبان لاتين و ساير زبان*هاى اروپايى
برگردانند. اما اگر فعاليت*هاى مجدانه*ى پژوهشگران انديشمند
اسلامى نبود، بسيارى از علوم يونانى و هندى در خلال دوران
طولانى قرون تاريك، به گونه*اى جبران*ناپذير از ميان مى*رفت.
مسلمانان نه تنها پاس*داران شايان تحسين بسيارى از سرمايه*هاى
فكرى و معنوى قلمداد مى*شوند، بلكه توانستند خـود نـيـز بـر
غناى آن*ها بيفزايند. از جمله كارهاى بسيار اصيل و ارجمند در
اين زمينه، ارائه*ى راه*حل هندسى معادلات درجه* سوم توسط

عمر خيام بود.
عمر خيام (كه در نيمه*ى دوم قرن چهارم و نيمه*ى اول قرن
پنجم هجرى قمرى مى*زيست)، شاعر، منجم و ريـاضـى*دان
ايرانى بود كه در نيشابور زاده و دانش آموخته شد. اما شهـرت
خيام نزد مردم جهان غرب كه به او سخت مهر مى*ورزند، بيشتر
ناشى از رباعيات نغـز اوسـت كـه تـوسـط شـاعـر دل*بـاخـتـه*ى

، به گونه*اى استادانـه و شـيـوا بـهادوارد فيتـز جـرالـدايرلنـدى، 
انگليسى ترجمه شده است. عمر خيام در جهان علم نيز شهرت
دارد؛ چه او توانسته است تقويم را به خوبى اصلاح و تـقـويـم

جلالى را تدوين كند. برخورد انتقادى او نسبت به اصل توازى
ساكـرىاقليدس نشان مى*دهد كه خيام در اين بـاره، مـقـدم بـر 

است كه ايده*ى او سرانجام به آفرينش هندسه*ى نااقليدسى منجر
شد. از اين*ها گذشته، خدمت برجسته*ى او به جـهـان عـلـم و
جبر دنياى اسلام، اين بود كه براى حل همه*ى معادلات درجه
 ـراه*حل هندسى ارائه  ـيافتن ريشه*هاى مثبت اين معادلات  سوم 

داد.
براى نشان دادن شيوه*ى ابداعى عمر خيام از معادله*ى درجه*

x  سوم خاص، يعنى معادله*ى                     
3 + b2x + a3 = cx2

به*عنوان طول*هاى چندپارهxو a ،b ،cكمك مى*گيريم كه در آن 
خط فرض شده*اند. خيام اين نوع معـادلـه*ى درجـه* سـوم را بـا

اصطـلاحـات خـاص آن دوره، چـنـيـن
مطرح مى*كند: «يك مكعب، چند

ضلع و چنـد عـدد كـه مـسـاوى
چند مربع هستند.»

اما مسئـلـه*ى مـذكـور از
نظر هندسـى ايـن*طـور بـيـان
مى*شود: بـه فـرض داشـتـن
يك پاره خـط واحـد و چـنـد

، پاره*خطc و a ،bپاره*خـط  
xرا چنان بكشيـد كـه رابـطـه*ى 

  برقرار باشد.xو a ،b ،cبالا بين  
هـدف آن اسـت كـه تـا سـر حـد امـكــان،

رسم شود. يافتنx تنها با استفاده از خط*كش و پرگار xپاره*خط  
 متكى به استفاده از خط*كش و پرگار بـه*طـورًيك راه*حل صرفا

كلى ناممكن است؛ چه در قسمتى از كشيدن شكل بايد مجـاز
 يك مقطع مخروطى خاص مفروض استفادهًباشيم از منحصرا

كنيم.
يك راه اساسى ترسيم شكل كه چندين*بار در حل معادله*ى
درجه سوم به كار گرفته شده، منوط به آن است كه چهـارمـيـن
جزء از تناسبى را بيابيم كه سه پاره*خط مفروض، سه جزء معلوم
آن باشند. اين يك مسئله*ى قديمى است كه راه*حل آن بر يونانيان

عهد باستان معلوم بوده است.
 سه* پاره*خط معين باشند و ما بخواهيمw و u ،vفرض كنيم 
u را طورى تعيين كنيم كـه xطول پاره*خط 

v
= w

x
باشد. شكل

 است، نشان مى*دهد كه چگونه مى*توان بـا١ كه شبيه شكـل ٢
 موردنظر را رسم كرد.xكمك خط*كش و پرگار، پاره*خط 

هاى مهميكى از كار
گـى ازدر حفظ بـخـش بـزر

هنگ جهانى، تلاشاث فرمير
خستگـى�نـاپـذيـر و مـجـدانـه�ى

ِدنمـســلــمــانــان در بــارور كــر
دهــاى عـــلـــمـــى ودســتـــاور

نـانـيــان وتـحـقـيـقــى يــو
دهـــنـــديــــان بــــو
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)٢(شكل 

حـال دنـبـالـه*ى راه*حـل هـنـدسـى مـعـادلـه*ى درجــه ســوم
  x

3 + b2x + a3 = cx2عمر خيام را شرح مى*دهيم: نخسـت بـا 
 را چنان مى*يابيمzاستفاده از راه اساسى ترسيم شكل، پاره*خط 

bكه
a
= a

z
 باشد. سپس بار ديگر با استفاده از راه اساسى ترسيم

 را چنان مى*يابيم كه mشكل، پاره*خط 
  
m = a3

b2باشد. حال در 

شـكـل 
  
AB = m = a3

b2 و BC = cرا رسم مى*كـنـيـم. آن*گـاه 

 رسمACعمودى بـر B مى*كشـيـم و از ACنيم*دايره*اى به قـطـر 
، مقدارBD قطع كند. سپس روى Dمى*كنيم  تا نيم*دايره را در 

BE = b را جدا مى*كنيم و از E خط  EF را موازىAC.مى*كشيم 
 چنـانBC را روى Gباز با توجه به راه اساسى ترسـيـم شـكـل، 

EDمى*يابيم كـه 
BE

= AB
BG

راDBGH باشد و مستطيـل 

كامل مى*كنـيـم. در مـرحـلـه*ى بـعـد، يـك
 طورى رسم مى*كنيمHهذلولى قائم را از 

 خطوط مجانب آن باشنـدED و EFكه 
(به اين معنى كـه مـعـادلـه*ى هـذلـولـى

 نـسـبــت بــهHگـذرنـده بـر نـقــطــه*ى 
، به*عنوان محور طـولEFمحورهـاى 

، به شـكـلy، به*عنـوان مـحـور EDو 
xy = a باشد كـه a.(عدد ثابـت اسـت 

 قطع مى*كندJاين هذلولى، نيم*دايره را در 
 رسم شود، خـطDE موازى Jو خطى كـه از 

EF را در K و BC را در L قطع مـى*كـنـد. اگـر GH باEF در M

برخورد كند، خواهيم داشت:
 روى هذلولى هستند، داريم:H و Jچون 

  (EK)(KJ) = (EM)(MH)                      (1)

EDچون
BE

= AB
BG

 است، داريم:

  (BG)(ED) = (BE)(AB)                      (2)

 نتيجه مى*شود كه:٢ و ١بنابراين، از دو رابطه*ى 

  

(EK)(KJ) = (EM)(MH) =
(BG)(ED) = (BE)(AB)                      (3)

حل:

  

(BL)(LJ) = (EK)(BE +KJ) =
(EK)(BE) + (EK)(KJ) =
(EK)(BE) + (AB)(BE)(3) =
(BE)(EK +AB) = (BE)(AL)              (4)

2(LJ)2(BL)  و از آن*جا: = (BE)2(AL)2

اما با توجه به هندسه*ى مقدماتى داريم:
  (LJ)2 = (AL)(LC)                                (5)

 نتيجه مى*گيريم:٥ و ٤بنابراين، از رابطه**هاى 

BEبا قرار دادن = b ، 
  
AB = a3

b2 و BC = C

 داريم:٦در رابطه*ى 

  
b2(BL + a3

b2 ) = (BL)2 C −BL( )            (7)

 و مرتب*كردن جمله*هـا٧با بسط آخرين معادله* در رابطـه*ى 
داريم:

  (BL)3 + b2(BL) + a3 = C(BL)2          (8)

BLو از اين*جـا  = Xيعنى يك ريشه*ى معـادلـه*ى درجـه سـوم 
مفروض به دست مى*آيد.

بايد اذعان كـرد كـه روش خـيـام مـاهـرانـه و بـديـع اسـت  و
ضرورت ايجاب مى*كند كه هر معلم دبيرستان بتوانـد عـلاقـه*ى
برخى از دانش*آموزان خود را نسبت به آن برانگيزانـد. تـرسـيـم

دت خـيـام نـزشـهــر
ب كه بـه اودم جهان غرمر

ند، بيش�ترسخت مهر مى�ورز
ست كهناشى از رباعيات نغـز او

ســط شــاعــر دل�بــاخــتـــه�ىتــو
الد، بهد فيتز جرارلندى، ادواير

ا بهنه�اى استادانه و شيوگو
جمه شدهانگليسى تر

اســـــــــت

v

x

wH

A B C

D

E

J

L

M

H

G

F

)٣(شكل 

يا   

(BE)2(AL) = (BL)2(LC)            (6)

(BE)2(BL +AB) = (BL)2(BC −BL)
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نقطه به نقطه*ى هذلولى (با استفاده از ترسيم در حالت كلى شكل)
 باشد و اگرEF هر نقطـه*اى روى Nكار آسانى است، زيرا اگـر 

 قطع كند، داريم:p، هذلولى را در Nاز نقطه*ى EFعمود بر 
(EM)(MH) = (EN)(NP)

ENو از آن*جا
EM

= MH
NP

 چهارمين پاره*خط متناسب باNP و 

 است.MH و EN ،EMپاره*خط*هاى مفر وض 
به اين ترتيب، نخست مى*توان تعدادى از نقـطـه*هـاى روى
هذلولى را مشخص كرد و سپس با ترسيم يك منحنى بـر نـقـاط
به*دست آمده، هذلولى را كامل كرد. ممكـن اسـت مـعـادلـه*ى

x3  درجه* سوم  +2x +8 = 5x2.را به دانش*آموزان پيشنهاد كرد 
a  در ايـن*جـا =2 ،  b = c   و 2 =  است. سـه ريـشـه*ى ايـن5

-. دانش*آموزان بايد بتوانند دو١ و ٤*، ٢معادله* عبارت*اند* از: 
ريشه*ى مثبت معادله* را به روش خيام بيابند. شايد آن*ها بتوانند
با مختصر تعميم اين روش، ريشه*ى منفى را هم به*دست آورند.

حل اين مسئله مى*تواند براى يك طرح تحقيقاتى عالى براى
دانش*آموزان سال سوم، سرآغاز خوبى باشد.

 هجرى قمـرى٥١٧ يـا ٥١٥عمر خيام در سـال 
در نيشابور درگذشت. يكى از شاگردان وى موسوم

، نقل كرده است كه برحسـبنظامى سمرقندىبه 
معمول، او با استادش (خيام) در باغى به

گفت*وگو مى*نشـسـت و
خيـام در يـكـى از ايـن

جلسات به او گفـتـه
بـوده اسـت كــه
آرزو دارد
مــدفــنـــش در
نـقـطـه*اى بــنــا

شود كه باد شمال برگ*هاى گـل
سرخ را بر آن بگستـرانـد. چـنـد

................................................................................................................................................................شتپى�نو
ى.م هجرل يا دون*هاى اوده است، نه در قرچم عثمانى*ها بو  ميلادى  پر١٦ن كيه*ى فعلى است كه البته از قراين نشان عثمانى*ها و تر. ١
ا تأييد مى*كند ـ م.ايت افسانه*آميز به خيام رجم رباعيات خيام، در مقدمه*اى كه به زبان انگليسى بر اين كتاب نگاشته است، صحت انتساب اين رولندى، مترالد ايرجرد فيتزار ادو.٢
ا در دو كتاب به نام*هاىانى*هاى خويش رعه* سخن*رجسته**ى معاصر و صاحب*نظر در تاريخ رياضيات و هندسه، مجمـونده*ى اين مقاله)، استاد برفسور هاور ايوز (نگار پرو.٣

ده است. مقاله*ى حاضر، از كتـاب» تنظيم و منتشر كـر∞١٦٥» و «لحظه*هاى مهم در تاريخ رياضيات بعـد از سـال ∞١٦٥«لحظه*هاى مهم در تاريخ رياضيات قبل از سـال 
جمه شده است.نخست انتخاب و تر

ديك به صحت. (م.)ى و تعيين كميت نزدن ريشه*هاى يك معادله*ى جبراى تخمين زشى است براقع رو در وrule of false position «قاعده*ى تصحيح و خطا» يا .٤

.....................................................................................................................................................................منبع
Eves, Howard, Great Moments in Mathematics Before 165∞, Washington, D.C. The Mathematical Association of America, 1983.

د انـتـقـادىخـور بـر
ازىخــيـــام از اصـــل تـــو

اقليدس نشان مى�دهـد كـه
ه، مــقـــدم بـــراو در ايــن بـــار

ساكرى اسـت كـه ايـده�ى او
انـجـام بـه آفــريــنــشسـر

هندسه�ى نااقليدسى
منجر شد

سال بعد از اين گفت*وگو كه خيام جهان را به درود
گفته بود، شاگردش به نيشـابـور مـى*رود و

پس از يافتن آرامگاه خيام، درمى*يابد كه
قبر او درست در مجاورت باغى قرار
گرفتـه و شـاخـه*ى درخـتـان مـيـوه از
ديوارهاى باغ به طرف خارج سرازير
شده و شكـوفـه*هـاى گـل*هـاى آن*هـا
آن*قدر بر آرامگاه استاد فرو ريخته*اند

ًكـــه ســـنـــگ مــــزارش را كــــامــــلا
پوشانيده*اند.

 ـ شاعر ايرلندى ادوارد فيتز جرالدوقتى
دل*باخته*ى رباعيات خيام كه خيام شـاعـر را بـه اروپـا

 درگذشت، در يك كليساى كوچك١٨٨٣شناساند ـ در سـال 
،ويليام سيمپـسـونانگليسى در سفولك به خـاك سـپـرده شـد. 

 به١٨٨٤هنرمند تصويرگر يكـى از نـشـريـات لـنـدن، در سـال 
نيشابور رفت و از آرامگاه خيام ديدن كرد. در كنـار سـنـگ
مزار او چندين بوته گل سرخ يافت و مقـدارى از تـخـم
آن*ها را كه بر شاخـه مـانـده بـود، چـيـد و آن*هـا را در
بازگشت به انگلستان آورد. سيمپسون تخم* گـل*هـا
را به مسئول «باغ*هاى گياه*شناسى كيو» سپـرد و او
پس از كاشتـن آن*هـا
مــــــــــوفـــــــــــق
شـد،بـوتـه*هـاى
گل سرخ به عمل

 اكتبر٧آورد. در 
 يـكــى از١٨٩٣

ايـن  بـوتـه*هــاى
گل، به آرامـگـاه
فيتز جرالد منتقل و در آن*جا

كاشته شد.



سطهمتو

٨ دهمدوره	ى		نوز
٤شمـــاره	ى	

١٣٨٩تابستان 

احمد قندهارى ●

اتحادها و تجزيه�
هر تساوى بين دو عبارت جبرى كه به ازاى تعريi اتحاد: 

جميع مقادير متغيرهاى تـعـريـ� شـده، در دو طـرف تـسـاوى
همواره برقرار باشد، اتحاد ناميده مى*شود. براى مثال، تساوى

  x
2 − a2 = (x − a)(x + a)يك اتحاد است، زيرا بـه ازاى هـر 

 ، دو طرف تساوى با هم برابرند.a و xمقدار عددى از 

اتحادهاى جبرى
a)  :(مربع مجموع دو جمله�اى)اتحاد اول  + b)2 = a2 + b2 +2ab

a)  :(مربع تفاضل دو جمله�اى)اتحاد دوم − b)2 = a2 + b2 −2ab

نتايج:
  a

2 + b2 = (a + b)2 −2ab )bال
  a

2 + b2 = (a2 − b2) +2ab )ب
  (a + b)2 + (a − b)2 =2(a2 + b2) )ج
  (a + b)2 + (a − b)2 = 4ab )د

 اعداد حقيقى مثبت باشند، حاصلy و xاگر  .١مسئله�ى 

  (2x x + 3y2 y )2 − (2x x − 3y2 y را  بيابيد.  2(
a  فرض مـى*كـنـيـم  حـل: =2x x و   b = 3y2 yپس 

مسئله به صورت زير است:
  (a + b)2 − (a − b)2

a)          بنا به نتيجه*ى (د) داريم:  + b)2 − (a − b)2 = 4ab

  ⇒ (2x x + 3y2 y )2 − (2x x − 3y2 y )2

  = 4(2x x )( 3y2 y ) = 8xy2 3xy

اتحاد سوم (اتحاد مزدوج):

  a
2 − b2 = (a − b)(a + b)

P  عبـارت  .٢مسئلـه�ى  = x4 +4y4را به حاصل ضـرب 
عوامل تجزيه كنيد.

حل:
  P = x4 +4y4

    

P = x4 +4y4 +4x2y2
1 2444 3444

−4x2y2

اتحاد اول   بنابر                                                                 

    

P = (x2 +2y2)2 −4x2y2 = (x2 +2y2)2 − (2xy)2
1 2444 اتحاد مزدوجبنابر      3444

  ⇒ P = (x2 +2y2 −2xy)(x2 +2y2 +2xy)

اتحاد چهارم (اتحاد جمله مشترك):

  (x + a)(x + b) = x2 + (a + b)x + ab

اتحادها و تجزيه�
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P  عبارت  .٣مسئله�ى  = (x2 −1)2 −11x2 +  را تجزيه35
كنيد.
حل:

  P = (x2 −1)2 −11x2 + 35

  P = (x2 −1)2 −11(x2 −1+1) + 35

  P = (x2 −1)2 −11(x2 −1) −11+ 35

  P = (x2 −1)2 −11(x2 −1) +24

a  فرض مى*كنيم  = x2 −1                       P = a2 −11a +24

- و حاصل*ضرب١١حال دو عدد مى*يابيم كه مجموع آن*ها 
 باشد.٢٤آن*ها 

-) هستند. پس:٨-) و (٣اين دو عدد (
  a = x2 −1                P = (a − 3)(a −8)

  P = (x2 −1− 3)(x2 −1−8)

  P = (x2 −4)(x2 −9) = (x −2)(x +2)(x − 3)(x + 3)

اتحاد پنجم (اتحاد مربع مجموع سه جمله):
  (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 +2(ab + ac + bc)

اتحاد ششم (اتحاد مكعب مجموع دو جمله):

  

(a + b)3 = a3 + b3 + 3a2b + 3ab2

(a + b)3 = a3 + b3 + 3ab(a + b)







اتحاد هفتم (اتحاد مكعب تفاضل دو جمله):

  

(a − b)3 = a3 − b3 − 3a2b + 3ab2

(a − b)3 = a3 − b3 − 3ab(a − b)







x  اگر    .٤مسئلـه�ى  = 3 +2 23 + 3 −2 ، آن*گاه23
P  حاصل عبارت  = x3 − 3x.را بيابيد 

حل:

    

x = 3 +2 23

a
1 24 34

+ 3 −2 23

b
1 24 34

  x = a + b ⇒ x3 = (a + b)3 ⇒

  x
3 = a3 + b3 + 3ab(a + b)

  x
3 = 3 +2 2 + 3 −2 2 + 3 (3 +2 2)(3 −2 2)3 (x)

  x
3 = 6+ 3 9−83 (x) ⇒ x3 = 6+ 3x ⇒ P = x3 − 3x = 6

x  اگـر  .٥مـسـئــلــه�ى  = 5 +26 − 5 ، آن*گـاه26−

  P = (x3 + 3x)2.را بيابيد 
                                            حل:

    

x = 5 +26

a
1 24 34

− 5 −26

b
1 24 34

  x = a − b ⇒ x3 = (a − b)3 ⇒

  x
3 = a3 − b3 − 3ab(a − b)

  x
3 = ( 5 +26 )3 − ( 5 −26 )3 − 3 ( 5 +2)( 5 −2)6 (x)

  x
3 = 5 +2 − 5 −2 − 3 5 −26 x

  x
3 = 5 +2 − 5 −2 − 3x

  ⇒ x3 + 3x = 5 +2 − 5 −2

  ⇒ (x3 + 3x)2 = 5 +2+ 5 −2−2 5 −4 ⇒

  P = (x3 + 3x)2 =2 5 −2
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ثابت كنيد .٦مسئله�ى 
  a

3 + b3 + c3 − 3abc = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab + ac + bc)

عبارت*هاى سمت راست را درهم ضرب مى*كنيم. حل:
  = a3 + ab2 + ac2 − a2b − a2c − abc  ''           ''

  +a2b + b3 + bc2 − ab2 − abc − bc2 + a2c + b2c + c3 − abc

  −ac2 − bc2 = a3 + b3 + c3 − 3abc

پس همواره داريم:
  a

3 + b3 + c3 − 3abc = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab + ac + bc)

  a
3 + b3 + c3 = 3abc يا   a

3 + b3 + c3 − 3ab                                                                    اگر0=

  يا

  

⇒
a + b + c =0

a2 + b2 + c2 − ab − ac − bc =0⇒ a = b = c









انژ)لر يا لاگراواتحاد (نتيجه�ى مهم: 

  

a + b + c =0

a = b = c

⇔ a3 + b3 + c3 = 3abc

                                 

  

                                                        

يا

حاصل كسر  .٧مسئله�ى 
  

x3 + y3 + z3 − 3xyz

(x − y)2 + (y − z)2 + (z − x)2را 
بيابيد.

عبارت مخرج را ساده مى*كنيم حل:
  (x − y)2 + (y − z)2 + (z − x)2

  = x2 + y2 −2xy + y2 + z2 −2yz − z2 + x2 −2xz

  =2x2 =2y2 +2z2 −2(xy + yz + xz)

  
= (x + y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − yz − xz)

2(x2 + y2 + z2 − xy − yz − xz)
= x + y + z

2
كسر

حاصل عبارت زير را بيابيد. .٨مسئله�ى 
 

  P = 2(2− 2). 2(3 +2 2)4

حل:

  P = 4(2− 2)24 . 2(3 +2 2)4

  P = 4(4+2−4 2)4 . 2(3 +2 2)4 = 4(6−4 2)24 . 2(3 +2 2)4

  P = 8(3 −2 2)4 . 2(3 +2 2)4 = 16(3 −2 2)(3 +2 24

  ⇒ P = 16(9−8)4 = 16(1)4 =2

nاگر  .٨مسئله�ى  ∈ N و nعددى فرد باشد و داشته باشيم 
  a

3 + b3 + c3 = a + b + c ، آن*گاه حـاصـل عـبـارت0=
P = an + bn + cn.را بيابيد 

بنا بر اتحاد اولر                                       حل:
  a + b + c =0                         → a3 + b3 + c3 = 3abcداريم :
  a

3 + b3 + c3 =0⇒ 3abc =0⇒ abc : داريم0=
  c b   يا 0= ⇒   يا 0= a =0

c  فرض مى*كنيم  a  . در نتيجه، از رابطه*ى 0= + b + c =0

a  نتيجه مى*شود:  + b a. بنابراين: 0= = −b.
  P = an + bn + cn = (−b)n + bn +0= −bn + bn +0=0

  ⇒ P =0

P   حاصل عبارت .٩مسئله�ى  = (a − b)3 + (b − c)3 + (c − a)3

را بيابيد.
حل:

z = c − a و y = b − c و x = a − bفرض مى*كنيم : 
  x + y + z = a − b + b − c + c − a =0

  ⇒ x3 + y3 + z3 = 3xyz بنا بر اتحاد اولر  ⇒ x + y + z =0

  ⇒ P = (a − b)3 + (b − c)3 + (c − a)3 − 3(a − b)(b − c)(c − a)

x2   اگـر .١آزمــون  + x ، آن*گــاه 0=1+
  
(x3 + 1

x3  كــدام(
 است؟
(b٨ د)٨ ج)-٢ ب)٢ ال-
گزينه*ى ال�. حل:

  
⇒ x +1+ 1

x
x   بر ⇒0= x   مينك*ىم ميسقت 0≠

2 + x +1=0⇒

 مى*رسانيم ٣دو طرف را به توان 
  
x + 1

x
= −1

.........آزمون .........






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⇒ x3 + 1

x3 + 3(x)(
1
x

)(x + 1
x

−1
123

) = −1

  
⇒ x3 + 1

x3 − 3 = −1⇒ x3 + 1

x3 =2

x2   اگـــر .٢آزمــون  + x ، آن*گــاه 0=1+
  
(x6 + 1

x6  كــدام(
 است؟

(b١٨ د)١٦ ج)٩ب) ٨ ال

گزينه*ى د.حل: 
x  دو طرف را x   مينك*ىم ميسقت 0≠

2 + x −1=0⇒

  
⇒ x +1− 1

x
=0⇒

 مى*رسانيم ٣دو طرف را به توان 
  
x − 1

x
= −1

    

⇒ x3 − 1

x3 − 3x(
1
x

)(x − 1
x

−1
123

) = −1

 مى*رسانيم:٢دو طرف را به توان 

  
⇒ x3 − 1

x3 + 3 = −1⇒ x3 − 1

x3 = −4

  
⇒ x6 + 1

x6 −2 =16 ⇒ x6 + 1

x6 =18

x3   اگر .٣آزمون  + y3 = − z3 آن*گاه ،  (x + y + z)6برابر 
است با:
(b81   الx2y2z2(729    بxyz

81x2y2z2−  د) 729x2y2z2   ج)

 گزينه*ى ج.حل:
x3  بنا به اتحاد اولر  ⇒ + y3 + z3 =0

x   مى*رسانيم:    ٦دو طرف را به توان  + y + z = 3 xyz3

  (x + y + z)6 = 36 (x2y2z2) = 729x2y2z2

a   اگـر .٤آزمون 
2 + b2 − ab − a − b ، آن*گاه حاصـل0=1+

عبارت 
  

an + bn

a6 + b6
 كدام است؟

(b١٢٨ د)١٦ ج)٤ب) ١ ال

 گزينه*ى ال�.حل: 
 ضرب مى*كنيم:٢دو طرف فرض را در 

  2a2 +2b2 −2ab −2a −2b +2 =0

  (a
2 + b2 −2ab) + (a2 −2a +1) + (b2 −2b +1) =0

  (a − b)2 + (a −1)2 + (b −1)2 =0

  
⇒

a = b

a = b =1




⇒ an + bn

a4 + b4 = 1+1
1+1

=1

حاصل عبارت  زير كدام است؟ .٥آزمون 
)n ∈ N(         ( 2 −1)n ( 2 +1)n+4 (3 −2 2)2

4   ج)١ ب)٤ لb)ا 16   د)2 2

 گزينه*ى ب.حل: 
  ( 2 −1)n ( 2 +1)n+4 (3 −2 2)2

    

= ( 2 −1)n ( 2 +1)n
1 2444 3444 ( 2 −1)4 (3 −2 2)2

  
= ( 2 −1)( 2 +1)[ ] n

× ( 2 +1)2[ ]2(3 −2 2)2

  
= (2−1)n × (3 +2 2)2(3 −2 2)2 = (3 +2 2)(3 −2 2)[ ]2

  =1× (9−8)2 =1×1=1

a  اگــر   .     ٦آزمـون  + b = ،  آن*گـاه  حـاصـل  عـبــارت   3
  P = a(a2 + a +1) + b(b2 + b +1) + ab(3a + 3b  كدام(2+

است؟
(b٤٩ د)٣٩ ج)٢٧ ب)١٨ ال

گزينه*ى ج. حل:
  P = a3 + a2 + a + b3 + b2 + b + 3a2b + 3ab2 +2ab

  P = (a3 + b3 + 3a2b + 3ab2) + (a2 + b2 +2ab) + (a + b)

  P = (a3 + b3 ) + (a + b)2 + (a + b) = (3)3 + (3)2 + 3

                                                                =27 +9+ 3 = 39

هاى تعريiاى جميع مقادير متغيرت جبرى كه به ازهر تساوى بين دو عبار
دار باشد، اتحاد ناميده مى�شوقره برارف تساوى هموشده، در دو طر
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ه�پوراد حمزفرز ●

اصلاح ابط رياضى كلمه�ىرو

  1)  (x −56)2 + (y −11)2 =1      56 ≤ x ≤ 57     10≤ y ≤11

  2)  x = 57       6 ≤ y ≤11

  3)  (x −56)2 + (y −6)2 =1      56 ≤ x ≤ 57      5 ≤ y ≤ 6

پاسخ

احى مسابقه�ى طر
ابطه�هاى رياضىبا ر

احى مسابقه�ى طر
ابطه�هاى رياضىبا ر

  4)  x = 56       5 ≤ y ≤10

انتهاى سهمى 
  
A

54

8






 و 
  
S

51

6






١*( رأس سهمى 

  
(y −6)2 = 4

3
(x −51)

  2)  (x −54)2 + (y −7)2 =1      54 ≤ x ≤ 55     7 ≤ y ≤ 8

  3)  x = 55       6 ≤ y ≤ 7

  4)  (x −54)2 + (y −6)2 =1      54 ≤ x ≤ 55      5 ≤ y ≤ 6

  5)  x = 5        52 ≤ x ≤ 54
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ستان بانهدبير  رياضى شهر

براى طراحى اين عنوان  ابتدا عنوان مورد نظر را به�صورت
دســتــى نــوشــتــم، ســپــس بـــا اســـتـــفـــاده از مـــعـــادلات خـــط،
نامعادلات، سهمى�هاى افقى و يك�چهـارم و نـصـb دايـره،
معادلات و نامعادلات مربوطه را به�طور كامل نوشتم. ترتيب

 رعايت كرده�ام تا راحت�تر بررسى شود.ًنوشتن را كاملا
در ضمن قسمت�هايى از سهمى افقى را براى راحتى كار

در نوشتن معادلات به�اين صورت آورده�ام:

ان مسابقه�ىا به عنوف» ران «اصلاح الگوى مصر، عنو٨٨ ـ پاييز ٦٣ه�ى هان شماردر بره :اشار
سيده، پاسخ�آقاىديم. هيئت تحريريه مجله از بين پاسخ�هاى رده بوابطه�هاى رياضى آوراحى با رطر
د.اهيد كردند كه در پى ملاحظه خوا انتخاب كراده ره�زاد حمزفرز

انتهاى سهمى 
  
A

54

7






 و 
  
B

51

6




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١*( رأس سهمى  

  
(y −6)2 = 4

3
(x −51)

از نوشتن معادلات سهمى صرف�نظر و فقط به رأس
سهمى و انتهاى سهمى افقـى اشـاره كـرده�ام كـه از كـلـيـت

كار نيز نمى�كاهد.



سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز١٣
٤  شمـــاره	ى	

١٣٨٩تابستان

  6)  (x −52)2 + (y −6)2 =1      51≤ x ≤ 52      5 ≤ y ≤ 6

انتهاى سهمى 
  
A

54

7

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 و 
  
S

52

6

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
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٧*( رأس سهمى

  8)  x = 54     6 ≤ y ≤ 7

  9)  y = 6      52 ≤ x ≤ 54

  10)  y = 6      50≤ x ≤ 51

  11)  x = 50    6 ≤ y ≤ 8

  12)  (x −49)2 + (y −8)2 =1   49 ≤ x ≤ 50   7 ≤ y ≤ 8

  13)  x = 49     6 ≤ y ≤ 7

  14)  y = 6      48 ≤ x ≤ 49

  15)  (x −49)2 + (y −6)2 =1   48 ≤ x ≤ 49    5 ≤ y ≤ 6

  16)  y = 5      49 ≤ x ≤ 50

  17)  (x −50)2 + (y −6)2 =1   50≤ x ≤ 51   5 ≤ y ≤ 6

  1)  (x −47)2 + (y −11)2 =1      47 ≤ x ≤ 48     10≤ y ≤11

  2)  x = 48         6 ≤ y ≤11

  3)  (x −47)2 + (y −6)2 =1      47 ≤ x ≤ 48      5 ≤ y ≤ 6

  4)  y = 5          46 ≤ x ≤ 47

  5)  (x −46)2 + (y −6)2 =1      45 ≤ x ≤ 46      5 ≤ y ≤ 6

  6)  (x −45)2 + (y −7)2 =1      45 ≤ x ≤ 46      6 ≤ y ≤ 7

  7)   x = 46       6 ≤ y ≤ 7

  8)  y = 6         46 ≤ x ≤ 47

  9)  x = 47        6 ≤ y ≤10

  10)  (x −45)2 + (y −11)2 =1      45 ≤ x ≤ 46     10≤ y ≤11

  11)  x = 46      8 ≤ y ≤11

  12)  (x −45)2 + (y −8)2 =1      45 ≤ x ≤ 46     7 ≤ y ≤ 8

  13)  y = 45        7 ≤ y ≤10

  1)  (x −42)2 + (y −7)2 =1      41≤ x ≤ 42     7 ≤ y ≤ 8

  2)  y = 8         42 ≤ x ≤ 43

  3)  (x −43)2 + (y −7)2 =1      43 ≤ x ≤ 44      7 ≤ y ≤ 8

  4)  x = 44          6 ≤ y ≤ 7

  5)  (x −44)2 + (y −5)2 =1      44 ≤ x ≤ 45      5 ≤ y ≤ 6

  6)  y = 5         42 ≤ x ≤ 45

  7)  x = 42       4 ≤ y ≤ 5

  8)  y = 4         42 ≤ x ≤ 44

  9)  (x −43)2 + (y −4)2 =1      43 ≤ x ≤ 44     3 ≤ y ≤ 4

  10)  y = 3         42 ≤ x ≤ 43

  11)  (x −42)2 + (y −4)2 =1      41≤ x ≤ 42     3 ≤ y ≤ 4

  12)  x = 41      4 ≤ y ≤ 5

  13)  (x −42)2 + (y −5)2 =1      41≤ x ≤ 42     5 ≤ y ≤ 6

  
14)  y = 6          42 ≤ x ≤ 42

1
2

  
15)  (x −42

1
2

)2 + (y −6
1
2

)2 =1      42
1
2
≤ x ≤ 43     6 ≤ y ≤ 7

  
16)  y = 7          41≤ x ≤ 42

1
2

الگوى ابط رياضى كلمه�ىرو

  1)  (x − 39)2 + (y −11)2 =1   39 ≤ x ≤ 40   10≤ y ≤11

  2)  x = 40     6 ≤ y ≤11

  3)  (x − 39)2 + (y −6)2 =1   39 ≤ x ≤ 40   5 ≤ y ≤ 6

  4)  x = 39      5 ≤ y ≤10

  1)  (x − 37)2 + (y −10)2 =1   37 ≤ x ≤ 38    9 ≤ y ≤10

  2)  x = 38      6 ≤ y ≤10

  3)  (x − 37)2 + (y −6)2 =1   37 ≤ x ≤ 38    5 ≤ y ≤ 6

  4)  y = 5      36 ≤ x ≤ 37

  5)  (x − 36)2 + (y −6)2 =1   35 ≤ x ≤ 36    5 ≤ y ≤ 6

  6)  x = 35      6 ≤ y ≤ 9

  7)  (x − 35)2 + (y −10)2 =1   35 ≤ x ≤ 36    9 ≤ y ≤10

  8)  x = 36      6 ≤ y ≤10

  9)  y = 6        36 ≤ x ≤ 37

  10)  x = 37      6 ≤ y ≤ 9

  11)  x = 36      10≤ y ≤11

  
12)  A

36

10






  B
39

11






 :  y −10= 10−11
36− 39

(x − 36)

  13)  x = 39      11≤ y ≤12

  
14)  A

39

12






  B
36

11






 :  y −12 = 12−11
39− 36

(x − 39)

  
15)  x = 36      11

1
2
≤ y ≤12
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سطهمتو

١٤ دهمدوره	ى		نوز
٤شمـــاره	ى	

١٣٨٩تابستان 

  

16)  A
36

11
1
2













  B
39

12
1
2













 :  y −12
1
2
=

12
1
2
−11

1
2

39− 36
(x − 39)

  
17)  x = 39      12

1
2
≤ y ≤13

  
18)  A

39

13






  B
36

12






 :  y −12 = 12−13
36− 39

(x − 36)

  1)  y = 6      34 ≤ x ≤ 35

  2)  (x − 34)2 + (y −6)2 =1   34 ≤ x ≤ 35    5 ≤ y ≤ 6

  3)  x = 34      4 ≤ y ≤ 5

  4)  (x − 33)2 + (y −4)2 =1   33 ≤ x ≤ 34    3 ≤ y ≤ 4

  5)  y = 3      32 ≤ x ≤ 33

  6)  (x − 32)2 + (y −4)2 =1   31≤ x ≤ 32    3 ≤ y ≤ 4

  7)  y = 4      31≤ x ≤ 33

  8)  x = 33      4 ≤ y ≤ 5

  9)  y = 5      32 ≤ x ≤ 33

  10)  (x − 32)2 + (y −6)2 =1   31≤ x ≤ 32    5 ≤ y ≤ 6

  11)  x = 31     6 ≤ y ≤ 7

12)  (x − 32)2 + (y −7)2 =1   31≤ x ≤ 32    7 ≤ y ≤ 8

  13)  y = 8      32 ≤ x ≤ 33

  14)  (x − 33)2 + (y −7)2 =1   33 ≤ x ≤ 34    7 ≤ y ≤ 8

  15)  x = 34      6 ≤ y ≤ 7

  16)  y = 7      32 ≤ x ≤ 33

  17)  x = 33      6 ≤ y ≤ 7

  18)  y = 6      32 ≤ x ≤ 33

  19)  x = 32      6 ≤ y ≤ 7

  
1)  x = 30    6

1
2
≤ x ≤ 7

1
2

انتهاى سهمى 
  

A
30

6
1
2











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 و 
  
S

29

6




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٢*( رأس سهمى 

  3)  (x −29)2 + (y −5)2 =1    29 ≤ x ≤ 30   5 ≤ y ≤ 6

  4)  x = 30    4 ≤ y ≤ 5

  5)  (x −29)2 + (y −4)2 =1    29 ≤ x ≤ 30   3 ≤ y ≤ 4

  6)  y = 3     27 ≤ x ≤ 29

  7)  (x −27)2 + (y −4)2 =1    26 ≤ x ≤ 27    3 ≤ y ≤ 4

  8)  x =26     4 ≤ y ≤ 6

  9)  (x −27)2 + (y −6)2 =1    26 ≤ x ≤ 27    5 ≤ y ≤ 6

  10)  x =27     4 ≤ y ≤ 5

  11)  y = 4     27 ≤ x ≤ 29

  12)  x =29     4 ≤ y ≤ 5

  13)  (x −29)2 + (y −6)2 =1    28 ≤ x ≤ 29    5 ≤ y ≤ 6

انتها 
  

A
30

7
1
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
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S
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6
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
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١٤*( رأس سهمى 

فمصر ابط رياضى كلمه�ىرو

  1)  y = 8        23 ≤ x ≤ 24

  2)  (x −24)2 + (y −7)2 =1      24 ≤ x ≤ 25     7 ≤ y ≤ 8

  3)  x =25       6 ≤ y ≤ 7

  4)  (x −24)2 + (y −6)2 =1      24 ≤ x ≤ 25      5 ≤ y ≤ 6

  5)  y = 5        23 ≤ x ≤ 24

  6)  (x −23)2 + (y −6)2 =1      22 ≤ x ≤ 23      5 ≤ y ≤ 6

  7)  x =22       6 ≤ y ≤ 7

  8)  (x −23)2 + (y −7)2 =1      22 ≤ x ≤ 23      7 ≤ y ≤ 8

  9)  y = 7        23 ≤ x ≤ 24

  10)  x =24       6 ≤ y ≤ 7

  11)  y = 6        23 ≤ x ≤ 24

  12)  x =23       6 ≤ y ≤ 7

  13)  (x −21)2 + (y −7)2 =1      21≤ x ≤ 22      6 ≤ y ≤ 7

  14)  y = 6        20≤ x ≤ 21

  15)  (x −21)2 + (y −6)2 =1      20≤ x ≤ 22      5 ≤ y ≤ 6

انتهاى سهمى 
  
A

19

8

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
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 و 
  
S
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6

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
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١*( رأس سهمى 

  2)  (x −19)2 + (y −7)2 =1      19 ≤ x ≤ 20    7 ≤ y ≤ 8
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سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز١٥
٤  شمـــاره	ى	

١٣٨٩تابستان

  3)  x =20      6 ≤ y ≤ 7

  4)  (x −19)2 + (y −6)2 =1      19 ≤ x ≤ 20     5 ≤ y ≤ 6

  5)  y = 5        17 ≤ x ≤19

  6)  (x −17)2 + (y −6)2 =1      16 ≤ x ≤17      5 ≤ y ≤ 6

انتهاى سهمى 
  
A

19

7

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
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 و 
  
S
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
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٧*( رأس سهمى 

  8)  x =19       6 ≤ y ≤ 7

  9)  y = 6        17 ≤ x ≤19

  10)  y = 6       15 ≤ x ≤16

  11)  (x −15)2 + (y −6)2 =1      15 ≤ x ≤16      5 ≤ y ≤ 6

  12)  y = 5       13 ≤ x ≤15

  13)  x =13       4 ≤ y ≤ 5

  14)  (x −12)2 + (y −4)2 =1      11≤ x ≤13      3 ≤ y ≤ 4

  15)  y = 4       11≤ x ≤12

  16)  x =12       4 ≤ y ≤ 7

  17)  (x −12)2 + (y −8)2 =1      12 ≤ x ≤13      7 ≤ y ≤ 8

  18)  x =13       6 ≤ y ≤ 8

  19)  y = 6       13 ≤ x ≤14

  20)  x =14       6 ≤ y ≤ 7

  21)  (x −14)2 + (y −8)2 =1      14 ≤ x ≤15      7 ≤ y ≤ 8

  22)  x =15       6 ≤ y ≤ 8
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  1)  y = 8        9 ≤ x ≤10

  2)  (x −10)2 + (y −7)2 =1      10≤ x ≤11     7 ≤ y ≤ 8

  3)  x =11      6 ≤ y ≤ 7

  4)  (x −10)2 + (y −6)2 =1      10≤ x ≤11     5 ≤ y ≤ 6

  5)  y = 5        5 ≤ x ≤10

  6)  (x −5)2 + (y −6)2 =1      4 ≤ x ≤ 5      5 ≤ y ≤ 6

  7)  x = 4       6 ≤ y ≤ 8

  8)  (x −5)2 + (y −8)2 =1      4 ≤ x ≤ 5      7 ≤ y ≤ 8

  9)  x = 5       6 ≤ y ≤ 7

  10)  y = 6        5 ≤ x ≤ 8

  11)  x = 8       6 ≤ y ≤ 7

  12)  (x −9)2 + (y −7)2 =1      8 ≤ x ≤ 9      7 ≤ y ≤ 8

  13)  y = 7        9 ≤ x ≤10

  14)  x =10       6 ≤ y ≤ 7

  15)  y = 6        9 ≤ x ≤10

  16)  x =9        6 ≤ y ≤ 7

  17)  x =9        9 ≤ y ≤10

18)  (x −9)2 + (y −7)2 =1      9 ≤ x ≤10     9 ≤ y ≤10

  19)  y =9        9 ≤ x ≤10

شاز نامه�ى غياث�الدين جمشيد كاشانى به پدر

   گوشه�اى از تاريخ رياضى�دان�ها
از:كاشانى�نامه، ابوالقاسم قربانى     

غرض كه چون بنده همچنين جايى درآمد و هركس چشم و گوش برگماشتند
كه معلوم كنند كه اين�كس در چه نصاب است، هرچـنـد روز بـنـدگـى
حضرت سلطنت پناهى در حلقه�ى درس حاضر مى�شود و چون حاضر
شد. يكى از امتحان طلبه اين است كه هركس به حلقه�ى درسى درآيد
غافل است از آن�كه چـه مـسـئـلـه در مـيـان خـواهـد بـود و اصـحـاب مـدرسـه آن را بـه

ه تعالى وّتجديد مطالعه بليغ كرده�اند، چون آغاز بحث مى�شد هربار به عنايـة�الـل
يمن همت آن خداوندى اين بنده دخل كاملى كرده چنانكه چند چيز كه ايشان را از
مطالعه معلوم نشده گفته  و اعتراضات وارده بـر سـخـن ايـشـان كـرده و نـكـتـه�هـاى
لطيb بيرون آورده كه همه حيران مانده�اند. پيش از آمدن اين بنده اشكـالـى چـنـد
ايشان را واقع شده بود و در ميان يكـديـگـر انـداخـتـه و هـيـچـكـس بـيـرون آوردن آن

 خواسته�اند كه اسطرلابى كه يك گز قطر آن باشد بسازند…ًنتوانسته است. مثلا
همه�ى مستخرجان فرمودند كه به اتفاق عمل كنند… و درمانده بودند. رياضى�دان
را اشارت فرموده بودند كه به قوت قوانين هندسى تحقيق و تصحيح آن بكـنـنـد.
هيچ�كس نتوانسته است كه تحقيق آن بكند… هرچند عمل مى�كرده�اند و فكـر در
آن مى�نموده�اند راست نمى�آمده. چون اين بنده رسيد در روز اين مسأله در حضرت
سلطنت پناهى پيش آورده�اند و اين بنده در فور و هم در مجلس تصحيح يكـى از

آن كرده و منشأ غلط ايشان بيان كرده و تطبيق كلام زيج بر اين بيان كرد.
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انرياضى اير مجلات ى�تاريخچه

ضا ياسى�پورغلامر ●

 مجله*ى يكان، در مقاله*اى با عنوان «پژوهشگر امروز، پژوهشگر فردا» چنين مى*خوانـيـم:٣٢در شماره*ى 
«ما خوش داريم بگوييم كه قرن بيستم قرن دانش است. به*راستى هم، حضـور دانـش در زنـدگـى مـا روز*بـه*روز
محسوس*تر مى*شود. دانش به ما امكان مى*دهد تا موادى را كه در زندگى*مان به*كار مـى*آيـد، بـه*وجـود آوريـم.
پديده*هاى شگرفى در جهان پيرامون خود كش� كنيم و براى ساختن ماشين*ها كه كار را بر مـا آسـان مـى*كـنـنـد،

اصول نوينى بيابيم. با اين همه مى*توان گفت كه دانش خدمت*گزار بشر است؟»
البته چنين سخنى درست نيست. دانش، خود آدمى است. كشش و گرايش اوست به رشد و گسترش بى*پايان،
كار جست*و*جوى اوست و كنجكاوى بى*حد اوست،  عطش مبرا از سودجويى اوست براى دانستن و قـابـلـيـت

شور شگفتى اوست.
اگر به دقت به دانش بنگريم، نه*تنها قدرت آدمى، بلكه هم*چنين ضع� او را در آن بازمى*يابيم و نه*تنها هوش
و زيركى، بلكه قلب و احساس او را. دانش مانند خود آدمى وابسته*ى الزامات فخر و شرف است و معـتـقـدات

اب و گيرا مى*كند و كسانى كهّ هم همين است كه آن را جذًاخلاقى. و شايد هم دچار برخى پنداشت*ها. و احتمالا
دوستش مى*دارند، مى*گويند كه دانش نه يك خدمت*گزار ماشينى، بلكه چيزى زنده و شگرف است.

اكنون همه دانش را محترم مى*شمارند و خواستار آن*اند. فيزيك، رياضيات، زيست*شنـاسـى، پـزشـكـى و
پيشه*ى مهندسى را هركس كه خواسته باشد، فرامى*گيرد.

در بخشى از همين شماره، با عنوان: «بى*آن*كه عصبانى شويد، اين مسئله را حل كنيد»، چنين آمده اسـت:
، نويسنده*ى معروف آمريكايى، درباره*ى يكى از مسافرت*هايش به نواحى قطبى نقل مى*كند كه يكدفعه،جك لندن«

در خارج از اقامتگاه خبر مى*شود كه هم*سفرش كه در اقامتگاه بسترى است، در حـال نـزاع اسـت. جـك لـنـدن
تصميم مى*گيرد هرچه زودتر به اقامتگاه برگردد. سورتمه*اى فراهم مى*كند كه پنج سگ آن را مى*كشند. حركت

 ساعت را بدون حادثه*اى مى*گذراند و حساب مى*كند، اگر با همين سرعت پيـش بـرود، در٢٤مى*كند. اوليـن 
 ساعت، دو سگ از پنج٢٤رأس موعدى كه پيش*بينى كرده است، به مقصد مى*رسد. متأسفانه در پايان نخستين 

سگ سورتمه، افسار را پاره و فرار مى*كنند. جك لندن مجبور مى*شود بقيه*ى راه را با كمك سه سگ بپيمايـد و
 ساعت ديرتر از زمانى كه پيش*بينى كرده بود، به مقصد مى*رسد.٤٨درنتيجه 

 ميل دورتر افسار را پاره مى*كـردنـد،∞٥جك لندن ضمن اين روايت توضيح مى*دهد، اگـر دو سـگ فـرارى 
 ساعت مى*شد.٢٤تأخير وى فقط 

كل مسافتى را كه جك لندن پيموده است، حساب كنيد.
 «از هر جايى يادداشتى» كه در آن اين دو خبر بسيار خواندنى هستند:اين شماره بخشى دارد با عنوان:
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خبر اول:

 «بعضى تعاري� هندسى» كه در «فرهنگ آكادمى فرانسـه»
 بيـان شـده اسـت: (خـوانـنـده بـه*سـادگـى١٨٧٧چاپ هـفـتـم 

درمى*يابد، تعاري� زير نه*تنها دقيق نيست، بلكه صحـيـح هـم
نيست و از اين لحاظ، فرهنگ آكادمى هيچ قابل توجه نيست).

 خيلى ساده، با ملاحظه*ى اين*كه نه پـهـنـا دارد و نـه:١خط
عمق.

 خطى كه با قلم رسم مى*شود.:٢خط
 رويه، خارج: قسمت خارجى يك جسم.سطح:

 سطح يا گسترش يك جسم صلب كه فقط از لحـاظرويه:
درازا و پهنا سنجيده مى*شود؛ بدون اين*كه عمق يا ضخامت آن

مورد نظر باشد.
 فضا، بزرگى يك جسم يا يك تنه يا يك بسته.حجم:
 گشادى دو خط كه در يك نقطه متلاقى باشند، ميلىزاويه:

كه هريك نسبت به ديگرى دارد.
 بيان رياضى نسبت انحنا (؟)ميل:

 ميل يك خط يا يك سطح نسبت به ديگرى.انحنا:
 وضع متقابل مقعر، سطحـى كـه بـه*طـور كـروىمحـدب:

برآمده باشد (چرا به*طور كروى؟)
 محدب شدن.برآمدگى:

 وضع متقابل محدب، سطحى كه به*طور كروى تـومقعر:
رفته باشد.

 چهار ضلعى كه ضلع*هاى روبـه*رويـشمتوازى�الاضـلاع:
مساوى و موازى باشند (براى تعري� متوازى*الاضلاع، توازى

ضلع*هاى روبه*رو يا تساوى آن*ها كفايت مى*كند).
 در چاپ ششم اين فرهنگ، تعري� متوازى*الاضلاعنكته ـ

از اين قرار است: شكل مسطحى كه ضـلـع*هـاى روبـه*رويـش
موازى باشند(!).

شكل مسطحى كه  چهارضلع و چهار زاويه*ى قائمهمربع: 
دارد (!)

از لحاظ هندسى، قسمتى از دايره كه از نـصـ� آنكمان: 

كمتر باشد (!)
 با بزرگى برابر (؟!!)ًشكل دراز و گرد، مخصوصااستوانه: 
]Curiosités Géom[نقل از كتاب: 

خبر دوم:

 در مورد «اطلاعاتى مقدماتى از علم تنجيم» است كه در آن
چنين آمده است:

زحل و مريخ نحس*اند، زحل نحس اكبـراحوال كواكب: 
و مريخ نحس اصغر. مشترى و زهره سعدند، مشـتـرى سـعـد
اكبر و زهره سعد اصغر. عطارد با سعد سعد باشد و با نـحـس

رين (خورشيد و ماه) از تثليث و تسديس سعد باشند،ّنحس. ني
از مقابله و تربيع و مقارنه نحس.

ث … زحلّكواكب علويه و شمس مذكرند، زهره و قمر مؤن
سرد و خشك، مريخ و شمس گرم و خشك، مشترى و زهـره
گرم* و تر، قمر سرد و تر، عطارد با هر كوكبى طبيعت او گيرد…

زحل كوكب پيـرمـردان و دهـقـانـان ومدلولات كـواكـب: 
گوشه*نشينان و ارباب خاندان*هاى قديم و مردمان سياه و صفاران

اتّو يهودان و آن*ها كه كارهاى سخت كنند. مشترى كوكب قض
و علمـا و اشـراف و اصـحـاب مـنـاصـب و اربـاب نـوامـيـس و
ترسايان. مريخ كوكب، امرا و تركان و اهل سلاح و خداوندان
لشكر و سپاه*سالاران و عياران و دزدان و بت*پرستان و اهل شر
و فتنه. شمس كوكب پادشاهان و بزرگان و ملوك و خـداونـد
امر و نهى و آتش*پرستان. زهره*ى كوكب، زنـان و خـادمـان و
ارباب لهو و طرب و اهل عشرت و مسلمانان. عطارد كوكب،
دبيران و خواجگان و بزرگان و اهل ديـوان و عـلـمـا و اكـابـر و
حكيمان  و شاعران و زيركان و منجمان. قمر كوكب، رسولان
و پيكان و صاحب خبران و مسافران و اطفال و چـهـارپـايـان و

ه�ى پـيـدايـشضـيـه�ى وى دربـارت جـهـانـى لاپـلاس بـه خـاطـر فـرشـهـر
ف است. بنا به اينضيه�ى لاپلاس معرومه�ى شمسى است كه به فرمنظو

ليه جدا شده�اندات از يك سحابى اوشيد و سيارضيه، خورفر



سطهمتو

١٨ دهمدوره	ى		نوز
٤شمـــاره	ى	

١٣٨٩تابستان 

احان. [از كتاب سى فصل خواجه نصير]ّسي
، در پاسخ معماى شماره*ى قبل چنين آورده٣٣در شماره*ى 

شده است:
ِ ميل∞٥از توضيح جك لندن مبنى بر اين*كه اگر با پنج سگ 

 ساعت تأخير داشت، نتيجه مى*گيريم٢٤ديگر مى*پيمود، فقط 
 تأخـيـرً ميل ديگر را مى*پـيـمـود، ابـدا١°°كه اگر با پـنـج سـگ 

نداشت. بنابراين از محلى كه دو سگ فرار كرده*اند، يعـنـى از
 ميل تا مقصد فاصله داشته است.١°° ساعت اوليه، ٢٤پايان 

اگر مدت زمانى كه اين فاصله را با سه سگ پيمـوده اسـت، بـا
پنج سگ طى مى*كرد، مسافتى برابر با 

  

100×5
3

=166
2
3

 ميل پيموده بود، در برابـر١°°ميل را مى*پيمود و يا اين*كه فقط 

  
66

2
3

 ساعت از وقت صرفه*جويى مـى*كـرد.٤٨ ميل، مـدت 

بنابراين سرعت اولـيـه*ى وى 
  
33

1
3

 ساعت بوده و٢٤ ميل در 
كل مسافتى كه پيموده، برابر است با:

  
100+ 33

1
3
=133

1
3

در اين شماره و در مقاله*اى با عنوان «مراحل مهم علم نجوم»
، دانشمند معروف فرانسوى، چنـيـنلاپلاسدر شرح زندگـى 

مى*خوانيم:
نام لاپلاس با بزرگ*ترين فرضيه*هاى مربوط به كيهان*شناسى

 از خانواده*اى كشـاورز، امـاپير سيمون لاپـلاسهمراه اسـت. 
مرفه در كالوادو به دنيا آمد. بعد از اين*كه در ادبيات مطالعاتـى
به عمل آورد، به تحصيل رياضيات علاقه*مند شد و به پـاريـس

خواست تا در حل بعضى مـسـائـل مـربـوط بـهدالامـبـر آمد و از 
مكانيك، وى را راهنمايى كند. دالامبر اين مسائـل را بـسـيـار
جالب يافت و از آن به بعد، لاپلاس را تحت حمايت خـويـش
قرار داد و وى را براى تدريس ريـاضـيـات مـدرسـه*ى نـظـامـى

 رساله*اى را كه درباره*ى١٧٧٢پيشنهاد كرد. لاپلاس در سال 
حساب فاضله (ديفرانسيل) تألي� كرده بود، براى آكادمى شهر
تورن فرستاد. اين موضوع موجب شد كه يـك سـال بـعـد، بـه
عضويت آكادمى علوم  برگزيده شود. هم*چنين به عضويت دفتر
طول جغرافيايى، مؤسسه*ى ناسيونال و آكادمى فرانسه انتخاب

 راپـردوفـرانـسشد و بـعـد از اعـاده*ى سـلـطـنـت، مـؤسـسـه*ى 

 تأسيس كرد.
شهرت جهانى لاپلاس به خاطـر فـرضـيـه*ى وى دربـاره*ى

 معروففرضيه�ى لاپلاسپيدايش منظومه*ى شمسى است كه به 
است. بنا به اين فرضيه، خورشيد و سيارات از يـك سـحـابـى
اوليه جدا شده*اند. فرضيه به نوعى است كه عظمت منظومه*ى
شمسى، گذشته، حال و آينده*ى آن*را نيز معلوم مـى*كـنـد. در
اين*جا از اين فرضيه صحبت نمى*كنيم و شرح و تفصيل آن را به

فصلى جداگانه موكول مى*كنيم.
لاپلاس كه هم دانشمنـد ريـاضـى بـود و هـم نـويـسـنـده*اى
ظري�، فرضيه*ى خود را چنان تنظيم كرده كه در عين حال كه
همه*ى قوانين جاذبه*ى جهانـى را مـتـضـمـن اسـت، از لـحـاظ
نگارش هم يك شاهكار به حساب مى*آيد. وى در خاتمه*ى اثر
خود اين عبارت را به كار برده است كه نه تنها هر علاقه*منـد بـه
علم نجوم بايد آن را بياموزد، بلكه بايد آن را با آب طلا زيـنـت

سردر هر رصدخانه*اى ساخت:
«علم نجوم، به خاطر شكوه و عظمت موضوع آن و به خاطر
فضيلت تئورى*هاى مربوط به آن، عالى*ترين بناى مجلل فـكـر

انسانى و شري�*ترين معيار هوش وى است.»
لاپلاس كليه*ى مسائل پيچيده*ى مربوط بـه عـلـم نـجـوم را
بررسى و بسيارى از آن*ها را حل كرده و نسبت به بقيه هم راه*حل
را هموار ساخته است. وى فرورفتگى قطبين زميـن را از روى
تأثيرى كه در حركات ماه دارند، تعيين كرد. علت جزر و مد را
كه نيوتن فقط طرحى از آن را ارائه داده بود، به طور كامل توضيح
داد و از راه محاسبات مربوط به آن*ها، جرم ماه را حساب كرد.
درباره*ى اهتزازات زمين نظريه*اى بيان داشت، اجزاى سياره*ى

 كش� شده بود، اندازه گرفـت وهرشـلاورانوس را كه توسط 
درباره*ى اختلالات حركت آن، مطالعات دقيقى انجـام داد. و
بالاخره اغتشاشات حركات سياره*ى مشترى و حلقه*ى زحل را
بررسى كرد. در فيزيك هم مطالعاتى انجـام داد؛ جـدول*هـاى
مربوط به انكسار جوى را تنظيم كرد و فـرمـول كـامـل تـعـيـيـن

ارتفاعات را از روى فشارسنج به دست آورد.
صرف*نظر از اثر مهم وى «بيان سيستم جهان»، سايـر آثـار
وى كه عبارت*اند از: «رساله*اى درباره*ى مكانيك سمـاوى»،
«نظريه*ى مربوط به حركت و شكل بيضوى سيـارات»، هـنـوز
هم از آثار اساسى و مورد مراجعه*ى طالبان علم نجوم هستند.

........................................................................شتپى�نو

1. Ligne 2. Trait

ف استامات فخر و شرابسته�ى الزد آدمى ودانش مانند خو
خى پنداشت�ها. وو معتقدات اخلاقى. و شايد هم دچـار بـر

ا مى�كنداب و گيرّا جذ هم همين است كه آن رًاحتمالا
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معادله جىخار ى�ريشه

عنايت�الـه راسـتـى�زاده ●
ازستان�هاى شير      دبير رياضى دبير

 معادله*ى راديكالى زير را حل كنيد.:١نمونه�ى 
  x +1+ 2x + 3 = 2x

 را مى*يابيم.x ابتدا دامنه يا مقدارهاى قابل قبول براى حل:
داريم:

  

x +1≥0

2x + 3 ≥0

2x ≥0






⇒

x ≥ −1

x ≥ − 3
2

x ≥0










⇒ x ≥0

x  لذا دامنه   است.0≤
براى حل معادله، دو طرف برابرى را مجذور مى*كنيم:

  x +1+2x + 3 +2 (x +1)(2x + 3) =2x

و به اين معادله مى*رسيم:
  2 (x +1)(2x + 3) = −(x +4)

دو طرف برابرى را دوباره مجذور مى*كنيم:
  4(x +1)(2x + 3) = (x +4)2

7x2  بنابراين:  +12x −4 =0

x  ايـن مـعـادلـه*ى درجــه دوم، دو جــواب دارد:  =  و2−

  
x = 2

7
.

  x =  بيرون از دامنه است. ولى 2−
  
x = 2

7
 در دامنه*ى تغيير

xقرار دارد.  ولى آيا جواب معادله است؟ اگر در معادله آزمايش 
كـنـيـم، داريـم: 

  

3

7
+ 25

7
= 2

7
. پـس در مـعـادلـه صــدق

نمى*كند و 
  
x = 2

7
 با وجودى كه در دامنـه نيز قابل قبول نيسـت؛

صدق مى�كرد!
به اين ترتيب، در اين نمونه ديديم كه هر جوابى كه در دامنه*ى

جواب معادله نيست. ًلزوما قرار داشته باشد، xتغيير 

 معادله*ى زير را حل كنيد. آيا معادله جـواب.٢نمونه�ى 
حقيقى دارد؟

  x + 3 + 2x +7 = 2x −1

 ابتدا دامنه را مى*يابيم:حل:

  

x + 3 ≥0

2x +7 ≥0

2x −1≥0






⇒

x ≥ −3

x ≥ − 7
2

x ≥ 1
2














⇒ x ≥ 1
2

لذا دامنه 
  

x ∈ R:x ≥ 1
2







 است.
براى حل معادله، دو طرف برابرى را مجذور مى*كنيم. به

معادله*ى زير مى*رسيم:

هاشار
در حل مسائل گوناگون معادلات، از جمله معادلات اصم، معادلات شامل لگاريتم و بعضى نمونه�هاى ديگر، دانش�آموزان
پيش از شروع به حل معادله، به يافتن حدود قابل قبول براى متغيـر مـى�پـردازنـد. در پـايـان و پـس از حـل مـعـادلـه، جـواب�هـاى
به�دست آمده را با دامنه�اى كه در ابتدا يافته�اند، مقايسه مى�كنند. در اين مقاله مى�خواهيم به اين سؤال پاسخ دهيم كه آيا اين كار

كافى است؟!

معادله جىخار ى�ريشه
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  2 (x + 3)(2x +7) = −(x +11)

دو طرف برابرى را دوباره مجذور مى*كنيم:
  7x2 + 30x − 37 =0

x  مـعـادلـه*ى درجـه دوم اخــيــر، دو جــواب دارد:   و1=

  
x = −37

7

  
x = −37

7
 در دامنه*ى جواب قرار ندارد و قابل قبول نيست.

x  امـا     با وجودى كه در مـحـدوده*ى دامـنـه قـرار دارد، بـا1=
آزمايش آن در معادله*ى داده شده، خواهيم ديد كه در آن صدق

x  نمى*كند. اگر   را در معادله قرار دهيد، برابرى نادرسـت1=
  2+ 3 x   حاصل مى*شود. درواقع 1=  ريشه*ى معادله*ى1=

  − x + 3 + 2x +7 = 2x −1

است.
* * *

مى*رويم. در اين*جا با در نمونه*ى بعدى، به سراغ لگاريتم
وضع متفاوتى روبه*رو خواهيم شد.

فته!»«ريشه�ى از دست ر

 معادله را حل كنيد:.٣نمونه�ى 

  
20log4x x +7 log16x x3 − 3 log x

2

x2 =0

 دامنه*ى تعري� معادله را پيدا مى*كنيم:حل:

  
x >0, x ≠ 1

4
, x ≠ 1

16
, x ≠ 2

حال داريم:

  
10log4x x +21log16x x −6 log x

2

x =0

با توجه به:

  
logb a = 1

loga b

داريم:

  

10
logx 4x

+ 21
logx 16x

− 6

logx
x
2

=0  (x ≠1)

  
⇒ 10

1+2 logx 2
+ 21

1+4 logx 2
− 6

1− logx 2
=0

  t = logx  مى*گيريم، به اين معادله مى*رسيم:2

  

10
1+2t

+ 21
1+4t

= 6
1− t

پــس از انــجــام مــحـــاســـبـــات خـــواهـــيـــم داشـــت:

  26t2 − 3t −5  و از آن*جا: 0=
  
t = 1

2
 و 

  
t2 = −

5
13

.

در اين صورت:

  
logx 2 = 1

2
⇒ x =2 ⇒ x = 4

و هم*چنين:

  
logx 2 = − 5

13
⇒ x =2

−13

5 =2−3 ×2
2

5 = 45

8

هر دو جـواب 
  
x = 45

8
x   و  =  در محدوده هستـنـد و در4

معادله صادق*اند. اما تنها جواب*هاى معادله اين*ها نيـسـتـنـد.
  x x    هم جواب معادله است. شايـد بـتـوان1= را ريشه*ى 1=

فراموش*شده ناميد!
در واقع، استفاده*ى صورى از دستور مربوط به تغيير مبناى

لگاريتم  
  
loga b = 1

logb a
,a >0, a ≠1, b >0, b ≠1

به از دست رفتن جواب منجر شده است. چرا كـه سـمـت
چپ و سمت راست تساوى فوق، مى*تواند دامنه*هاى تعري�

متفاوتى داشته باشد.
* * *

 مى*رويم. وقتى يـك بـرابـرى بـيـنمثلـثـاتاينك بـه سـراغ 
زاويه*ها داشته باشيم و از دو طرف برابرى، سينوس يا كسينوس

 با وضع مشابهى روبه*رو مى*شويم. براى نمونه،ًبگيريم، غالبا
زوج بودن تابع كسينوس، به معناى آن است كه مى*تواند موجب

ورود ريشه*هاى خارجى شود.

 معادله*ى زير را حل كنيد:.٤نمونه�ى 

)١(
  
Arc cos x −Arc cos

2
2

x = π
4

 كـه بـا شـرطxايـن مـعـادلـه، بـراى مـقـدارهـايــى از حـل: 
  −1≤ x دامنه) سازگار باشند، معنى دارد:( 1≥

  

−1≤ 2
2

x ≤1⇒ − 2 ≤ x ≤ 2

−1≤ x ≤1






⇒ − 1≤ x ≤1

اكنون از دو طرف معادله كسينوس مى*گيريم:

  
cos(Arc cos x −Arc cos

2
2

x) = cos
π
4
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چون
cos(α − β) = cosα cosβ + sinα sinβ

خواهيم داشت:

  
(x)(

2
2

x) + 1− x2 . 1− 1
2

x2 = 2
2

  
⇒ 2

2
x2 + 1− 3

2
x2 + x4

2
= 2

2

  
⇒ 1− 3

2
x2 + x4

2
= 1

2
(1+ x4 −2x2)

  ⇒ x2 =1⇒ x = ±1

x  با وجودى كه هر دو مقدار  x   و 1= =  در مجموعه*ى1−
 (يعنى در دامنه*ى معـادلـه) قـرارxمقدارهاى قابل قـبـول بـراى 

x  دارند،   است، زيرا به ازاى١  ريشه*ى خارجى معادله*ى 1=

  x ، برابر ١، مقدار سمت چپ معادله*ى 1=
  
− π

4
 مى*شود و نه

  

π
4

.
در اين مثال هم ديديم كه صدق كردن مقدار به*دسـت آمـده

در دامنه كافى نيست، بلكه بايد جواب*ها را آزمايش كرد.
* * *

حال به نمونه*ى جالب توجه زير مى*پردازيم؛ يك معادله*ى
 رساندن نمى*تواند٣ به توان ًراديكالى با ريشه*هاى سوم. ظاهرا

ريشه*ى خارجى پديد آورد. به*جاى هرگونه اضافه*گـويـى، بـه
سراغ مسئله مى*رويم:

 معادله*ى زير را حل كنيد:.٥نمونه�ى 
)٢(  x3 + 3x −23 = x −23

 در اين معادله (يعنىx مجموعه مقدارهاى قابل قبـول حل:
.Rدامنه*ى آن)، عبارت است از تمامى 

 مى*رسانيم:٣ را به توان ٢دو طرف معادله*ى 
)٣ (  x + 3x −2+ 3 x(3x −2)3 ( x3 + 3x −23 ) = x −2

x3  ، مـى*تـوانـيـم بـه جـاى ٣در مـعـادلـه*ى  + 3x −23،
x  ، يعنى ١مقدارش از معادله*ى   را قرار دهيم.23−
به دست مى*آيد:

  x(3x −2)(x −2)3 = −x

 مى*رسانيم:٣دوباره دو طرف را به توان 
  x(3x −2)(x −2) = −x3 ⇒ x3 + x(3x −2)(x −2) =0

  x(x2 + 3x2 −8x +4) =0⇒ x(4x2 −8x +4) =0

كه از آن*جا به*دست مى*آيد:
)٤(  x(x2 −2x +1) =0

x  و درنتيجه:  x   و 0= =1

x  با آزمايش (امتحان جواب) معلوم مى*شود كه  با آن*كه( 1=
x  بيرون از دامنه نيست!) يك ريشه*ى خارجى است و فقط  =0

قابل قبول است. در اين نمونه هم ديديم كه صرف صدق كردن
جواب در دامنه كافى نيست!

كار تمام نشده است! حوصله كنيد تا ببينيم اشكال كـار در
 رساندن، چـه بـار اول و چـه بـار دوم،٣كجـاسـت؟ بـه تـوان 

نمى*تواند مشكلى به*وجود آورد. اما در ايـن بـيـن، يـك عـمـل
مى*ماند كه مى*تواند موجب ترديـد شـود. ايـن عـمـل بـه آن*جـا

 را با سمت راست آن٢مربوط مى*شود كه سمت چپ معادله*ى 
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x3  عوض كرديم؛ يعنى به*جاى  + 3x x  ، مقدار 23− −23

را گذاشتيم. بايد در همين*جا باشد كه ريشه*ى خارجى فرصتى
براى ورود يافته باشد. همه*ى بحث به همين تبديل ارتباط دارد.

a     )٥                              (درواقع اگر برابرى          + b = c

 برسانيم، به اين٣را در نظر بگيريم و دو طرف آن را به توان 
برابرى مى*رسيم:

)٦ (  a
3 + b3 + 3ab(a + b) = c3 ⇒ a3 + b3 + 3abc = c3

 صدق٥واضح است، تمام عددهاى حقيقى كه در تساوى 
 هم صادق*اند. اما عكس اين حكم درست٦كنند، در تساوى 
a   به*ازاى ٦نيست. برابـرى  = b = c   و 1−  برقرار اسـت،1=

a، يعنى ٥درحالى*كه برابرى  + b = cبه ازاى همين مقدارها ،
برقرار نيست.

 معادله*ى زير را حل كنيد. آيا معادله جـواب.٦نمونه�ى 
دارد؟

)٧(
  
2Arc cos x +Arcsin(1− x) = − π

2

 كه در شرايـط زيـرx اين معادله براى مـقـدارهـايـى از حل:
سازگار باشند، معنى دارد:

  −1≤ x ≤1 )bال
  −1≤1− x ≤1⇒ 0≤ x ≤ ب( 2

درنتيجه، دامنه*ى معادله (اشتراك ال� و ب) عبارت است
از:

  D = x ∈ R:0≤ x ≤1{ }
حال داريم:

  
2Arc cos x = − π

2
−Arcsin(1− x)

از دو طرف معادله كسينوس مى*گيريم:

  
cos(2Arc cos x) = cos(− π

2
−Arcsin(x))

  
2cos2(Arc cos x) −1= cos(

π
2
+Arcsin(1− x))

  2x2 −1= −sin(Arcsin(1− x))

  ⇒ 2x2 −1= −(1− x) ⇒ 2x2 −1= −1+ x

پس داريم:
  2x2 − x =0

و بنابراين جواب*هاى معادله عبارت*اند از:

  
x =0, x = 1

2

هردو جواب به*دست آمده در دامنـه قـرار مـى*گـيـرنـد، امـا
 صدق نمى*كند!٧هيچ*كدام در معادله*ى 

كافى است جواب*ها را در معادله*ى داده شده آزمايش كنيم:

  
x =0 :  2Arc cos0+Arcsin(1−0) =2(

π
2

) + π
2
= 3π

2
≠ − π

2

  
x =1 :  2Arc cos1+Arcsin0=2(0) + (0) =0≠ − π

2

بنابراين، معادله*ى اخير در مجموعه*ى اعداد حقيقى جواب
ندارد. به نقش بى*بديل آزمايش كردن جواب*هاى به*دست آمده

در معادله توجه كنيد.
نيز مى*توان ارائه داد. بدون حل معادله*ى راه ديگرى

  
2Arc cos x +Arcsin(1− x) = − π

2

مى*توان نشان داد كه معادله جواب ندارد. توجه كنيد كه:

  0≤ 2Arc cos x ≤ 2π و 
  
− π

2
≤ Arcsin(1− x) ≤ π

2

2Arc  حاصل جمع دو عبارت  cos x و   Arcsin(1− x)در 
صورتى برابر 

  
− π

2
 خواهد شد كه هر دو كمترين مقدار خود را

*اى را نمى*تـوان يـافـت كـه هـمxبگيـرنـد. در حـالـى كـه هـيـچ 

  2Arc cos x  شود و هم 0=
  
Arcsin(1− x) = − π

2
.

* * *
نمونه*هاى بالا كافى است تا قانع شويـم كـه در پـايـان حـل
معادله، جواب را آزمايش كنيم. حوزه*ى تعري� (يا مجموعه*ى
مقدارهاى قابل قبول براى مجهول يا به زبان سـاده، دامـنـه) و
بيرون نبودن جواب*ها از دامنه، ما را از آزمايش جواب*هايى كه

به دست مى*آوريم، بى*نياز نمى*كند.

تمرين
. معادله را حل كنيد:١

  x −13 + 3x −13 = x +13

. معادله را حل كنيد:٢

  
Arcsin x −Arcsin

x
2
= − π

3

. آيا اين معادله جواب دارد؟٣

  x +5 − x +2 =1

. اين معادله چند ريشه دارد؟٤

  
10log4x x + log x

2

x − 3 log16x x7 =0
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 برهم عمود باشند وP′ و P  اگر دو صفحـه*ى .١٣مسئله�ى 
b و a به*ترتيب به فاصله*هاى P′ و P از دو صفحه*ى Aنقطه*ى 

 تا فصل مشترك ايـن دوAباشد، ثابت كنيد فاصله*ى نقـطـه*ى 
a2  صفحه برابر است با  + b2.

حل:
الi) روش هندسى

، پاى عمود وارد ازLرا  P′ و Pفصل مشترك دو صفحه*ى 
A بر صفحه*ى P را H و پاى عمود وارد از A بر صفحه*ى ′Pرا 

هاشار
ند بين هندسه و جبر است.ندها و اتصال�ها در همه�ى رياضيات، اتصال و پيويكى از مهم�ترين پيو

NCTM عىضودهاى مواز استاندار

در اين شماره نيز اتصال و پيوند را در فضاى سه بعدى بررسى مى�كنيم.
 ـمختصاتى در آموزش هندسه، برخى از راهبردهاى مهمنكته�ى مهم:  ضمن بررسى رويكرد هندسى، رويكرد جبرى 

براى حل مسئله�هاى هندسه مانند «تحديد يا كوچك�تر كردن مسئله، مـسـئـلـه را حـل شـده فـرض كـردن، بـه كـارگـيـرى
مسئله�هاى خويشاوند براى حل يك مسئله، چگونگى به كارگيرى مكان�هاى هندسى و استفاده از روش�هاى متفاوت

آموزان به ديدگاه�هاى جديدى براى حل مسئله�هاى هندسه دست يابند. در كنيم تا دانش حل يك مسئله» را مطرح مى
 ـمختصاتى حل مى�كنيم، كليدى ضمن لازم است گفته شود، مسئله�هايى را كه با دو رويكرد هندسى و رويكرد جبرى 

) انتخاب شده�اند تا دانش�آموزان بتوانند مسأله�هاى ديگر اين٢) و هندسه�ى (١هستند و از كتاب�هاى درسى هندسه�ى (
كتاب�ها، هم�چنين مسأله�هاى ديگر از كتاب�هاى هندسه را با استفاده از اين دو رويكرد، به راحتى حل كنند.

د هندسى و جبرى ـ مختصاتىرويكر
ش هندسهدر آموز

١١
ستمى محمد هاشم ر●

HP

′P

a

AH′

B
L HP

′P

a
AH′

B

b
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′H مى*ناميم. بر دو خـط مـتـقـاطـع AH و A ′Hيك صفـحـه 
،L مى*ناميم. اين صفحه بر خط Qمى*گذرد كه آن را صفحه*ى 

 برL عمود است، زيرا P′ و Pيعنى فصل مشترك دو صفحه*ى 
AH عمود است. چون خط AH كه بر صفحه*ى P،عمود است 

 عمود مى*باشد،L و از جمله بر خط Pبر تمام خط*هاى صفحه*ى 
A بر خط Lهم*چنيـن  ′H نيز عمود است. زيرا به*دليل اين*كـه 

A ′H بر صفحه*ى ′Pعمود است، بر تمام خط*هاى اين صفحه 
 مى*باشد نيـزP′ كه يك خط از صفحـه*ى Lو از جمله بر خـط 

 عمود اسـت.Q بر صفحه*ى Lعمود است.» در نتيجه، خـط 
 مى*ناميم و ازB را L با خط Qاكنون نقطه*ى برخورد صفحه*ى 

B به Hو ′H وصل مى*كنيم. چون خط L بر صفحه*ى Qعمود 
 عمودABاست، پس بر تمام خط*هاى اين صفحه و در نتيجه بر 

 از فصـلA فاصله*ى نقـطـه*ى ABاست. در نتيجه، پـاره*خـط 
 است. يعنى پاره*خطى است كـهP′ و Pمشترك دو صفحـه*ى 

AB  مى*خواهيم ثابت كنيم اندازه*ى آن  = a2 + b2.است 
، فصل مشـتـرك دوL بر خـط Qاز عمود بودن صفـحـه*ى 

HB̂ نتيجه مى*شود كه زاويه*ى P′ و Pصفحه*ى عمود بر هم  ′H

P′ و Pزاويه*ى مسطحه*ى فرجـه*ى حـاصـل از دو صـفـحـه*ى 

HB̂  است. چون اين دو صفحه برهم عمودند، پس  ′H =900

AHB̂است. از طرف ديگر، در چهارضلعى  ′H ،  ̂H =900، 
  ̂ ′H HB̂   و 900= ′H  اسـت. پـس زاويـه*ى چـهـارم ايــن900=

HÂ  چهارضلعـى يـعـنـى  ′H  و چنين معـنـى مـى*دهـد كـه900=
چهارضلعى موردنظر مستطيل است. در اين مستطيل، بـنـا بـه

A و AH=aفرض مسئله، دو ضلع  ′H = b،هستند. بنابراين 
AH  اندازه*ى قطر آن  = a2 + b2.و حكم مسئله درست است 

 را كه برL و خط A نقطه*ى تعريi فاصله�ى نقطه از خـط.
A نمى*گذرد، در نظر مى*گيريـم. اگـر از A صفحـه*ى Qرا كه 

 عمود كنيم تـا ايـن خـط را درLمنحصر به*فـرد اسـت،بـر خـط 
 را فاصلـه*ىAB قطع كند، اندازه*ى پـاره*خـط Bنقطه*ى ثابـت 

 مى*نامند.L از خط Aنقطه*ى 

 ازA باشد، فاصله*ى L روى خط A اگر نقطه*ى نكته:
L.را مساوى صفر تعري� مى*كنيم 

P′ و P هرگاه دو صفحه*ى زاويه�ى مسطحه�ى يك فرجه.

 يكديگر را قطع كنند، چهار فرجه پديد مى*آيد كـه دوLدر خط 
به دو متقابل به رأس*اند. در واقع، هر دو نيـم*صـفـحـه بـا مـرز

 يك فرجه پديد مى*آورند كـه شـكـل، يـكـى از ايـنLمشـتـرك 
فرجه*ها را نشان مى*دهد.

 راL نمايش مى*دهـنـد. P ـ L ـ P′اين فرجه را به*صـورت 
 را دو وجه فرجه مى*نامند. به همين*دليل،P′ و Pيال فرجه و  

فرجه را زاويه*ى دووجهى نيز مى*نامند.
 راOy و Ox دو خـط L واقـع بـر Oاكنـون اگـر از نـقـطـه*ى 

 رسم كنيم، يعنىL عمود بر P′ و P به*ترتيب در دو صفحه*ى 
Ox ⊂ P ،Ox⊥ L ،Oy ⊂ ′P و Oy⊥ Lدر ايـن صــورت ، 
 ـP′ را زاويه*ى  مسطحه*ى فرجه*ى xoyزاويه*ى   Lـ   Pمى*توانيم 

 عمودL، صفحه*اى بر L واقع بر Oاز يك نقطه*ى اختيارى مانند 
 وOx را به ترتيب در فصل مشترك P′ و Pكنيم تا صفحه*هاى 

Oy قطع كند. زاويه*ى xoy زاويه*ى مسطحه*ى فرجه*ى ′P ـ L

 است. بديهى است كه اندازه*ى ايـن زاويـه*ى مـسـطـحـه*ىPـ 
  بستگى ندارد. يعنى اگـرL روى يال Oفرجه، به*جاى نقطه*ى 

 عمودL، صفحه*اى بـر L واقع بر O′از نقطه*ى ديگرى ماننـد 
O′ را در P′ و Pكنيم تا در صـفـحـه*ى  ′x و ′O ′y،قطع كـنـد 

x′زاويـه*ى  ′o ′y نيز زاويه*ى مسـطـحـه*ى فـرجـه*ى ′P ـ L ـ P

xôyاست. يعنى  = ′x ˆ ′o ′y.است 

از تعري� بالا نتيجه مى*شـود كـه اگـر فـرجـه*ى نكتـه:
′P ـ L ـ P و نقطه*ى Aدرون اين فرجه و غير واقـع بـر 

L

P′P
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سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز٢٥
٤  شمـــاره	ى	

١٣٨٩تابستان

 داده شـده بـاشـد و از ايـن نـقـطــهP′ و Pدو صـفـحـه*ى 
 وO را در L رسم كنيـم تـا يـال L بـر Qصفحه*اى مـانـنـد 

 قطع كنـد، زاويـه*ىOy و Ox را در P′ و Pصفحه*هـاى 
xôy همان زاويه*ى  مسطحه*ى فرجه*ى ′Pـ   Lـ   P.است 

A و عمودP را بر صفحه*ى AH عمود A اگر از نتيجه: ′H

HA فرود آوريـم، صـفـحـه*ى P′را بـر صـفـحـه*ى  ′Hهـمـان 
 رسم مى*شود و اگـرL عمود بـر يـال Aصفحه*اى اسـت كـه از 

Ox را به*ترتيب P′ و Pفصل مشترك اين صفحه با صفحه*هاى 

P زاويه*ى مسطحـه*ى فـرجـه*ى xôy بناميـم، Oyو  − L − ′P

است.

HAبه*علاوه، به*دليل محاطى بودن چهـارضـلـعـى  ′H B،
Ĥ  چون  = ˆ ′H Ĥ   و در نتيـجـه 900= + ˆ ′H  است، پـس1800=

  HÂ ′H +HÔ ′H HÂ، يعنى دو زاويه*ى 1800= ′H و HÔ ′H

مكمل يكديگرند.

شى ديگراثبات هندسى با رو
 مى*ناميم.از نقطه*ىL را P′ و Pفصل مشترك دو صفحه*ى 

A صفحه*ى Q را عمود بر خط L رسم مى*كنيم و محل تلاقى Q

 همان فاصله*ى نقطه*ىAB مى*ناميم. طول پاره*خـط B را Lبا *
A از L فصل مشترك دو صفحـه*ى ،P و ′P است. خط Lدر 

P هم بر صفحه*ى Q است، پس صفحه*ى P′ و Pدو صفحه*ى 

 عمود است.P′و هم بر صفحه*ى 

A و عمود P را بر صفحه*ى AH عمود Aاز نقطه*ى  ′Hرا بر 
 وAH=a رسم مى*كنيم. مى*دانيم كه بنا به فـرض P′صفحه*ى 
A ′H = b شكل ال�). ( استAH و A ′H در صفحه*ى Qقرار 

دارند، زيرا مى*دانيم اگر دو صفحه*ى برهم عمـود بـاشـنـد و از
يك نقطه* واقع در يك صفحه، عمودى بر صفحه*ى ديگر رسم
كنيم، آن خط به تمامى در آن صفحه قرار مى*گيرد (شكل ب).

H′ خط P′ و Qفصل مشترك دو صفحـه*ى  bاست كه بـر 
 سه صفحه*ى دو بهQ و P ،′P عمود است، زيـرا Pصفحه*ى 

دوى عمود بر هم هستند و مى*دانيم كه اگر دو صفـحـه بـر يـك
صفحه عمود باشند، فصل مشتركشان هم بر آن صفحه عـمـود

است (شكل پ).

H′از عمـود بـودن  b بر صـفـحـه*ى Pنتـيـجـه مـى*شـود كـه 
  ′H B̂H AHB است. چهارضلعى 900= ′H كه در صفحه*ى Q

اســت، ســه زاويــه*ى قـــائـــمـــه دارد كـــه عـــبـــارت*انـــد از
  ′H B̂H = Ĥ = ˆ ′H . پس اين چهـارضـلـعـى مـسـتـطـيـل900=

A و AH=aاست. ضلع*هاى مجـاور ايـن مـسـتـطـيـل  ′H = b

AB  هستند. پس اندازه*ى قطر آن  = a2 + b2است كه همان 
 وP فصل مشترك دو صفـحـه*ى L از خـط Aفاصله*ى نقطـه*ى 

′P.است و حكم مسئله درست است 

 به فاصله*ىA و نقطه*ى P′ و P دو صفحه*ى عمود برهم .١مثال
 قـرار دارد.P′ از صفحـه*ى ٦ و به فاصلـه*ى P از صفحـه*ى ٨

 از فصل مشترك اين دو صفحه را تعـيـيـنAفاصله*ى نقـطـه*ى 
كنيد.

a   با توجه به مسئله*ى حل شده، حل: = b   و 8 =  است.6
پس فاصله*ى خواسته شده برابر است با:

  AB = a2 + b2 = 82 +62 = 64+ 36 = 100 =10 (iشكل ال)
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سطهمتو

٢٦ دهمدوره	ى		نوز
٤شمـــاره	ى	

١٣٨٩تابستان 

 داده شده*اند. نقطه*ىP′ و P دو صفحه*ى عمود برهم .٢مثال
A از خـط ٢٥ به فاصـلـه*ى Lفصل مشترك ايـن دو صـفـحـه ،

 واقع است.P از صفحه*ى ٢٤محسوب مى*شود و به فاصله*ى 
 را تعيين كنيد.P′فاصله*ى اين نقطه از صفحه*ى

a  )، ١٣ با توجه به مسئله*ى حل شده (مسئله*ىحل:  =24

a2  و  + b2  است.25=
بنابراين داريم:

  242 + b2 =25 ⇒ 576+ b2 = 625 ⇒ b2 = 49 ⇒ b = 7

P′ از صفحه*ى Aفاصله*ى نقطه*ى 

L با فصل مشـتـرك P′ و P دو صفحه*ى عمود بـرهـم .٣مثال

داده شده*اند. مكان هندسى نقطـه*اى از فـضـا را بـيـابـيـد كـه از
 به فاصلـه*ىP′ و از صفحه*ى a به فاصله*ى معلوم Pصفحه*ى 

 باشد.bمعلوم 

 مى*دانيم، مكان هندسى نقطه**اى از فـضـا كـه از يـكحل: 
 قرار دارد، دوa به فاصله*ى معلوم Pصفحه*ى داده شده ماننـد 

 از آن است. كه درa و به فاصله*ى Pصفحه*ى موازى صفحه*ى 
P2   و P1  دو طرف اين صفحه قرار دارنـد. ايـن دو صـفـحـه را 

مى*ناميم. هم*چنين، مكان هـنـدسـى نـقـطـه*اى از فـضـا كـه از
 واقع اسـت، دوb به فاصله*ى معلوم P′صفحه*ى داده شده*ى 

 از آن و در دو طرفb به فاصله*ى P′صفحه*ى موازى صفحه*ى 
 مـى*نـامـيـم. فــصــلP2′   و P1′  آن اسـت. ايـن دو صـفـحــه را 

مشترك*هاى اين چهار صفحه را كه دو به دو عمـود بـرهـم نـيـز
 مى*ناميم. اين چهار خط جوابL4   و L1 ،  L2،  L3  هستند، 

 نيـزP′ و P فصل مشترك دو صفحـه*ى Lمسئله*اند كه بـا خـط 
موازى هستند.

ب) اثبات به روش جبرى ـ مختصاتى
a به فاصله*ى A و نقطه*ى P′ و Pدو صفحه*ى عمود بر هم 

 داده شده*انـد.P′ از صفحه*ى b و به فاصلـه*ى Pاز صفحـه*ى 
 از فصل مشتركAمى*خواهيم ثابت كنيم كه فاصله*ى نقطـه*ى 

a2   مى*ناميم، مساوى L كه آن را  P′ و Pدو صفحه*ى  + b2

است.

 ـمختصاتى، نخست بايد براى حل مسئله يا رويكرد جبرى 
يك دستگاه مختصات مناسب در فضا انتـخـاب كـنـيـم. بـراى

 عمودP بر A (خطى كـه از AHاين*كار، صفحه*ى گذرنـده بـر 
Aشده است) و  ′H ) خطى كـه ازA بر صفحه*ى Pعمود شـده 

P′ و P مى*ناميم. اين صفحه، بر دو صفـحـه*ى P′′است) را 

 سه صفـحـه*ى دوبـه*دوىP′′ و P،′Pعمود اسـت. در واقـع 
O را L با خـط P′′عمود برهم عمود هستند. نقطه*ى برخـورد 

O و OHمى*ناميم و خط*هاى  ′Hرا رسم مى*كنيم. سه*خط L،
O ′H و O ′Hرا روى اين سه خط درنظر مى*گيريم. براى مثال 

Ox را رو خــط L ،Oy را روى خــط OH و Oz را روى O ′H

 بـه مـخـتــصــاتAمـى*گـيـريـم. در ايـن صـورت، نـقــطــه*ى 
  A = (0, b, a) است. با توجه بـه ايـن*كـه پـاره*خـط AOهمـان 

 وP، فصل مشترك دو صفحه*ى  L از خط Aفاصله*ى نقطه*ى 
′P:است، پس داريم 

  A = (0, b, a),O = (0,0,0) ⇒ AO = x2 + y2 + z2

        = 0+ b2 + a2 ⇒ AO = a2 + b2

پس حكم مسئله درست است.

 اگر در روش اثبات جبرى ـ مـخـتـصـاتـى،.١نكـتـه�ى
xoz وxoy را به ترتيب صـفـحـه*ى P′ و Pصفحه*هـاى 

 را صفحه*اى غـيـر ازyozاختيار كنيم،  امـا صـفـحـه*ى 
HA ′H اختيار كنيم، يعنى صفحه*اى مانند ′′Pبگيريم 
 به مختصات زير خواهند بود:A) نقطه*ى ١(شكل 

A = (x, b,a)

 راAدر اين صورت، اگر پاى عمود رسم شـده از 
XB است P′ و Pكه روى فصل مشترك دو صفحه*ى 
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سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز٢٧
٤  شمـــاره	ى	

١٣٨٩تابستان

 به مختصات زير خواهد بود:Bبناميم، نقطه*ى 
B = (x,o,o)

 برابر است با:ABو از آن*جا، طول پاره*خط 

  AB = (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2

  = (x − x)2 + (b −0)2 + (a −0)2

  ⇒ AB = o + b2 + a2 = a2 + b2 ⇒ AB = a2 + b2

به*طورى كه ديده مى*شود، محاسبه كمى طولانى*تر
و مشكل*تر مى*شود.

 اگر دستگاه مختصات قائم را در حالت كلى.٢نكته�ى
يك از صفحه*هاى مختصات در نظر بگيريم، يعنى هيچ

 منطبـق نـبـاشـنـد، مـحـاسـبـهP′ و Pبر صـفـحـه*هـاى 
طولانى*تر و مشكل*تر خـواهـد بـود. در ايـن حـالـت،

  A(x1, y1, z1) و دو صفحه*ى P و ′P:به معادله*هاى 
  P:  ax + by + cz + d =0 ,  ′P :  ′a x + ′b y + ′c z + ′d =0

a  با شرط  ′a + b ′b + c ′c  خواهند بود.0=
 وP فصل مشترك دو صفحه*ى dبا اين فرض خط 

′P:به معادله*ى زير خواهد بود 

  

ax + by + cz + d =0

′a x + ′b y + ′c z + ′d =0

a ′a + b ′b + c ′c =0







P از صفحـه*ى Aدر اين حالت، فاصله*ى نقطـه*ى 

  
AH =

ax1 + by1 + cz1 + d

a2 + b2 + c2
= aو فاصله*ى نقطـه*ى 

A از صـفـحـه*ى ′P 
  
A ′H = ′a x1 + ′b y1 + ′c z1 + ′d

′a 2 + ′b 2 + ′c 2
= b

خواهد بود.
، محل برخوردBاز طرف ديگر، مختصات نقطه*ى 

HAصفحه*ى ′H ) يا همان صفحـه*ىQكه در راه حـل 
هندسى ديديم) بايد محاسبه شود و سپس طول پاره*خط

AB به*دسـت آيـد و ثـابـت شـود كـه   AB = a2 + b2

، بايـدQاست. اما براى نوشتن معادلـه*ى صـفـحـه*ى 
نمودار نرمال اين صفحه را به*دست آوريم. ايـن بـردار

قائم، از دستور زير محاسبـه*ى بـار 
  

r
Vp ∧

r
V ′p.است 

يعنى داريم:

  

r
VQ =

r
Vp ∧

r
V ′p =

r
i

r
j

r
k

a b c

′a ′b ′c

a  البته شرط  ′a + b ′b + c ′c  را نيز همواره بايـد0=
در نظر داشته باشيم.

به*طورى كه ديده مى*شود، حل مسئله با انـتـخـاب
اين دستگاه مختصات قائم در فضا، خيلى طولانى*تر و
مشكل*تر از اولين *را*ه*حل جبرى مختصاتى است كه در

 (صفحه*اى كه ازQ و صفحه*ى P′ و Pآن صفحه*هاى 
A بر دو صفحـه*ى P و ′Pرا به عنوان) عمود مى*شود 

صفحه*هاى مختصات اختيار كرده بوديم.

به*طورى كه ديده مى*شود، انتخاب دستگاه مختـصـات در
 ـمختصاتى، از اهميت فراوانى برخوردار است. راه*حل جبرى 
براى هر يك از روش*هاى ذكر شده*ى جبرى ـ مختصاتى،
مثال*هايى مى*توان مطرح كرد. ما براى آخرين حالـت، يـعـنـى
حالتى كه دستگاه مختصات را در حالت كلى گرفته*ايم، مثالى

ذكر مى*كنيم.

 دو صفحه*ىمثال:
   ′P :  x −2y +4 =0 ,  P:  2x + y −2z −2 =0

A  داده شـده*انـد، اگـر نـقـطـه*ى  =  و فـاصـلـه*ى(1,4−,2)
 از صفحه*ىA و فاصله*ى نقطه*ى a را با P از صفحه*ى Aنقطه*ى 

′P را با b نمايش دهيم، ثابت كنيد. فاصـلـه*ى نـقـطـه*ى Aاز 

)١(شكل 

′P

H′ A

′

b

b

b H
B

a

y

a

Oa

P
H′

A
′

HB

y

z

O

L

r
k

P

x

z

x

r
i r

j
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 بـرابـرP′ و P، يعـنـى فـصـل مـشـتـرك دو صـفـحـه*ى Lخـط 

  a2 + b2.است 
  شرط عمود بودن دو صـفـحـه بـرقـرار  اسـت، زيـراحـل:

داريم:
    
r
VP = (2,1,−2)  ,  

r
V ′P = (1,−2,0) ⇒

r
VP .

r
V ′P

     = (2)(1) + (1)(−2)(−2)(0) =2−2 =0

  ⇒
r
VP ⊥

r
V ′P ⇒ P⊥ ′P

 راP′ و Pاكنون معادله*ى فـصـل مـشـتـرك دو صـفـحـه*ى 
به*دست مى*آوريم. داريم:

  

P:

′P :

2x + y −2z −2 =0

x −2y +4 =0




⇒ L:  
x
4
= y −2

2
= z

5

، از دستورL از خط Aبراى به*دست آوردن فاصله*ى نقطه*ى 

  

AB = |AM
→

∧ L|
→

L1

   استفاده مى*كـنـيـم كـه در آن بـردار →
r
Lبـردار 

 است. داريم:L نقطه*اى دل*خواه متعلق به M و Lهادى خط 
  M = (0,2,0) ∈ L  ,  A = (2,−1,4)

  ⇒ AM =
→

(2,−3,4)  ,  L
→
= (4,2,5)

    

⇒ AM
→

∧ L
→
=

r
i

r
j

r
k

2 3 4

4 2 5

= −23
r
i −6

r
j +16

r
k

  ⇒ AM
→

∧ L
→
= (−23,−6,16)

  ⇒ AM
→

∧ L
→
= (−23)2 + (−6)2 + (16)2 = 821  ,

  
L
→
= 16+4+25 = 45 ⇒ AB = 821

45
= 821

45

 راP′ و P از صفحـه*هـاى Aاكنون فاصـلـه*هـاى نـقـطـه*ى 
به*دست مى*آوريم:

  
AH = a = 4−1−8 −2

4+1+4
= 7

3
 ,  A ′H = b = 2+2+4

1+4
= 8

5

  
a2 + b2 = 49

9
+ 64

5
= 821

45
= AB

پس حكم درست است.

جواب ١ : انداختن سكه در قايق، زيرا سكه در آب به اندازه*ى حجمش آب
را تغيير مى*دهد، در حالى*كه در قايق به اندازه*ى آب هم وزنش آن*را جا*به*جا
مى*كند، و از آن*جا كه سكه*ى فلزى از آب سنگين*تر است، سكه بيش*تر از

آب هم حجمش وزن دارد.
جواب ٢:  با تخصيص اسماعيل در صندلى ته ميز، چهار شـخـص مـذكـور

مى*توانند تنها به اين طريق بنشينند:
اصغرـ اسمال ـ اصلان ـ اسماعيل

در نتيجه، اسمال بقال است، و اصلان سيگار فروش، و اصغر نانوا.

در  استخرى يك قايق لاستيكى باد شده انداخته�ايم. كدام عمل سطح آب. ١
را بالاتـر مـى�آورد: انـداخـتـن سـكـه�اى درون قـايـق، يـا انـداخـتـن

سكه�اى در آب؟

اب، رئيس كميته�ى مغازه�داران خيابان، كه شـامـل بـقـال،ّاسماعيل قـص. ٢
نانوا، و سيگار فروش نيز هست، مى�باشد. تمام آن�ها دور ميزى نشسته�اند.

ـ اسماعيل سمت چپ اسمال نشسته است.
ـ اصغر سمت چپ بقال نشسته است.

ـ اصلان كه مقابل اسمال است نانوا نيست.
ـ اصغر چه دكانى دارد؟

تفريح انديشه
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در كشور انگلستان
١٩٩٩سال

هاى مختل� جهانمسائل مسابقات رياضى در كشور

قىشنگ شر هو●

ياضىالمپياد"ر

................................................................................................ مسائل
 است و وعدد سن همه�ى١٦ و ٢ من چهار فرزند دارم. سن هر يك از آن�ها به واحد سال، عددى طبيعى، بين يا مساوى .١

آن�ها متمايز است. يك سال قبل، مربع سن بزرگ�ترين بچه، مساوى مجموع مربع�هاى سن سه�تاى ديگر بود و يك سال
بعد، مجموع مربع�هاى سن بزرگ�ترين و كوچ�ترين بچه�ها، مساوى مجموع مربع�هاى سن دو بچه�ى ديگر خواهد شد.
آيا با اين اطلاعات، مى�توان سن بچه�ها را به�صورت يكتا مشخص كرد و همه�ى حالت�هاى ممكن براى سن آن�ها را به�دست

اورد.
) روىBو A  (متمايز از p است. نقطه�ى متغير Bو A  و بين AB  نقطه�ى ثابتى روى X مفروض است و AB دايره�اى به قطر.٢

�tan AP̂X، نسبت p قرار دارد. ثابت كنيد به ازاى هر نقطه�ى ABنيم�دايره�ى به قطر 

tan  PÂX
 همواره مقدار ثابتى دارد.

 داشته(x,y) سه جواب در مجموعه�ى اعداد طبيعى به�صورت ً بيابيد كه معادله�ى زير دقيقاC مقدارى ثابت و طبيعى براى .٣
باشد:

  xy2 − y2 − x + y = c

 عدد طبيعى باشد:n مجموعه�اى شامل نخستين Sn فرض كنيد، n براى هر عدد طبيعى .٤
  Sn = 1,2,3,4,..., n −1, n{ }

ىتاحيضوت نيا زا شيپ ،ناتسلگنا ىضاير ىاهدايپملا ى�هرابرد
رد .ميا�هدروآ ∞٦ و ٥٢ ىاه�هرامش رد ار اه�نآ زا ىلئاسم و ميا�هداد

∞٦ ى�هرامش رد و ∞∞∞٢ لاس ىضاير دايپملا لئاسم ،٥٢ ى�هرامش

،نينچ�مه .ميدروآ ار ٢∞∞٢ و ١∞∞٢ ىاه�لاس لئاسم زا ىبختنم
ـنيا ىضـاير داـيپـملا ىرازگـرب ىـگنوـگچ دروم رد ـزين ـىتاـحيضـوت

نيا ـىضاير ىـاهدـايـپملا ـلئـاسم ،مـوش ـىم روآداي .ـميداد روـشك

،تاقباسم نيا ىرازگرب ى�هوحن ى�هرابرد ىبلاطم هارمه هب ،روشك
ىضاير دايپملا ى�هتيمك تسرپرس ،رنيدرـاگ�ىنوت ملق هب ىباتك رد
ـهك ـتسا هـدش ـهـمجـرت هـدنرـاـگن ـطسـوت و ىروآدـرگ ،رـوـشك ـنيا
لئاسم ،هرامش نيا رد ١.تسا هدرك رشتنم ار نآ هسردم تاراشتنا

اب هاـرمه ار )مود و لوا ىـاهرود لئـاـسم زا ىـبخـتنم( ١٩٩٩ لـاس
.ميروآ�ىم اه�نآ لح�هار
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حل مسائل

  
⇒

(a −1)2 − (b −1)2 = (c −1)2 +4

(a +1)2 − (b +1)2 = (c +1)2 −16







  

⇒
(a −1) − (b −1)[ ]  (a −1) + (b −1)[ ] = (c −1)2 + 4   

(a −1) − (b +1)[ ]  (a +1) + (b +1)[ ] = (c +1)2 −16







  
⇒

(a −1)(a + b −2) = (c −1)2 +4

(a −1)(a + b +2) = (c +1)2 −16







aو با فرض  − b = x و a + b = y:شود� نتيجه مى

  

x(y +2) = (c +1)2 −16

x(y −2) = (c −1)2 +4







6  و با توجه به فرض  ≤ c  كافى است مقادير متفاوتى به14≥
c جـا�c   به ازاى ً را بيابيم؛ مـثـلاb و x ،y ،a بدهيم و از آن =6

نتيجه مى�شود:

  

x(y +2) =22

x(y −2) =29




و از تقسيم دو رابطه�ى بالا نتيجه مى�شود:

  

y +2
y −2

= 33
29

⇒ 33y −66 =29y +58 ⇒ y = 31,x =1

  
⇒

a + b = 31

a − b =1




⇒ a =16, b =15

(a,b,c,d)  و جواب  =  به�دست مى�آيد كه قابل(16,15,6,3)
قبول است.
c  به ازاى  =  نتيجه مى�شود:7

 را به�صورت اجتماع دو زيرمجموعه�ى جدا از هم و ناتهى نشان داد، به�طورى كـهSn مى�توان n            به ازاى چه مقدار 
مجموع اعضاى زيرمجموعه�ى يكسان باشد؟

p   صادق در رابطه�ى r و p ،q عددهاى حقيقى و نامنفى .٥ + q + r  مفروض�اند. ثابت كنيد:1=
  7(pq + qr + rp) ≤2+9pqr

3n2   همه�ى عددهاى طبيعى به فرجه�ى .٦ + n  را در نظر بگيريد.1+
) اين�گونه عددها چيست؟∞١كوچك�ترين مقدار براى مجموع ارقام (در مبناى 

d و a ،b،c اگر سن بچه�ها را به ترتيب از بزرگ به كوچك، .١

در نظر بگيريم، خواهيم داشت:
  16 ≥ a > b > c > d ≥2

  

(a −1)2 = (b −1)2 + (c −1)2 + (d −1)2

(a +1)2 + (d +1)2 = (b +1)2 + (c +1)2






  

و با تفريق رابطه�ى پايين از بالا نتيجه مى�شود:
  4a + d2 +2d +1= 4b +4c − d2 +2d −1

  ⇒ 2d2 +2 = 4(b + c − a) ⇒ d2 +1=2(b + c − a)

d  بنابرايـن، 
2 d   زوج و در نتيجه 1+

 هم فردd فرد و لـذا 2

اسـت. هـم�چـنـيـن، نـتـيـجـه� مـى�شــود 
  
b + c − a = d2 +1

2
 و

aچون > b پس c > b + c − a :در نتيجه .
  
c > d2 +1

2
 و چون

d فرد است، پس حداقل مـقـدار d جا٣ مسـاوى� است. از آن

  
c > 9+1

2
=  است.٦ نيز مساوى c، يعنى حداقل مقدار 5

d  حال اگر  =  باشد، 5
  
c > 25 +1

2
Minc   و لذا 13= =14

b   نـيـز عـددى بـه غـيــر از b و aو بـراى  a   و 15=  بـاقــى16=
نـمـى�مـانـد. پــس در ايــن حــالــت، جــواب مــنــحــصــر بــه

(a,b,c,d)  فرد =  به�دست مى�آيد كه در معادلات(16,15,14,5)
بالا سوق نمى�كنند.

d،  dپس، تنها جواب قابل قبول براى  =  است و از آن�جا3
نتيجه مى�شود:

  

(a −1)2 = (b −1)2 + (c −1)2 +4

(a +1)2 +16 = (b +1)2 + (c +1)2






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x(y +2) = 48

x(y −2) = 40




⇒ y +2
y −1

= 6
5

⇒ y =22,x =2

  
⇒

a + b =22

a − b =2




⇒ a =12, b =10

(a,b,c,d)  و جواب  =  به�دست مى�آيد كـه آن(12,10,7,3)
هم قابل قبول است.

c  به ازاى  =  نتيجه مى�شود:8

  

x(y +2) =65

x(y −2) = 53




⇒ y +2
y −2

= 65
53

⇒ y = 59
3

yكه غيرقابل قبول اسـت، زيـرا بـايـد  ∈ |N به ازاى   c =9

خواهيم داشت:

  

x(y +2) = 84

x(y −2) =68




⇒ y +2
y −2

= 21
17

⇒ y =19,    x = 4

  
⇒

a + b =19

a − b = 4




⇒ a = 23
2

,   b = 15
2

bكه غيرقابل قـبـول اسـت، زيـرا بـايـد  ∈ |N و  aبه همـيـن 
، جواب قابل قبولى به�دستcترتيب، به ازاى هيچ مقدار ديگر از 

نمى�آيد و جواب�ها با يكى از شرايط اصلى مسئله، يعنى طبيعى
a و نيز شرط a و b,c,d,x,yبودن  > b > c > d .تناقض دارد

 و١٦پس مسئله تنها دو دسته جواب دارد و بچه�ها به ترتيب 
 سال دارند.٣ و ٧ و ∞١ و ١٢ سال، يا ٣ و ٦و ١٥

AP̂Xمطابق شكل . ٢ = α و PÂX = β.اند� نام�گذارى شده

 داريم:APXمطابق قضيه�ى سينوس�ها، در مثلث 

)١(AX
PX

= sinα
sinβ

α̂  هم�چنين، واضح است كه  + β̂  و در نتيجه:90°=
  θ =90− α ⇒ cosα = sinθ

 داريم:PXBو به كمك قضيه�ى سينوس�ها در مثلث 

)٢( 
  

BX
PX

= sinθ
sin B

= cosα
sin(90−β)

= cosα
cosβ

 خواهيم داشت:٢ بر رابطه�ى ١و از تقسيم رابطه�ى 

                مقدار ثابت
AX
PX
BX
PX

=

sinα
sinβ
cosα
cosβ

⇒ tgα
tgβ

= AX
BX

=

x   با فرض .٣ = t  رابطه� به صورت زير ساده�تر مى�شود:1+
  (t +1)y2 − y2 − (t +1) + y = c

  ⇒ ty2 − t −1+ y = c ⇒ t(y −1)(y +1) + (y −1) = c

  ⇒ (y −1)(ty + t +1) = c

c  حـال بـا فــرض  y   نـتـيـجـه مـى�شــود 1=  هـر دوt و (1−
نامنفى�اند):

  

y −1=1

ty + t +1=1




⇒ y =2, t =0⇒ x =1 

 به�دست مى�آيد.(x,y)به اين ترتيب، تنها يك جواب براى 
c  با فـرض  (x,y)  ، تنهـا يـك جـواب قـابـل قـبـول 2= = (1,3)

به�دست مى�آيد.
 را طورى اختيار كنيم كه سه جواب متمايز بـراىcپس بايد 

  y ty   و 1− + t به�دست آيد و از آن�جا سه جواب متمايز براى 1+
(x,y) پيدا شود. يعنى بايد cرا طورى انتخاب كرد كه حداقل 

به سه صورت به حاصل�ضرب دو عامل قابل تبديل بـاشـد. بـه
c  ازاى  =  داريم:4

  

y −1= 4

ty + t +1=1




 يا 
  

y −1=2

ty + t +1=2




 يا 
  

y −1=1

ty + t +1= 4




(x,y)  كــه از اولــى جـــواب  =  و از ســوى جـــواب(2,2)
  (x,y) =  به�دست مى�آيد، ولى از دومى جواب قابل قبولى(1,5)

به دست نمى�آيد: 
  
(t = 1

4
c  . به ازاى (  داريم:6=

  
(2)

y −1= 3

ty + t +1=2




 يا 
  
(1)

y −1=6

ty + t +1=1




  
(4)

y −1=2

ty + t +1=6




 يا 
  
(3)

y −1=2

ty + t +1= 3




 يا

(x,y)  كه از جـواب  =  به�دست آمده است و از بقـيـه (1,7)
c  جواب قابل قبولى به�دست نمى�آيد.به ازاى  =  داريم:8

  
(2)

y −1= 4

ty + t +1=2




 يا 
  
(1)

y −1= 8

ty + t +1=1




  
(4)

y −1=1

ty + t +1=1




 يا 
  
(3)

y −1=2

ty + t +1= 4




 يا

P

O
A B

x

α

β

θ
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(x,y)  كه باز هم فقط از دستگاه جواب قابل قـبـول  = (1,9)

c  پيدا مى�شود. به ازاى   نيز تنها يك جواب به�دست مى�آيد.9=
c  ولى به ازاى   داريم:10=

  
(2)

y −1=2

ty + t +1= 5




 يا 
  
(1)

y −1=1

ty + t +1=10




  
(4)

y −1=10

ty + t +1=1




 يا 
  
(3)

y −1= 5

ty + t +1=2




 يا

(x,y)  از دستگاه، جواب قابل قبول  = ٢، از دستگاه (4,2)
(x,y)  جواب قابل قبول  =  و از دستگاه جواب قابل قبول(2,3)

  (x,y) =  جواب قابل٣ به�دست مى�آيد. ولى از دستگـاه (1,11)

قبولى به�دست نمى�آيد 
  
(t = 1

7
. به اين ترتيب نتيجه مى�شود كه(

  c =10.
 مساوى Sn بديهى است، مجموع اعضاى .٤

  

n(n +1)
2

 است.
Snپس اگـر  = A ∪ Bبا توجه به شرط مسـئـلـه، مـجـمـوعـه ،

 بايد مساوى B و Aاعضاى هر دو مجموعه�ى 
  

n(n +1)
4

 باشند.

n   و nپس بايد يـكـى از دو عـدد   باشند. يـعـنـى٤ مـضـرب 1+
  n = 4k  يـا  n = 4k −1 n) و   n  هـر دو نـمـى�تــوانــنــد زوج1+

باشند). نشان مى�دهيم به ازاى هر دوى اين حالت�ها، همواره
B و A را به�صورت اجتماع دو مجموعه�ى مناسب Snمى�توان 

n  نوشت. اگر  = 4k باشد، در اين صورت مجموع اعضاىA

بـــايــــد   مــــســــاوى   
  

4k(4k +1)
4

= 4k2 + kبـــاشــــد   و   

  Sn =  1,2,3,...,4K{ . حـــال بـــا تــــوجــــه بــــه اتــــحــــاد{
  1+ 3 +5+...+(2n −1) = n2 )ى�كه به سادگى به كمك قضـيـه

استقراى رياضى ثابت مى�شود)، داريم:
  1+ 3 +5+...+(4k −1) = (2k2) = 4k2

 است.4k2   مساوى Snيعنى مجموع همه�ى افراد فرد عضو 
 خود زوج باشد، مـجـمـوع اعـضـاى مـجـمـوعـه�ىkحال اگـر 

  
A = 1,3,5,...,4k−1, k{ 4k2   مساوى { + k� است و در نتيجـه

Bبـا فـرض  = Sn − A مـجـمـوعـه اعـضــاى ،Bهـم مـسـاوى 
  4k2 + k شود� زير مجموعه�هاى مطلـوبB و Aچـرا؟) و (مى

 فـرد بـاشـد، يـعــنــى جــزو عــددهــاىkهـسـتـنــد. امــا اگــر 
  4k −1, ...,5,  باشد، چه بايد كرد؟ در اين حالت نيز جـاى3,1

k  نگرانى وجود ندارد و كافى است عدد   را كه زوج است،1+

 را از آن خارج كنيم. يعنى:١ و Aوارد 
  A = 3,5,7, ..., k, ...,4k −1, k +1{ }

A ،  4k2حال مجموع اعضاى  + k چرا؟) و در نتيجه( است
B = Sn − A و A و Bآينـد. در حـالـت ديـگـر كـه� به�دست مى
  n = 4k  باشد، به طريق مشابه، مسئله حل مى�شود. در اين1−

Sn  حالت، مجموع تمام اعضـاى  = 1,2, 3, ...,4k −1{  برابـر{
است با: 

  

n(n +1)
2

=2k(4k  و بنابراين، مجموع اعضاى(1−

A و B بايد مسـاوى   k(4k 4k2   و يـا (1− − kتـوان� باشد و مى
4k2  نوشـت:  − k = (2k −1)2 + 3k  و با توجه به تـسـاوى1−

  1+ 3 + 5+...+(2n −1) = n2:داريم ،
  1+ 3 + 5+...+(4k − 3) = (2k −1)2

3k  حال اگر   فرد باشد)، كافى استkيعنى ( زوج باشد 1−
4k   به غير از Smتمام عددهاى فرد  3k   را به همراه عدد 1− −1

در يك مجموعه قرار دهيم:
  A = 1, 3,5, ...,4k − 3, 3k −1{ }

4k2   مساوى Aاكنون روشن است كه مجموع اعضاى  − k

Bاســت. در نــتـــيـــجـــه بـــا فـــرض   = Sn − A ،A و Bدو 
3k  زيرمجموعه�ى مطلوب هستنـد. اگـر هـم  k( فرد باشـد 1−

 خارج وA را از ١زوج باشد)، در اين�صورت كافى است عدد 
 را جاى�گزين آن كنيم:3k  عدد زوج 

Bدر ايــــن صــــورت، بـــــا فـــــرض  = Sn − A ،A و B

زيرمجموعه�هاى مطلوب هستند (چرا؟)
n  بنابراين، پاسخ مـسـئـلـه ايـن اسـت كـه بـه ازاى  = 4kو 

  n = 4k  مسئله همـواره جـواب دارد. لازم بـه ذكـر اسـت،1−
جواب�هايى كه به اين روش پيشنهادى ما به�دست مى�آيند، تنهـا

 مناسـب، بـه�B و Aجواب�هاى ممكن نيستند و مـمـكـن اسـت 
صورت�هاى ديگرى هم به�دست بـيـايـنـد. بـراى مـثـال، بـراى

  S8 = 1,2, 3, ...,8{  مطابق روش�ها،{
   A = 1, 3,5,7,2{ }       B = 4,6,8{ }

ولى جواب� ديگرى نيز به�صورت زير وجود دارد:
  A = 8,7, 3{ }            B = 1,2,4,5,6{ }

آيا جواب ديگرى مى�توانيد بنويسيد؟
به كمك روش بازگشتى مى�نويسيم:. ٥

  7(pq + pr + qr − pqr) ≤ 2+2pqr

هم�چنين داريم:
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(1− p)(1− q)(1− r) =1− (p + q + r
1

1 24 34
) + (pq + pr + qr) − pqr

= pq + pr + qr − pqr

بنابراين، نامساوى حكم به صورت زير تغيير مى�يابد:

  7(1− p)(1− q)(1− r) ≤ 2+2pqr

p  و با توجه به متساوى  + q + r =1:
pحال با فرض  + q = x ،p + r = y و q + r = zخواهيم 

x  داشت:  + y + z =2(p + q + r)  و نيز:2=

  

p + q = x

p + r = y

q + r = z






⇒

q − r = x − y

q + r = z




⇒ q = x + z − y
2

  
⇒ q = 2− y − y

2
= (1− y)

و به همين ترتيب:
  p =1− z,  r =1− x

و از آن�جا، نابرابرى حكم به�صورت زير تغيير مى�يابد:

  x, y, z ≥0,  x + y + z =2 ⇒

  7xyz ≥ 2+2(1− x)(1− y)(1− z)

و با ضرب و ساده كردن دو طرف خواهيم داشت:

    

yxyz ≤ 2+2(1− (x + y + z
r

1 24 34
) + (xy + xz + yz) − xyz)

  ⇒ 7xyz ≤ 2(xy + xz + yz) −2xyz

  ⇒ 9xyz ≤ 2(xy + xz + yz)

  ⇒
x+y+z=2

9xyz ≤ (x + y + z)(xy + xz + yz)

  ⇒ 9xyz ≤ x2y + x2z + xyz + xy2 + xyz + y2z + xyz + xz2 + yz2

  ⇒ x2y + xy2 + x2z + xz2 + y2z + yz2 ≥ 6xyz

 نتيجه مى�شود:xyzو با تقسيم طرفين بر 

  
(
x
y

+ y
x

) + (
y
z

+ z
y

) + (
x
z

+ z
x

) ≥ 6

و با توجه به نابرابرى�هاى درست 
  

x
y

+ y
x

≥ 2 ،
  

y
z

+ z
y

≥ 2

و 
  

x
z

+ z
x

≥ ، درستى نابرابرى بالا واضح است.2

f  . با فرض ٦ (n) = 3n2 + n ، خواهيم داشت:1+
  f (1) = 5, f (2) =15, ...., f (8) =201

f  بنابرايـن، مـجـمـوع ارقـام   است و به�نـظـر٣ مسـاوى (8)
 ها باشد. امـاf(n)مى�رسد كه اين كمترين مجـمـوع ارقـام بـراى 

f(n)درستى اين موضوع را اثبات هم مى�كنيم. اگر مجموع ارقام 

 شود. مجموع٢ يـا ١بخواهد از اين كمتر باشد، بايد مـسـاوى 
 باشد، زيرا در اين�صورت بايـد١ نمى�تواند مـسـاوى f(n)ارقام 

  f (n) =10k باشد و اين ناممكن است، زيرا f(n)همواره عددى 
 هم نمى�تواند٢ مساوى f(n)فرد است (چرا؟). اما مجموع ارقام 
، رقم سمـت راسـت آنf(n)باشد، زيرا با تـوجـه بـه فـرد بـودن 

نمى�تواند صفر باشد. پس در صورتى مى�تواند مجموع ارقام آن
 در دو طرف آن و بقيه�ى رقم�هاى بين١ شود كه دو رقم ٢مساوى 

اين دو رقم، مساوى صفر باشد؛
f  يعنى:                                        (n) =1000....1=10k +1

3n2  و از آن�جا نتيجه مى�شود  + n =10k:و در نتيجه 

  n(3n +1) =2k .5k

3n   زوج باشد، nاگر  n   فرد است و در نتيجه 1+ =2k .5α

3n  و  +1= 5k−α 0   و≤ α ≤ kولـى بـا ايـن فـرض نـتـيــجــه .
مى�شود.

  3 ×2.5α +1= 5k−α

 بخش�پذير است، امـا٥و عبارت سمت راست تساوى بـر 
 دارد. بنابراين١ باقى�مانده�ى ٥عبارت سمت چپ، در تقسيم بر 

  α =  و در نتيجه:0

  3 ×2k +1= 5k ,  n =2k ,  3n +1= 5k

 به كمك قضيه�ى اسـتـقـراى ريـاضـىًاما به سادگـى و مـثـلا
5k  مى�توان ثابـت كـرد كـه هـمـواره  > 3 ×2k  و در نتـيـجـه1+

3n   فرد باشد، nتساوى بالا هرگز برقرار نمى�شود. اما اگر  +1

زوج است و در نتيجه، به طريق مشابه داريم:

  3n +1=2k ,  n = 5k ⇒ 2k = 3 ×5k +1

و اين تساوى نيز هرگز برقرار نمى�شود (چرا؟)
n ،   3n2بنابراين، به ازاى هيچ مقدار  + nمساوى توانى از 

 نخواهد٢ ها هرگز مساوى f(n) نمى�شود و لذا مجموع ارقام ∞١
٣ ها مـسـاوى f(n)شد. سپس كمترين مـقـدار مـجـمـوع ارقـام 

است.
........................................................................شتپى"نو

سه.ات مدرقى. انتشارشنگ شرجمه�ى هواهنماى المپياد رياضى. تردينز. ر گار.١
.١٣٨٤م.چاپ دو
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بى"نهايتضا ياسى"پورغلامر ●
بــزرگــى بــى�نــهــايــت چــه�قـــدر

نماد( ∞است؟ پاسخ كوتاه به اين پرسش اين است كه 
بى�نهايت) بسيار بزرگ است. خط مستقيمى را با اعداد بزرگ�تر
و بزرگ�تر واقع بر امتداد آن، در حالى�كه تا «بى�نهـايـت» امـتـداد
يافته است تصور كنـيـد. در ايـن مـورد، بـه ازاى هـر عـدد بـسـيـار

، همـواره عـددى101000  ، ًبزرگى كه در نظر گرفتـه شـود، مـثـلا
101000  بزرگ�تر از آن، چون   موجود است.1+

 در مفهوم سنتى، بى�نهايت عددى است كه تا ابد ادامه دارد.
رياضيات، بى�نهايت را همه�جا به�كار مى�برد، اما بـايـد تـوجـه
داشت كه آن را مانند عددى معمولى در نظر نگيريـم، چـرا كـه

عددى معمولى نيست.

ش شمار
 متفاوتى ازً رياضى�دان آلمانى، مفهوم كـامـلا١رژ كانتورُ ژ

بى�نهايت به دستمان داده است. در اين فرانيد، وى دست تنها
نظريه�اى آفريد كه بيش�تر رياضيات مدرن را به جلو رانده است.
مفهومى كه نظريه�ى كانتور وابسته به آن است، با مفهوم ابتدايى
شمارش سروكار دارد؛ يعنى ساده�تـر از آن�چـه كـه در زنـدگـى

ه�مان به�كار مى�بريم.ّروزمر
 كشاورزى را در نظر مى�گيريم كه در مورد شمارش با اعداد
چيزى نمى�داند. پس چگونه خواهد دانست چند گوسفند دارد؟
خيلى ساده، هنگامى�كه صبح گوسفـنـدان را بـه�چـرا مـى�بـرد،
مى�تواند عصر با جفت كردن هر گوسفند با سنگى از توده�اى كه
از صبح در مدخل طويله مـوجـود اسـت، بـگـويـد آيـا هـمـه�ى
گوسفندان برگشته�اند يا خير. چه اگر گوسفندى گم شده باشد،
سنگى باقى مى�ماند. به اين ترتيب، كشاورزمان، حتى بـدون
استفاده از اعداد، رياضى�ورز بوده است. چرا كه وى مفـهـوم

 را بين گوسفندان و سنگ�ها به�كار برده است.٢تناظر يك�به�يك
اين مفهوم، ابتدايى است، اما پيامدهاى شگفت�انگيزى دارد.

 سروكـار٣ نظريه�ى كانتور با مجـمـوعـه�هـا
دارد (مجموعه، به�طور

سـاده، كـلـكـسـيـونــى از
اشياست). براى مثال:

   N = 1,2, 3,4,5,6,7,8, ...{ }
 به معنى مجموعه�ى اعداد تمام (مثبت) است. هنگامى كه
مـجــمــوعــه�اى داشــتــه بــاشــيــم، مــى�تــوانــيــم دربــاره�ى

 كه داخل مجموعه�ى بزرگ�ترند، صحبـت٤زيرمجموعه�هايـى
مان مرتبط�اند،Nكنيم. واضح�ترين زير مجموعه�هايى كه با مثال 

زيرمجموعه�هاى
  E = 2,4,6,8, ...{ O   و { = 1, 3,5,7, ...{ }

٦ و اعداد زوج٥ هستند كه به�ترتيب، مجموعه�هاى اعداد فرد

را تشكيل مى�دهند. در اين�جا، اگر اين پرسش را مطرح كنيـم
كه «آيا تـعـداد اعـداد فـرد بـا تـعـداد اعـداد زوج بـرابـر اسـت؟»
پاسخمان چيست؟ گرچه اين كار را نمى�توان با شمردن اعضايى
كه در هر مجموعه موجود است، و مقايسه�ى جواب�ها انجـام
داد، پاسخ به�طور مطمئن «آرى» است. اما اين اطمينان بر چه
مبنايى است؟ شايد بر چيزى شبيه اين: «نيمى از اعداد تمام فرد
و نيمى زوج هستند. » كانتور با اين پاسـخ مـوافـق اسـت، امـا
استدلال متفاوتى به�دست مى�دهد. وى چنين مى�گويد: هربار
٧كه عددى فرد داريم، عدد زوجى در كنارش، به عنوان «جفت»

 داراىE و Oخواهيم داشت. اين ايده كه هر دو مجـمـوعـه�ى 
اعضايى با تعداد يكسان�اند، بر مبناى جفت كردن هر عدد فرد

با يك عدد زوج قرار دارد:

 اما در صورتى�كه اين پرسش ديگر را مطرح كنـيـم كـه «آيـا
تعـداد اعـداد تـمـام، بـرابـر تـعـداد اعـداد زوج

است؟» پـاسـخ مـمـكـن

∞
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است خـيـر
بـــاشـــد، و اســـتـــدلال ايـــن�كــــه

، به خودى خود، دوبرابر مجموعه�ى اعداد زوجNمجموعه�ى
عدد دارد.

 مفهوم «بيشتر»، زمانى�كه با مجموعه�هايى با تعداد اعضاى
نامعين سروكار داريم، مفهومى مبـهـم اسـت. امـا ايـن�كـار را
مى�توانيم با مفهوم تناظر يك�به يك بهتر انجام دهيم. تعجب�آور

، نيز تناظرى يـك(E) و مجموعه�ى اعداد زوج Nاست كه بين 
به يك موجود است:

 به اين ترتيب، به اين نتيجه�ى مبهوت�كنـنـده مـى�رسـيـم كـه بـه
«همان تعداد» اعداد تمام، عدد زوج داريم! نـتـيـجـه�اى كـه بـا
«مفهوم متعارف» اعلام شده توسط يونانيان باستان، در تناقض

 بر ايـن٩اقليدس اسكـنـدرانـى ٨است؛ چه آغاز كتاب مـقـدمـات
است كه «كل بزرگ�تر از جزء است».

 اصليت
تعداد اعضاى يك مجموعه، به «اصليت» يا عدد اصلى آن
موسوم است. در حالت مربوط به گوسفندان، عدد اصلى ثبت
شده به حـسـاب كـشـاورز ٤٢ اسـت. اصـلـيـت مـجـمـوعـه�ى

a, b, c, d, e{  برابر ٥ است كه آن را به صورت زير مى�نويسيم:{
  card a, b, c, d, e{ } = 5

 به اين ترتيب، اصليت، قـدر يـا «انـدازه�ى» يـك
، و هر مجموعه�ىNمجموعه است. كانتور در مورد اعداد تمام 

 استفاده كرد. بنابراين،١١، از نماد - Nدر تناظر يك به يك با 
به زبان رياضى مى�توان نوشت

card(N)=card(O)=card(E)=

 قرار گيرد،N هر مجموعه كه بتواند در تناظر يك�به يك با 
ناميـده١٢ مجموعه�ى «بى�نهايت شمارا» يا «نامتـنـاهـى شـمـارا»

 ـشمارا بودن يك مجموعه به اين معنى است مى�شود. بى�نهايت 
كه مى�توانيم اعضاى آن مجموعه را در يك فهرست قراردهيم.
براى مثال، فهرست اعداد فرد، به�طور ساده عبـارت اسـت از
٬١ ٬٣ ٬٥ ٬٧ ٩، … و مى�دانيم كدام عضو اول، كدام دوم،

و غيره است.

ا هستند؟ها بى"نهايت - شمار آيا كسر
 را بـهN، به اين معنى�كه مى�تـوان Q مجموعه�ى كسرها يـا 

N  در نظر گرفـت، بـزرگ�تـر از Qعنوان زير مجـمـوعـه�اى از 

 را در يك فهـرسـتQاست. اما آيا مى�تـوان جـمـيـع اعـضـاى 
نوشت؟ يعنى آيا مى�توانيم فهرستى ارائه كنيم كه هـر كـسـر (از
جمله كسرهاى منفى) جايى در آن داشته باشد؟ به�نظر مى�رسد
اين ايده كه مجموعه�اى به اين بزرگى را مى�توان در تناظرى يك

 قرار داد، غيرممكن باشد. با اين همه، اين كـار راNبه يك با 
مى�توان انجام داد.

∞

∞



سطهمتو

٣٦ دهمدوره	ى		نوز
٤شمـــاره	ى	

١٣٨٩تابستان 

م كردن عبارات دو بعدى است.ّ طريق آغاز اين كار، مجس
 مثبت و منفى،ًبراى شروع، رديفى از جميع اعداد تمام، متناوبا

مى�نويسيم. سپس در زير آن، جميع كسرهايى را مى�نويسيم كه
مخرجشان ٢ است، اما آن�هايى را كه در سطر بالا ظاهر شده�اند

  (مانند 
6

3  مى�اندازيم. آن�گاه زير اين سطر، كسرهـايـى)2=
را مى�نويسيم كه مخرج ٣ دارند، و بار ديگـر، آن�هـايـى را كـه

 ثبت كرده�ايم، حذف مى�كنيم. كار را به اين طـريـق ادامـهًقبلا
ًمى�دهيم، اما در مورد آن، گرچه هيچ�گاه پايان نمى�پذيرد، دقيقا
مى�دانيم كه در نمـودارمـان، هـر كـسـر در كـدام مـكـان ظـاهـر

مـى�شـود. بـراى مـثـال،
  
209

 در رديـ� ٦٧ام، در حــدود67
٢٠٠مكان در سمت راست 

  
1
 قرار دارد.67

 با نمايش جميع كسرها در اين طريـق، دسـت كـم بـالـقـوه
مى�توانيم فهرستى يك�بعدى بنا كنيم. در صورتى�كـه از سـطـر
بالايى شروع و در هر مرحله به راست حركت كنيم، هرگـز بـه
سطر دوم نمى�رسيم. اما با انتخاب يك مـسـيـر پـرپـيـچ و خـم
زيگزاگى، مى�توان به موفقيت رسيد. با شروع از ١، فهرست

خطى معهود، به�صورت زير آغاز مى�شود:

 
  
1,−1,

1
2

,
1
3

,− 1
2

,2,−2

 كـــــــــــه از
پيكان�ها پيروى مى�كند. هر كسر، مثبـت

يا منفى، در جايى از اين فهرست خطى واقع است و برعكس،
موقعيتش «جفتش» را در فهرست دو بعدى كـسـرهـا بـه�دسـت
مى�دهد. بنابراين، مى�توان نـتـيـجـه گـرفـت كـه مـجـمـوعـه�ى

=card(Q). بى�نهايت شماراست و نوشت:          Qكسرهاى 

دن اعداد حقيقىست كر فهر
 در حالى�كه مجموعه�ى كسرها جوابگوى اعضاى بسيارى

2  بر محور عددى حقيقى است، بعضى اعداد حقيقى از قبيل 

 نيز موجودند كه كسر نيستند. اين اعداد، اعداد گـنـگe ،πو
 راRهستند و «رخنه�ها را پر مى�كنند» تا محـور عـدد حـقـيـقـى 

به�دست دهند.

 

، بـا رخـنـه�هـاى پـر شـده، بـه�عـنــوانR بـه مـجـمـوعـه�ى 
رجوع مى�شود. اما چگونه مى�توانيم فهرسـتـى از١٣ «پيوستـار»

اعداد حقيقى تشكيل دهيم؟ كانتور، در حركتى مملو از زيركى
محض، نشان داد كه حتى كوشش در قرار دادن اعداد حقيـقـى

 و ١ در يك فهرست، محكوم به شـكـسـت اسـت. ايـن°بيـن 
پاسخ، بدون شك به صورت شوكى به اشخاصى وارد شد كـه
به فهرست�سازى معتاد بودند، چرا كه در واقع از اين به حيرت
مى�افتادند كه چگونه نمى�توان مجموعه�اى از اعداد را يكى پس

از ديگرى نوشت.
 فرض مى�كنيم كه به حرف كانتور اعتقاد نداشتـه بـاشـيـد.

 و ١ را مى�توان به�صورت يك دهدهى°مى�دانيد كه هر عدد بين 
:ًگسترش يابنده، مثلا

  
1
π=0/ 31830988618379067153 ...

و

  
1
2 =0/ 500000000000000000...
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 بيان كـرد، پـس
بايد به كانتور بگوييد: «بفرماييد، اين فهرست

 و ١ اسـت»؛ فـهـرسـتـى كـه آن را°مـن از جـمـيـع اعـداد بـيـن 
  r1،  r2،  r3،  r4كه نتوانيد چنين�… مى�ناميم. چه، در صورتى

كنيد، حق با كانتور است.
 تصور كنيد كانتور به فهرستتان نگاه مى�كنـد و اعـداد واقـع

در قطر مشخص شده را با حرف سياه علامت مى�زند:

  

r1:0/ a1 a2 a3 a4 a5 ...

r2:0/ b1 b2 b3 b4 b5 ...

r3 :0/ c1 c2 c3 c4 c5 ...

r4 :0/ d1 d2 d3 d4 d5 ...

x   اما عدد  = x1x2x3x4x5 ،a1   متفاوت از x1  كه در آن ...

  x2 مـــتــــفــــاوت از   b2 ،  x3

، و به همين�گونـه در امـتـداد قـطـر اسـتc3  متفـاوت از 
 وى از هر عدد واقع در فهرستتان در يكِكجاست؟ عدد ايكس

مكان دهدهى تفاوت دارد و لذا نمى�تواند در اين فهرست باشد.
پس حق با كانتور است.

 در واقع، هيچ فهرستى در مورد مجموعه�ى اعداد حقيقى
R ممكن نيست و بنابراين Rتر»ى� مجموعه�ى نامتناهى «بزرگ

 است. يعنى مجموعه�اى باQاز مجموعه�ى نامتناهى كسرهاى 
مرتبه�ى نامتناهى بالاتر.

.................................................................................................................................................................شتپى"نو
1. Georg Cantor 2. one to one correspondence 3. sets 4. subsets 5. odd numbers

6. even numbers 7. mate 8. Elements 9. Euclid of Alexandria 1∞. cardinality

د).انده مى�شو خو"aleph nought"ت «ال� صفر» به صور ى است؛ نماد يا «ال�» از الفباى عبر ( .١١
12. countably infinite 13. continuum

) چند تاريخچه بيش"تر بدانيد (

 °
٣٥ قبل از ميلاد: ارسطو، نامتناهى بالفعل را رد مى"كند.

 "John Wallis" جان واليس ١٦ميلادى:٥٥
اولين كسى است كه نماد «گره"ى عشق»
 "love knot" يعنى∞  

را در مورد نامتناهى به"كار مى"برد.

 مفهوم نامتناهى را در هندسه معرفى مى"كند."Girard Desargues" ١٦٣٩ميلادى: ژيرار دزارگ 

 ١٨٧٤ ميلادى: كانتور با مشخص كردن مرتبه"هاى متفاوت نامتناهى، مفهوم نامتناهى را به دقت بررسى مى"كند.

 م رابينسونَهَ ابر١٩٦ ميلادى:° دهه"ى 
"Abraham Robinson" 

حساب غير استانداردى مبتنى بر مفهوم بى"نهاي
بنا مى"كند. "infinitesimal" كوچكت 
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ام صدر"شهرمير ●

، رو به رشد يا زوال برود.t نسبت به زمان b هرگاه كميت 
 مدل تغييـرات آن ازًيعنى افزايش يا كاهش پيدا كنـد، مـعـمـولا

معادله�ى زير به دست مى�آيد:
b = at

(Xاگر  ال   a  رشد مى�يابد.b باشد، 1<
>0   اگر  ب) a  به زوال ميل مى�كند.b باشد، 1>

شد نمايىدار رنمو
b  براى مثال، نمودار تابع با ضابطه�ى  =2tرا با استفاده از 

نقطه�يابى رسم مى�كنيم:

  

t 0 1 2 3 4

b 1 2 4 8 16

 در اين نمودار مشاهده مى�كنـيـد كـه هـرچـه زمـان بـه جـلـو
 سريع�تر و سريع�تر رشد مى�كند. اين ويژگى يك تابعbمى�رود، 

نمايى است. اين نمودار نشان مى�دهد كه حتى اگر يك تابع نمايى

در ابتدا آهسته آهسته رشد كند، با گذشت زمان، اين رشد سريع
و سريع�تر خواهد شد.

b روابطى از نوع رابطه�ى تذكر:  = at ها�a   كه در آن ؛1<
شكلى مشابه با اين نمودار دارند.

ال نمايىدار زونمو
براى مثال؛  نمودار تابع 

  
b = (

1
2

)tيابى� را با استفاده از نقطه
رسم مى�كنيم.

  

t 0 1 2 3

b 1
1
2

1
4

1
8

 

 در نمودار بالا مشاهده مى�كنيـد كـه هـرچـه زمـان بـه جـلـو
 سريع�تر و سريع�تر به سمت صفر يا زوال يا نابـودىbمى�رود، 

 �ميل مى�كند. اين به دليل آن است كه پايه
  
(
1
2

 كوچك�تر از واحد(
است، مى�دانيم كه عدد كوچك�تر از واحد، وقتى به توان اعداد

طبيعى مى�رسد، مرتب كوچك مى�شود.

b روابطى از نـوع  تذكر: = at ها� كوچك�ترa كه در آن
>0)   است °از ١ و بزرگ�تـر از  a  شكلى مشابـه بـا(1>
اين نمودار دارند.

  يك صفحه كاغذ سفيد برداريد و آن را تا بزنيد كـاغـذ مثال١.
تاخورده را تاى جديدى بزنيد و ايـن تـا زدن�هـا را تـا جـايـى كـه

زو
و 

ال
شدر

b

t

1

1

1
2
1
4
1
8

2 30

8
7
6
5
4
3
2
1

0 4321 x

y

هاشار
كميت�هايى كه مقدار آن�ها با گذشت زمان افزايش
يا كاهش مى�يابنـد، از قـوانـيـنـى پـيـروى مـى�كـنـنـد كـه بـه

قوانين رشد و زوال موسوم هستند.



سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز٣٩
٤  شمـــاره	ى	

١٣٨٩تابستان 

مى�توانيد ادامه دهيـد.
چگونگى افزايش تعداد ناحيه�هـايـى

كه بر اثر تا زدن�هاى متوالى ايجاد مى�شوند و
چگونگى تغيير مساحت�هاى آن�ها را بررسى كنيد.

n)    بعد از اولين تا زدن  حل:  ، دو ناحيه به وجود مى�آيد(1=
كه مساحت هر يك نص� مساحت اوليه است. در دومين تا زدن

  (n  چهار ناحيه ايجاد مى�شود كه مساحت هر كدام از آن�هـا(2=
نص� مساحت قبلى، يعنى 

  

1
4

 مساحت اوليه است. در سومين تا
n)  زدن  = ، هشت ناحيه ايجاد مى�شود كه مساحت هر كـدام(3

 از آن�ها، نص� مساحت قبلى، يعـنـى
  

1
8

 مساحت اوليه اسـت و
همين�طور… مطالب بالا را در جدول زير خلاصه مى�كنيم:

 همان�طور كه در جدول مى�بينيد هم�چنان كه تعداد ناحيه�ها
بر اثر تا كردن�هاى متوالى بيش�تر و بيش�تر مى�شود، مسـاحـت
ناحيه�ها كم�تر و كم�تر مى�شود! در واقع تعداد ناحيه�هـا بـه�طـور
نمايى رشد مى�كند و مساحت ناحيه�ها به�طور نمايى روبـه زوال

مى�رود.

  با بررسى دقيق�تر جدول بالا، مشاهده مى�كنيم تذكر:
كه فاكتور زوال 

  
a = 1

2
 است كه از يك كوچك�تر است،

a  در حالى�كه فاكتور رشد   است كه از يك بزرگ�تر2=
است.

شد نمايى ر
، براى مثال، هزينه�ى اوليه يا سرمايه�ى اوليه يـاA0   هرگاه 

 آهنگ رشد سالانه�ى هزينهrجمعيت كشور در سال معينى باشد، 
 هزينه�ى انباشتهAt تعداد سال�ها و tيا سرمايه يا جمعيت كشور، 

tشده يا سرمايه�ى انباشته شده و يا جمعيت ايجاد شـده بـعـد از 

سال باشد، اين مجموع انباشته يا ايجاد شـده را بـا اسـتـفـاده از

At  فرمول روبه�رو حساب مى�كنيم:                      = A0(1+ r)t

b اين فرمول (با مقايسه�ى  = atيك تابع نمايى رشد است ،(
+1)   و b به جاى Atكه در آن تابع  r) به جاى a.آمده است 

+1)    تـذكـر: r)فاكـتـور رشـد در يـك واحـد زمـانـى و 
  (1+ r)t ى زمانى� است.t فاكتور رشد در دوره

 جمعيت يك شهر ٫٢ ٣ ميليون نفـر اسـت. اگـر نـرخ. مثـال٢
١°رشد جمعيت اين شهر ٫٢ ١ درصد در سال باشـد، بـعـد از 

سال جمعيت آن چند نفر مى�شود؟
 حل:

   A0 = 3 / 2  ,  r =1/ 2% =0/012  ,  t =10 ,  A10 = ?

  At = A0(1+ r)t ⇒ A10 = 3 / 2(1+0/012)10

                         ⇒ A10 = 3 / 2(1/012)10

⇒                         نفر   ميليون A0 = 3 / 6

 فرض كنيد كه هزينه�ى تحـصـيـلات عـمـومـى ازسـال مثـال٣.
١ درصد رو به افزايـش°١٣٧٠ خورشيدى با آهنگ سـالانـه�ى 

١٣٧ كه ميلاد به كـلاس اول رفـت،°بوده است. اگر در سـال 
١٨ تومان بوده باشد، اين هزينه در سال°°°هزينه�ى تحصيل او 

١٣٨٨ (پس از ١٨ سال)، چه�قدر شده است؟
حل: 

  
r =10% = 10

100
=0/1 ,  A0 =18000 ,  t =18  ,  A18 = ?

  At = A0(1+ r)t ⇒ A18 =18000(1+0/1)18

                          ⇒ A18 =18000(1/1)18

⇒                          تومان   A18 =100078

چگونگى تغيير مساحت ناحيه"هاتعداد ناحيه"هاتعداد تازدن"ها
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 مى�توانيم به جاى آهنگ رشـد سـالانـه،
آهنگ رشد ماهانه و حتى آهنگ رشد روزانه را به�دسـت
آوريم كه به واقعيت نزديك�تر است. به�طور كلى، اگر سـال را

 قسمت مساوى تقسيم كنيم، يعنى nبه 
  

1
n

، آن�گاه فرمول زير را
خواهيم داشت:

 
  
At = A0(1+ r

n
)nt

 جمعيت كره�ى زمين در ٣٥ سال بعد با توجه به جمعيت مثال٤.
١٩٩ و قرار دادن زمان بـر°اوليه�ى ٫٢ ٥ ميليارد نفرى در سـال 

حسب ماه، چند نفر خواهد شد، در صورتى�كه بدانيـم آهـنـگ
رشد جمعيت ٢ درصد در ماه است؟

   A0 = 5 / 2  ,  t = 35  ,  A35 = ? ,  n =12  ,  r =0/02

  
At = A0(1+ r

n
)nt ⇒ A35 = 5 / 2(1+ 0/02

12
)12×35

                          ⇒ A35 = 5 / 2  (1/001)420

⇒                             ميليارد نفر A35 =10/ 465

١ تومان با نرخ سود على�الحـسـاب٤°°°° شخصى مبـلـغ .مثال٥
درصد به حساب سپرده گذاشته است. چه مبلـغـى (اصـل و فـرع)

١ سال دريافت مى�كند اگر سود در پايان هر سه ماه پرداخت°پس از 
شود؟

 حل:

  A0 =10000 ,  r =0/04  ,  t =10 ,  n = 4  ,  A10 = ?

  
At = A0(1+ r

n
)nt ⇒ A10 =10000(1+ 0/04

4
)4×10

                          ⇒ A10 =10000(1/01)40

⇒                           تومان  A10 =14888 / 63

جمعيت شهرى در دو سـال آيـنـده بـا تـوجـه بـه تمـريـن ١.
١ نفرى آن، و قرار دادن زمان بر حسب°°°°°جمعيت اوليه�ى 

روز چند نفر خواهد شد، در صورتى�كه بدانيم آهنـگ رشـد
 درصد در روز است؟°جمعيت ١/

١ نفر°° ١٤٤جواب:

 اگـر بـا نـرخ ١٢ درصـد، آخـر هــر مــاه ســود.٢تـمـريــن 
على�الحساب بر سـرمـايـه اضـافـه شـود، پـس از پـنـج سـال

سرمايه�ى فعلى در چه عددى ضرب مى�شود؟
 ضرب شود.60(1/01)   سرمايه�ى فعلى بايد در جواب:

ال نمايى زو
 در شيمـى، بـه مـدت

زمانى�كه طول مى�كشد تا مقدارى
از يك ماده�ى راديواكتيو به نص� برسد،

نيمه عمر گفته مى�شود. براى مثال نيمه عـمـر
نوعى ايزوتوپ در حدود پنج دقـيـقـه اسـت. پـس از

گذشت نيم ساعت، چه كسرى از ماده�ى اوليه باقى مانده است؟
٣ دقيقه شامل ٦ دوره�ى زمانى ٥ دقيقه�اى است.°  حل:

 
  
1 ′5 → 1

2
′5 → 1

4
′5 → 1

8
′5 → 1

16
′5 → 1

32
′5 → 1

64

 بنابراين، پس از نيم ساعت، 
  

1
64

 از ماده�ى اوليه باقى مانده
است.

 مثال
 

 نيمه عمر ماده�ى راديواكتيوى ٦ ساعـت اسـت. اگـر.٦
١٩٢ گرم از اين ماده موجود باشد، بعد از گذشت يك شبانه�روز

(٢٤ ساعت) چه مقدار از اين ماده باقى خواهد ماند؟
            

 ساعت٦ ساعت                     ٦ ساعت                        ٦ ساعت                     ٦
  192gr  → 96gr  → 48gr  → 24gr  → 12gr

 بنابراين، پس از يك شبانه�روز، ١٢ گـرم از مـاده�ى اولـيـه
باقى مانده است.

A   معادله�ى كلى زوال نمايى به�صورت  = A0(1− r)tاست 
 بيانگرr بيانگر مقدار اوليه، A0   بيانگر مقدار نهايى، Aكه در آن 

 بيانگر زمان است.tميزان نزول (زوال) بر حسب اعشار و 

 نيمه عمر ماده�ى راديواكتبوى ٤ سـاعـت اسـت. اگـر:٧ مثال 
١١٥٢ گرم از اين مـاده مـوجـود بـاشـد، بـعـد از گـذشـت يـك
شبانه�روز، چند گرم از ماده�ى اوليه تجزيه نشده باقى مانده است؟

 حل:
   ×t ⇒ 24 = 4× t ⇒ t = T يك دوره�ى زمانى ثابت =6

 نيمه عمر   
  
A = A0(1− r)t  ;  A0 =1125  ,  r = 1

2

گرم  
  
A =1152(1− 1

2
)6 =1152 × 1

64
=18

 بعد از گذشت يك شبانه�روز، ١٨ گرم از ماده�ى راديواكتيو
باقى خواهد ماند.

❐
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مقدمه
منطق فازى توسعه�اى از منطق دودويى(منطق بولى) است.
در منطق كلاسيك ، تنها دو ارزش مورد نظر هستند.  در ايـن
منطق، ارزش هر گزاره، يا درست يا نادرست است، در حالى

٨
اقىكتر محمدعلى فريبرزى عرد ●

عضو هيئت  علمى دانشگاه آزاد اسلامى واحد تهران مركزى

ىزاف"هاى"عهمجمو ى"يهرنظ
هاشار

در بخش�هاى قبل، خوانندگان محترم با مفاهيم اوليه در مجموعه�هاى فازى آشنا شدند. هدف از ارائه�ى اين مجموعه از مقالات،
معرفى تاريخچه، اصول تعاريX پايه�اى در تئورى مجموعه�هاى فازى براى آشنايى دانش�آموزان و معلمان گرامـى بـود. هـر يـك از
خوانندگان عزيز مى�توانند با مطالعه�ى مراجعى كه در پايان بخش معرفى شده بودند، اطلاعات كامل�ترى را در خـصـوص مـطـالـب
مطرح شده از مجموعه�هاى فازى دريافت كنند. هم�چنين، با استفاده از شبكه�ى اينترنـت و جـسـت�وجـو در سـايـت�هـاى مـربـوط بـه
معرفى مفاهيم فازى، مى�توان تاريخچه و كاربردهاى مجموعه�ها و منطق فازى را در علوم گوناگون ملاحظه كرد. در حال حاضر،
مجلات علمى متعدى در جهان وجود دارند كه مقالات علمى مربوط به شاخه�هاى گوناگون علم فازى را چاپ مى�كـنـنـد و آخـريـن
تحقيقات و دستاوردهاى دانشمندان و محققان را در خصوص پيشرفت�هاى اين شاخه�ى علمى جديد به چاپ مى�رسانند.از جمله

Fuzzy Sets and Systemمجلات معتبر خارجى كه مى�توان در زمينه ى مجموعه�ها و سيـسـتـم�هـاى فـازى مـعـرفـى كـرد، ژورنـال 

 » زير نظر انجمن سيستم�هاىIranian Journal of fuzzy Systemاست. در كشور ما نيز مجله�ى سيستم�هاى فازى ايران، با عنوان «
فازى ايران به چاپ مى�رسد كه از جمله مجلات داخلى معتبر در خـصـوص مـعـرفـى مـقـالات فـازى اسـت. سـالانـه در ايـران و سـايـر
كشورهاى جهان، همايش�هايى با عنوان سيستم�هاى فازى برگزار مى�شود كه مـحـقـقـان عـلـم فـازى در شـاخـه�هـاى كـارى خـود، بـا
حضور در اين كنفرانس�هاى بين�المللى، كارهاى تحقيقاتـى خـود را مـعـرفـى مـى�كـنـنـد. بـه امـيـد آن��كـه ايـن چـنـد قـسـمـت از مـعـرفـى
مجموعه�هاى فازى توانسته باشد مورد استفاده��ى خوانندگان محترم قرار گيرد و انگيزه�اى براى مطالعه�ى بيشتر را براى علاقه�مندان
فراهم كرده�باشد، در اين قسمت كه آخرين مقاله در خصوص آشنايى با مجموعه�هاى فازى است، به مفاهيم منطـق فـازى اشـاره�ى

مختصرى مى�كنيم.

كه در منطق فازى، هر گزاره ارزش�هاى متعددى دارد. به همين
دليل، به آن منطـق چـنـد ارزشـى هـم مـى�گـويـنـد. در مـنـطـق

Tكلاسيك، ارزش درستى يا نادرستى هر گزاره، به ترتيب بـا 

  نمايش داده مى�شود. به عبارت ديگر، در منطق قطـعـى، Fو
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 بيان مى�شود. ولى در منـطـق١  يا °مقدار درستى هر گزاره بـا 
 ] است و به° و ١فازى، مقدار درستى يـك گـزاره دربـازه�ى [

°عبارت ديگر، متغيرهاى منطق فازى درجه�اى از صحت�بين  
 منحصر نيستـنـد. ايـن امـر١ و ° دارند و تنها به دو مـقـدار ١و 

باعث مى�شود كه بتوانيم، به جاى يك استدلال قطـعـى، يـك
استدلال تقريبى را مطرح كنيم. منطق فازى به عنوان نتيجه�اى
از مجموعه�هاى فازى، توسط پروفسور لطفى�زاده مطرح شـد
و  تاكنون كاربردهاى بسيار زيادى را در رشته�هـاى گـونـاگـون

علمى ايجاد كرده است.
گاهى در محاوره�هاى روزمره، از الفاظى استفاده مى�كنيم كه

: دماى هواى امـروزًبراى توصي� يك تغيير به�كار مى�رود. مثلا
بالاست، سرعت وسيله�ى نقليه كند است و معلم درس رياضـى

 مى�گوييم.١جوان است. به اين نوع جملات، گزاره�هاى فـازى
همان�طور كه ملاحظه مى�كنيم، نمى�توان به اين جملات، به يقين
يكى از ارزش�هاى درستى يا نادرستى را نسبت داد. صورت كلى

x ، Aهر گزاره�ى فازى ساده عبارت است از: 

 مقدار زبانى براى A و ٢  يك متغير زبانى xدر اين حالت،
  مجموعه�اى فازى است كه در دامنه�ىA است. در واقع xمتغير 

 معرفى مى�شود.xتعري� 
در مثال دماى هواى امروز بالاست، «دماى هواى امروز»،
متغير اين گزاره�ى فازى و «بالا» مقدار اين متغـيـر اسـت. ايـن

 را اختيار كند.١٥° C يا ∞٢° Cمتغير مى�تواند مقاديرى نظـيـر 
وقتى يك متغير، اعداد را به عنوان مقدار مى�پذيرد؛ آن�را متغير
عددى مى�گـويـيـم و بـراسـاس قـوانـيـن ريـاضـى آن�را بـررسـى
مى�كنيم. ولى وقتى يك متغير الفاظ يا واژه�ها را به عنوان مقدار
مى�گيرد، به  آن يك متغير زبانى يا بيانى مى�گوييم. هر متـغـيـر

) معرفـىX, T, U, Mزبانى با چهار پارامتر بـه�صـورت كـلـى (
مى�شود. اين پارامترها عبارت�اند از:

x .نام متغير زبانى است   Tمجموعه مقادير زبانى است كه 
x .كند� دامنه�ى تعري� قطعى است كه در آن متغيرU اختيار مى

 قاعده�اى استM مقادير عددى خود را اختيار مى�كند. xزبانى 
 را به يك مجموعه�ى فازىTكه هر مقدار زبانى در مجموعه�ى 

 نظير مى�كند.Uدر 
 استxبراى مثال،سرعت يك وسيله�ى نقليه، متعيرى نظير 

كه مقاديرى دربازه�ى [
max

 ν كند. حال سه° و�] را اختيار مى
مجموعه�ى فازى كند، متوسط و تند را درنظر مى�گيريم كه در

 يكـى ازx يك متغير زبانى بـاشـد، xاين محدوده باشنـد. اگـر 
ًواژه�هاى كند، متوسط يا تند را به عنوان مقدار مى�پذيرد. مـثـلا

 همانx  تند است. در اين حالت، نام متغير زبـانـى xمى�گوييم 
سرعت وسيله�ى نقليه است و [

max
 ν و ° = [.U)   

max
 νحداكثر

سرعت اين وسيله است).
، مقاديـر١. در شكل Tهم�چنين {تند و متوسط و كنـد} = 

  به توابع عضويت نمايش Mكند، متوسط و تند توسط قاعده�ى 
داده شده در اين شكل متناظر مى�شوند.

1 2 3 4 5 6 7

µ

1

0 max0 0 0 0 0 0 0 ν

ملاحظه مى�كنيم، واژه�ى فازى متوسط، با تابع عضويـت
زير معرفى شده است كه بيانگر يك عدد فازى مثـلـثـى اسـت.

  

µ  (x) =  

x −50
10

       50≤ x ≤ 60

70− x
10

       60≤ x ≤ 70

    0           70< x ≤ νmax  ,  0≤ x < 50














هم�چنين، تابع عضويت متناظر واژه�ى فازى كند به�صورت
زير درنظر گرفته شده است:

كند
  

µ  (x) =  

1                  0≤ x < 50

60− x
10

       50≤ x ≤ 60

    0           60< x ≤ νmax










متغيرهاى زبانى در علوم نقش و اهميت زيادى  دارند، چرا
كه اين متغيرها براى اندازه�گيرى بسيارى از مفاهيم كه با ابـهـام
توأم هستند، به كار مى�روند. اجزاى هر متغير زبانى، تركيبـى

، شامل يك مجموعه�ى فازى نظير تـنـد،٣از يك اصطلاح پايه
يك مكمل�كننده چون «نه»، يك رابـط نـظـيـر «يـا» يـا «و» و در

 نظير «كمى»، «خيلى»، «كم وبيـش» و امـثـال آن٤نهايت قيـود
است. براى مثال، نمونه�هايى از متغيرهاى زبانى در مورد درجه

 سرد، كمًحرارت هوا عبارت�اند از: خيلى سرد، سرد، تقريبا

١شكل 

سرعت وسيله نقليه
(متر بر ثانيه)

كند متوسط تند

متوسط
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   گرم، كمى گرم، گرم، بسيـار گـرم، بـهًو بيش سرد، نسبـتـا
شدت گرم، داغ، خيلى داغ، نه خيلى گرم.

، نمونه�اى از اين متغيرهاى زبانى را نمايش مى�دهد٢شكل
  به يك مجموعـه�ى فـازى نـسـبـت دادهMكه توسـط قـاعـده�ى 

شده�اند.

5 00100150200 50 100 150 200 2 0 30 3 0 405 00 5

ملاحظه مى�كنيم كه در اين حالت، براى معرفى متغيرها  از
  تابـعًاعداد فازى مثلثى و ذوزنقه�اى استفاده شده است. مـثـلا

عضويت متغير زبانى «خنك» به�صورت زير تعري� شده است:

  

µ    (x) =  

x
5

               0< x < 5°   

1                 5°≤ x ≤10°
15 − x

5
       10°< x ≤15°

    0           















كه اين يك عدد فازى ذوزنقه�اى است.
اب هداس ىزاف ى�هرازگ كي زا ىبيكرت ،بكرم ىزاف ى�هرازگ ره

لامعا رگنايب بيترت هب هك تسا »هن« و »اي« ،»و« ىا�هرازگ ىاه�طبار
ىزاف ى�هرازگ هس .دنتسه ىزاف )ممتم( لمكم و عامتجا ،كارتشا

رظنرد ،دنتسه ىزـاف ىياه�هعومجم C و A، B ،اه�نآ رد هك ار ريز
:ميريگ�ىم

x ، A تساx ، B تسا،x  ، C   تسا.
ناوت�ىم هنومن ناونع هب ار ريز بكرم ىاه�هرازگ ،تروص�نيا رد

:تخاس اه�نآ ىور زا
x ، A   اي B تسا.x، هن A هن اي  B  تسا.
)x ، A   و C اي )تسا x  ، B  تسا.
هاگ�نآ p  رگا ىطرش تروص هب دناوت�ىم بكرم ىزاف ى�هرازگ ره

q  نآ رد هك دوش ناـيب زين  p و q هرازگ�.ـدنتسه ضورفم ىزـاف ىاه
رگا .تسلااب تمواقم هاگ�نآ ،ـدشاب لااب ليبموتا تعـرس رگا لاًثم
ىلـيخ امد رگا .دوش�ىم مك هليم لوط هـاگ�نآ ،دشاب درس اوه ىامد
.نك عيرس ار هكنپ هاگ�نآ ،تسلااب

ىـزير�ــهمـانـرب و ـىحاـرط رد ،ىزـاف ـقـطـنم ـرضـاح لـاح رد

،ليرـونوم ، ABS لـفق دض زمـرت ،عوبطم ى�ـهيوهت ىـاه�متـسيس
ىاه�غاـرچ ،ويووـركام ،ـىيوش�سـابل ـنيشـام ،ىسـاكع ـنيبرود
،٥ىبصع ىاه�هكبش ،روسناسآ ،كيفارت لرتنك دنمشوه ىيامنهار
تعرس لرتنك ،كيتنژ ىاه�متيروـگلا ،كيتابر ،٦ىعونصم شوه
.دراد دربراك ...و ىماظن ىاهدرگلاب ،راطق

زمـرت مـتسـيس رب ،ABS راكدـوخ زمـرت مـتسـيس ،لاـثم ىارب
رد اه�خرچ ندش لفق زا لبق هك ىروط�هچ دراد تراظن هيلقن ى�هليسو
رتـويپماك كي .دنك�ىم اه�خرچ زمرت ندـركاهر هب ،لااب ىاه�تعرس

صخشم ار رـاك�نيا ماجنا نامز نيرتهب هك دراد هدهعرب ار هفيظو نيا
ـهب هجوت ـىكي :ـتسا هجـوت دروم لمـاع ود ،تلـاح نيا رد .ـدنك

ىرگيد و دنوش�ىم هدافتسا اهزمرت هك ىنامز ،هيلقن ى�هليسو تعرس
.دنوش�ـىم هداد راشف ـعيرس اهـزمرت ردق�ـهچ هك لمـاع نيا هب ـهجوت
ىگدننار تعرس اب هدننار هك دنك لمع دياب متسيس نيا ىنامز ،هژيو�هب
زمرت متسيس ،هظحل نيا رد .دراشف�ىم ار اهزمرت تعرس هب و دنك�ىم

ABS  نآ دياب�.دنوش لفق اه�خـرچ دهدن هزاجا هك دشاب رايشه ردق
ىاراد ،دـنك�ىم راك ىزـاف قـطنم ساساـرب هك ىـزپولپ ،ـنيـنچ�مه
.دراد ار امد و تخپ نامز  لرتنك ىياناوت هك تسا ىا�هنايار ىا�هشارت
هتخپ بسانم روط�هب جنرب هك تشاد ميهاوخ نانيمطا ،تلاح نيا رد
تروص هب ،ىزاف ى�هرازگ ره ساسارب قطنم نيا دركلمع .دوش�ىم

ـشيازفا و دوش غاد ـىليخ جنـرب رگا لاًـثم .تسا هاگ�نآ رگا ـىطرش
شـوماخ ىترارح تنملا هاگ�نآ ،دباي همادا تعـرس هب اًتبسن ترارح
ىزاف قطنم سـاسارب ىدركلمع ىاراد ـزين ناسنا زغم  ـىتح .دوش

ــثـحـبم رد ،ســاسا ـنـيـمه ــرب و ـتسا
هداـفتسا قـطنم ـنيا زا ،ىبـصع ىاه�هـكبش
بسك ىارب دنناوت�ىم نادنم�هقلاع .دوش�ىم
ـهعجاـرمزير ـعجارم ـهب ،رـتشـيب تاعـلاطا

.دننك
لرتنك و ىزاف ىاه�متسيس .گناو�ىل .١

.نارگيد و بل�هنشت دمحم ى�همجرت .ىزاف
.ىسوط نيدلاريصن هجاوخ ىتعنص هاگشناد

١٣٧٨.
تـابسـاـحم .رقـابـدمـحم ،جـاهـنم .٢

.١٣٨٦ .راگن�شناد تاراشتنا .ىزاف
........................................................................شتپى"نو

1. Fuzzy Proposition     2. Linguistic variable

3. Primary term     4. Hedges

5. Artificial inteligent     6. Neural networks

٢شكل 

خنك       

غير اين�صورتدر 

درجه�حرارت

خيلى�سردسردخنكمعتدلگرمخيلى�گرم
كم و بيش�سرد

µ

→
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هادارسم نمومختصات قطبى و ر
اويه"اى يا قطبىمختصات ز

 به عنوان طولxهر نقطه در فضاى دكارتى را با دو مؤلفه�ى 
 در(x,y) به عنوان عرض معرفى مى�كنيم. هر زوج مـرتـب yو 

 (مبدأ دستگـاهOدستگاه مختصات دكارتى، بردارى با ابتـداى 
دكارتى) توليد مى�كند.

→بردار  OA
(x,y) زوج مرتب →

OAاگر زاويه�اى را كه بردار 
 با جهت مثبت محور طول�ها→

 در نظرθو درخلاف جهت حركت عقربه�هاى ساعت مى�سازد 

xبگيريم، مى�توان نوشت:                                    = OA
→

cosθ

y = OA
→

sinθ

OAكــه در آن 
→

OA انــدازه�ى بــردار 
 اســت. بــا فــرض→

r = OA
x داريم: → = r cosθ

y = r sinθ




. به راحتى مى�توان نشـان داد

كه 
  

r = x2 + y2

θ = Arc tan
y
x









 زوج(x,y). بنابراين مى�توان به زوج مرتب 

صديقه بابايى ●
شد رياضى محضشناس اركار

آغازسر
در اين مقاله،علاوه بر معرفى مختصاتى جديد با عنوان «مختصات زاويـه�اى بـراى نـقـاط دكـارتـى» كـه بـه صـورت زوج
مرتب نمايش داده مى�شوند، در ابتدا براى هر زوج مرتب، برحسب طول بردار توليد شده و زاويـه�اى كـه بـا جـهـت مـثـبـت
محور طول�ها مى�سازد، مختصات زاويه�اى معرفى شده است. سپس ارتباط بين مختصات قطبى و دكارتى آمده است. در
ادامه، از ويژگى�هاى اساسى مختصات قطبى، به�خصوص داشتن نمايش�هاى متفاوت براى يك نقطه، سخن به ميان آمده

است.

Y

XO

A x, y( )







y

  

x

θ

Y

XO

A x, y( )
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 طول بردارى استr را نسبت داد كه در آن (r,θ)مرتب جديد 
 زاويه�اى θكه زوج مرتب با ابتداى مبدأ مختصات ايجاد كرده و 

است كه اين بردار با جهت مثبت محور طول�ها و خلاف جهت
حركت عقربه�هاى ساعت مى�سازد.

  

                r = x2 + y2

(x, y)
                            

 → (r,θ)

               θ = Arc tan
y
x

              x = r cosθ
(r,θ)

                  
 →  (x, y)

              y = r sinθ   





















 :� در دستگاه دكارتـى بـا(x,y)براى هر زوج مرتـب تعريـ

فـرض 
  

r = x2 + y2

θ = Arc tan
y
x









 را «مـخـتـصــات(r,θ) زوج مـرتــب 

مى�ناميم. (x,y)زاويه�اى» يا قطبى زوج مرتب 
از آن�چه بيان شد نتيجه مى�گيريم، هر مختصات دكارتى يك
مختصات قطبى دارد و برعكس، مختصات قطبى هر نقطه نيـز

يك مختصات دكارتى دارد.
 را بنويسيد.(3−,3)  فرم قطبى زوج مرتب  .١مثال 

حل:

  

r = 32 + (−3)2 = 3 2  

θ = Arc tan
−3
3

=2π −π
4

⇒ (3 2,2π −π
4

)

 بـا (3−,3)  بنابـرايـن، فـرم قـطـبـى 
  
(3 2,2π −π

4
 بـرابـر(

١است.

فرم دكارتى . ٢مثال 
  
( 2,

4π
3

 را محاسبه كنيد.(
حل:

  

x = 2 cos(π +π
3

) = − 2
2

y = 2 sin(π +π
3

) = − 6
2

⇒ (
− 2

2
,
− 6

2
)

 زاويه�اى است كه در جهـتθ ذكر شـد،ًهمان�طور كه قبـلا
مثبت محور طول�ها و خلاف جهت حركت عقربه�هاى سـاعـت

 مى�تواند منفى هم باشد. علامت منفىθدر نظر گرفته مى�شود.
θى در نظـر گـرفـتـه شـده، در� نشان دهنده�ى آن است كه زاويه

جهت حركت عقربه�هاى ساعت توليد شده است. براى مثـال،

د وتى يك مختصات قطبى داركارهر مختصات د
عكس، مختصات قطـبـى هـر نـقـطـه نـيـز يـكبـر

دتى داركارمختصات د

نقطه�ى قطبى 
  
(3,− π

4
 نشان مى�دهد كه نقطه�اى در ربع چهارم(

 توليد مى�كند كه بـا مـحـور٣دستگاه دكارتى، بردارى بـه طـول 
 درجه مى�سازد.٤٥طول�ها زاويه�ى 

از آن�جا كـه 
  r = x2 + y2ى طـول بـردار� مشخص كننـده

است، همواره مقدارى مثبت است. اما مى�تواند علامت منفى
 ولىr  نشان دهنده�ى بردارى است با طولr−نيز داشته باشد. 

 را به(r,θ−)خلاف جهت بردار اصلى. در حقيقت، نقطـه�ى 
 را مشخـص و(r,θ)اين صورت ترسيم مى�كنيم. ابتدا نقطه�ى 

 رسم مى�كنيم تا(r,θ)سپس بردارى هم�اندازه و قرينه�ى بـردار 
 ايجاد شود. براى مثال، نقـطـه�ى (r,θ−)نقطـه�ى 

  
(−2,

π
5

 را(
در نظر بگيريد. ابتدا 

  
(2,

π
5

 را در دستگاه رسم مى�كنيم و سپس(
 توليد شده را رسم مى�كنيم.قرينه�ى بردار

= r sinθ

= r cosθ

Y

XO   






θ

r

A

yA

xA

Y

XO

3
−π

4

3, − π
4



 



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Y

XO

Y

XO

Y

XO

π + π
4

π − π
32

3
2

4
(− 2, π + π

)

4
( 2, π +π

)

3 3
A(−

2
, −

2π
)

(
2
3

, −
2π
3

)

4
( 2,

π
)

π
4

2

ال�) نقطـه�ى  .٣مثال 
  
(− 3

2
,−2π

3
 را دستگاه دكارتى نشـان(

دهيد.
حل:

ب) فرم دكارتى نقطه را بنويسيد.
حل:

  
x = r cosθ = (− 3

2
) cos(−(π −π

3
)) = 3 3

4
�

  
y = r sinθ = (− 3

2
)sin(−(π −π

3
)) = 3

4

م قطبى يك نقطهت"هاى مختل� فرصور
نقاط در دستگاه مختصات دكارتى نمايش منحـصـر بـه فـرد

(x,y)ى دوم مقـدار� را دارند. مؤلفه�ى اول مقدار طول و مؤلفه
x,yعرض نقاط را مشخص مى�كند. با تغيير مقدار يا عـلامـت 

نقطه�ى جديدى توليد مى�شود كه با نقطه�ى اوليه تفـاوت دارد.
 مى�توانند علامت منفى داشته باشند و اينr,θاما به دليل آن�كه 

علامت منفى جايگاه نقاط را تغيير مى�دهد، بـراى فـرم قـطـبـى
نقاط، نمايش منحصر به فـرد نـداريـم. بـراى مـثـال، نـقـطـه�ى

  
( 2,

π
4

 را در نظر بگيريد:(

حال نقـطـه�ى 
  
(− 2,π +π

4
 را در دستگاه دكـارتـى رسـم(

كنيد.

به روشنى آشكـار اسـت، نـقـطـه�ى 
  
(− 2,π +π

4
 همـان(

جايگـاه 
  
( 2,

π
4

 را در دستگاه دارد. اما هر كدام به صـورتـى(

 متفاوت نمايش داده مى�شود. اگر نقاط ًكاملا
  
( 2,2π +π

4
)،

  
(− 2,− 3π

4
 و (

  
( 2,− 7π

4
 را نيز ترسـيـم كـنـيـد، هـمـگـى(

جايگاه 
  
( 2,

π
4

 را خواهند داشت.(
يك نقطه و پنج حالت متفاوت نمايش، ويژگى جالـب فـرم

قطبى يك نقطه است. شما مى�توانيد باز هم براى 
  
( 2,

π
4

 فرم(
هاى ديگرى ارائه دهيد. به�طور كلى، براى نقطه�ىr,θقطبى با 
p(r,θ) هاى كـلـى�p(r,2kπ   نمايش + θ) ،  p(r,−2kπ − θ)،

  p(−r,−(2k +1)π + θ) و   p(−r, (2k +1)π + θ).وجود دارد 

r  نمودار قطبى  .٤مثال 
2 cos2θ  را رسم كنيد.1=

cos2θ  چون طرف اول عبارت مثبت است، بايد  حل: ≥0.

بـنـابـرايـن 
  
2θ ∈ − π

2
,
π
2







 و لـذا 
  
θ ∈ − π

4
,
π
4







. هـم�چـنـيـن

  
r2 = 1

cos2θ
 و اين كسر براى تعري� شدن بايد مخرجى مخال�
صفر داشته باشد. در يك دوره�ى تنـاوب، ريـشـه�هـاى مـخـرج

  
θ = π

4
,
3π
4

,
5π
4

,
7π
4

 هستند. از توضيحات بالا نتيجه مى�شود

كه 
  
θ ∈ (− π

4
,
π
4

).
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تقارن نسبت به محور طول�ها:
(r,θ) → (r,−θ)

 معادله تغيير نكرده است              
  
r2 = 1

cos2(−θ)
= 1

cos2θ
نمودار نسبت به محور طول�ها متـقـارن اسـت، بـنـابـرايـن

  θ ∈ 0,π[ ].
تقارن نسبت به محور عرض�ها:

(r,θ) → (−r,−θ)

 معادله تغيير نكرده است
  
(−r2) = 1

cos2(−θ)
⇒ r2 = 1

cos2θ
نمودار نسبت به محور عرض�ها متقارن است و اين موجب

مى�شود كه 
  
θ ∈ − π

2
,
π
2







.

 خواهيـمθبا اشتراك گرفتن بين شـرايـط مـوجـود، بـراى 

داشت 
  
θ ∈ [0,

π
4

. از طرف ديگر، به راحتى مى�توان نشان داد(

  

lim
θ→π−

4

1
cos2θ

= +∞.

  

θ 0
π
6

π
4

r ±1 ±1.1 +∞
د، هر چند استـفـاده از مـخـتـصـاتبايد دقـت كـر

ابط ضمـنـىسـيـم رواى تردار بـرقطبـى يـك نـمـو
د استفاده ازارخى مود، اما در براياى زيادى دارمز
ا كمتـر واحل كـار رسيم، مـراى ترتى بـركـارم دفر
داهد كراحت"تر خوا رسيم رتر

ا آسانسيم ر آيا هميشه استفاده از مختصات قطبى تر●
مى"كند؟

بايد دقت كرد، هر چند استفاده از مختـصـات قـطـبـى يـك
نمودار براى ترسيم روابط ضمنى مـزايـاى زيـادى دارد، امـا در
برخى موارد استفاده از فرم دكارتى براى ترسيم، مراحل كار را
كمتر و ترسيم را راحت�تر خواهد كرد. براى نمونه، مى�توان به
مثال بالا اشاره كرد. با تبديل فرم قطبى نمودار بالا به فرم دكارتى

x  درمى�يابيم كه فرم قطبى بالا هذلولى 
2 − y2  با دو مجانب1=

y = ±xى� است كه ترسيم آن با استـفـاده از مـبـاحـث هـنـدسـه
تحليلى بسيار آسان�تر است.

.................................................................................................................................................................شتپى"نو

١ .
  
π −

π

4
ست اب درد، جوار داره�ى مثلثاتى قرم دايرتب ما در ربع چهارج مرباشد، اما از آن�جا كه زو θاب اند جونيز مى�تو 

  
2π −

π

4
است. 

.....................................................................................................................................................................منابع 
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تمرين

. نمودار ١
  (x2 + y2)3 −6xy راهنمايى:                                 ).( را رسم كنيد 0=

. نمودار رابطه�ى ضمنى ٢
  

x2 + y2 = 4x

x2 + y2
راهنمايى:                    ).( را رسم كنيد 

y

x

y
α

Y

XO

Y

XO

Y

XO
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بخش"پذيرى

 احمد قندهارى ●

 وقـتـى بـخـش�پـذيـر گـويـنـد كــه(x-a) را بــر P(x) عـبـارت .١
 صفر باشد. اگـر خـارج(x-a) بر P(x)باقى�مانده�ى تقـسـيـم 

P(x)=(x-a)Q(x) باشد، مى�توان نوشت Q(x)قسمت تقسيم 

P(x) عبارت ًمثلا = x3 −5x2 + 5x x)    بر1−  بخش�پذير(1−
است. زيرا مى�توان نوشت:

  x
3 −5x2 + 5x −1= (x −1)(x2 −4x +1)

  P(x) = (x −1).Q(x)

 وR ، (x-a) بـر P(x) اگـر بـاقـى�مـانـده�ى تـقـسـيـم عـبـارت .٢
 باشد، مى�توان نوشتQ(x)خارج�قسمت آن 

P(x)=(x-a).Q(x)+R

 را قرار دهيـم، خـواهـيـمa، عدد x اگر در اين رابـطـه بـه�جـاى 
.P(a)=Rداشت: 

 بخش�پذير بـاشـد،(x-a) بـر P(x) اگر عبـارت نتيجـه:
P(a)  آن�گاه  =0.

P(x)   نشان دهيد عـبـارت مثـال: = x7 −4x2 + x)   بر 3 −1)

بخش�پذير است.
  P(1) =1−4+ 3 =0⇒ P(1) =0

x)   بر  P(x)در نتيجه   بخش�پذير است .(1−

P(x)   اگـر عـبـارت .١مـسـئـلـه"ى = x3 + 4x2 −5x + mبــر 
  (x  بـرP(x) بخش�پذير باشد، آن�گاه باقى�مانده�ى تـقـسـيـم (1+

  (x  را بيابيد.(2−
x)   بـر  P(x) چون حـل:  بخش�پذير اسـت، پـس بـايـد(1+

  P(−1) =0.
  P(−1) = −1+ 4+ 5 + m =0⇒ m = −8

P(x)  حال، باقى�مانده�ى تقسيـم  = x3 + 4x2 −5x  بر8−
  (x  را تعيين مى�كنيم.(2−

  R = P(2) = 8 +16 −10−8 ⇒ R = 6

 و… بخش�پذيـر(x-c) و (x-b) و (x-a) بر P(x)اگر عبـارت  .٣
P(a)  باشد، آن�گاه بايد  =0 ،  P(b) =0 ،  P(c)  و…0=

 را چــنــان بــيــابـــيـــد تـــا عـــبـــارتn و m .٢مــســئـــلـــه"ى
  P(x) = mx3 + nx2 −4x x2)   بر 12+  بخش�پذير باشد.(4−

ل:ش اوروحل: 

  
x2 −4 = (x −2)(x +2) =0⇒

x =2

x = −2




  

P(2) =0

P(−2) =0




⇒
8m + 4n −8 +12 =0

−8m + 4n + 8 +12 =0




  
⇒

8m + 4n = −4

−8m + 4n = −20




   ⇒

  

8n = −24 ⇒ n = −3  ,  8m + 4n = −4

⇒ 8m −12 = −4 ⇒ 8m = 8 ⇒ m =1

x   روش دوم:
2 −4 =0⇒ x2 =  بـهP(x)، در عـبــارت 4

 را قرار مى�دهيم. سپس باقى�مـانـده را٤، عدد (x2)  جاى هـر 

بخش"پذيرى
هاشار

 خواهيم پرداخـت،(x-a) بر P(x)در اين مقاله به تعريX بخش�پذيرى چند جـمـلـه�اى 
سپس مسائل و آزمون�هاى متفاوتى را در اين زمينه طرح و حل مى�كنيم.
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متحد با صفر قرار مى�دهيم.
  P(x) = mx(x2) + n(x2) −4x +12

  R = mx(4) + n(4) −4x +12

  R = (4m −4)x + (4n +12) ≡0

  
⇒

4m −4 =0

4n +12 =0




⇒
m =1

n = −3




 در بعضى از مسـائـل، روش اول مـقـدورتذكر مـهـم:
نيست. بايد از روش دوم استفاده كرد.

 را  چــنــان  بــيــابــيــد  تــا  عــبــارتb  و a  .  ٣مــســئــلــه"ى
  P(x) = x9 + ax4 + bx3 x2)   بر 8−  بخش�پذير باشد.(1+

حل:
  x

2 +1=0⇒ x2 = P(x)   و 1− = x(x2)4 + a(x2)2 + bx(x2) −8

  R = x(−1)4 + a(−1)2 + bx(−1) −8 = x + a − bx −8

  
R = (1− b)x + (a −8) ≡0⇒

1− b =0⇒ b =1

a −8 =0⇒ a = 8




 ممكن است براى بعضى�ها اين سؤال پيش آيـدتوجه:
-) باشد؟ در جواب بايد١ ( مى�تواند مساوى x2  كه آيا 

x2  گفت، در رياضى معادله�ى  =  دو ريشه�ى متمايز 1−
دارد كه در حوزه�ى اعداد حقيقى نيست. پس تـسـاوى

  x2 =  اشكالى ندارد.1−

P(x)   اگر عبارت .٤مسئله"ى = x4 + mx3 + nx2 + (k −5)

x(x  بر  −1)(x n و m بخش�پذير باشد، (1+

 را بيابيد.kو 
ل:ش او روحل:

  x(x −1)(x +1) =0⇒ x =0 ,  x =1 ,  x = −1

  

P(0) =0

P(1) =0

P(−1) =0






⇒

0+0+0+ k −5 =0

1+ m + n + k −5 =0

1− m + n + k −5 =0







  ⇒ k = 5

  

n = −1

m =0  
⇒

m + n = −1

−m + n = −1




⇒

م:ش دورو 
  x(x −1)(x +1) = x(x2 −1) = x3 − x =0⇒ x3 = x

 قرار مى�دهيم. سـپـسx3 ،x   به جاى هـر P(x)در عبـارت 
باقى�مانده را متحد با صفر قرار مى�دهيم.

  P(x) = x(x3 ) + m(x3 ) + nx2 + k −5

  R = x(x) + m(x) + nx2 + k −5 = x2 + mx + nx2 + k −5

  R = (n +1)x2 + (m)x + (k −5) ≡0

  

⇒
n +1=0

m =0

k −5 =0






  ⇒

n = −1

m =0

k = 5







P(x)  اگر عبارت  .٥مسئله = x35 + 4x16 + ax2 + bx + cبر 
  (x3  را بيابيد.c و a ،b بخش�پذير باشد، (1+
-) را قرار١ (، x3  ، بـه جـاى هـر P(x) در عـبـارت حـل:
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x           مى�دهيم:
3 +1=0⇒ x3 = −1

  P(x) = x2(x3 )11 + 4x(x3 )5 + ax2 + bx + c

  R = x2(−1)11 + 4x(−1)5 + ax2 + bx + c

                                               = −x2 −4x + ax2 + bx + c

  R = (a −1)x2 + (b −4)x + c ≡0

  

⇒
a −1=0

b −4 =0

c =0






⇒

a =1

b = 4

c =0

 چند جمله�اى درجه سومى بنويسيد كه باقى�مانده�ى.٦مسئله"ى
x)  تقسيم آن بر  x)   و (1− x)   و (2− −  باشد و اين٤٨ عدد (3

x)  چندجمله�اى بر   بخش�پذير باشد.(1+
 چــنــدجــمــلـــه�اى درجـــه ســـوم را بـــه�صـــورتحـــل:

  P(x) = m(x −1)(x −2)(x − 3) +  مى�نويسيم.48
  P(−1) x   بايد 0= +1=0⇒ x = −1

  

p(−1) = m(−2)(−3)(−4) + 48 =0

⇒ − 24m + 48 =0⇒ m =2

⇒ p(x) =2(x −1)(x −2)(x − 3) + 48

 وR1   مسـاوى t بر عـدد A اگر باقى�مانـده�ى تـقـسـيـم عـدد .٤
 باشـد ،R2   مسـاوى t بر عدد Bباقى�مانده�ى تقـسـيـم عـدد 

آن�گاه:
 (Xال) ى تقسيم عدد� برابر استt) بر عدد A+Bباقى�مانده

R1)  با باقى�مانده�ى تقسيم  + R2)بر ) t.(�
A) باقى�مانده�ى تقسيم عدد ب) × B) بر عدد tبرابر است 

�).t ( بر (R1.R2)  با باقى�مانده�ى تقسيم 

 و٧ مساوى ٨ بر A اگر باقى�مانده�ى تقسيم عـدد  .٧مسئله"ى
 باشـد، آن�گـاه٦ مسـاوى ٨ بـر Bباقى�مـانـده�ى تـقـسـيـم عـدد 

 را بيابيد.٨ بر (A.B)باقى�مانده�ى تقسيم 
 اين مسئله را بدون در نظـر گـرفـتـن قـسـمـت «ب» ازحل:
 درس حل مى�كنيم.٤شماره�ى 

  

A = 8m + 7

B = 8k + 6




⇒ A × B = (8m + 7)(8k + 6)

     = 8(8km + 6m + 7k) + 42

(A.B)همان�طور كه ملاحظه مى�شود، باقى�مانده�ى تقسيم 

�) است كه مساوى٨ بر (�٤٢، باقى�مانده�ى تقسيم عدد ٨بر عدد 
R   است. پس: ٢با  =2.

f   اگر .١آزمون (2) = f (−2) = x2)  ، آن�گاه كدام يك از عبارت�هاى زير بر 8  بخش�پذير است؟(4−
١ (f(x)٢ (  f (x) + 8٣ (  f (x) −8٤ (  f (x) −4

x  . گزينه�اى درست است كه به ازاى ٣ گزينه�ىحل: x   و 2= =  حاصل آن صفر شود.2−

x)   بر P(x) اگر .٢آزمون −2 P(x4   بخش�پذير باشد، آن�گاه باقى�مانده�ى تقسيم (2 −2x2 +2x) بر   (x −   كدام است؟(2
٢) ٢٤) ١٣) ٢°) ١-

.١ گزينه�ى حل:
   P(( 2)4 −2(2) +2 2) = P(4−4+2 2) = P(2 2) x   و 0= = 2.

ax5   اگر باقى�مانده�ى تقسيم .٣آزمون + bx4 + cx + x)   بر 7 ax2   باشد، آن�گاه باقى�مانده�ى تقسيم  ٧، (1− + bx + c بر (x − c
a

)

كدام است؟
٤-٢) ١٣) ٢٢) ١ (°

.٤ گزينه�ىحل:
    P(1) = 7 ⇒ a + b + c + 7 = 7 ⇒ a + b + c P(x)   و 0= = ax5 + bx4 + cx + 7

  

ax2 + bx + c =0 a+b+c=0 → 
′x =1

′′x = c
a





 ax2  پس عبارت  + bx + c بر (x − c
a

 بخش�پذير است.(

آزمون
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x)   بر P(x) اگر باقى�مانده�ى تقسيم .٤آزمون x)   و بر ٧، (1− x2   بر P(x) باشد، آن�گاه باقى�مانده�ى تقسيم ٥، (2− − 3x  كدام2+
است؟

١ (  −2x +9٢ (  2x −9٣ (  −2x −9٤ (  2x +9

.١ گزينه�ى حل:
  R2 = b   و 5 =2;    R1 = a   و 7 =1  ;    (x −1)(x −2) = x2 − 3x +2

  
⇒

m(a) + n = R1

m(b) + n = R2





mx باقى�مانده� باشد  + n

  
⇒

−1× m + n = 7

2m + n = 5




⇒ m = −2  ,  n =9

  ⇒ mx + n = −2x +9

P(x)   اگر باقى�مانده�ى تقسيم .٥آزمون = x3 −6x2 +12x x) بر 2− − a) ،ى تقسيم ∞٧� بر P(x) باشد، باقى�مانده
  
(x − a

2
 كدام(

است؟
٧) ٥٤) ٣٣) ١٢) ١

.٤گزينه�ى  حل:

  

p(a) = 70⇒ a3 −6a2 +12a −2 = 70

⇒ a3 −6a2 +12a −8 = 64

⇒ (a −2)3 = 64 ⇒ a −2 = 4 ⇒ a = 6

⇒ x − a
2

= x − 3 ⇒ P(3) =27 −54 + 36 −2 = 7

2f  اگر  .٦آزمون (x) + f (−x) = x3 − 3x ى تقسيم�x)   بر f(x)، آن�گاه باقى�مانده −  كدام است؟(3
٦) ٤-٥) ٣-١٨) ١٨٢) ١-

.٢ گزينه�ى حل:

  
x        → − x ⇒

−2×
2f (−x) + f (x) = −x3 + 3x

2f (x) + f (−x) = x3 − 3x







  ⇒ − 3f (x) = −3x3 +9x ⇒ f (x) = x3 − 3x  ,

  f (3) =27 −9 =18

 اگر .٧آزمون
  
f (

1
x −1

) = 4x − 3
x −1

x)   بر f(x)، آن�گاه باقى�مانده�ى تقسيم  − ؟ كدام است(2

١ (  (2+ 2)٢ (  (3 + 2)٣ (  (4+ 2)٤ (  (5 + 2)

.٣ گزينه�ى حل:

        
  

1
x −1

      → x ، 
  
f (

1
x −1

) = 4(x −1) +1
x −1

= 4+ 1
x −1

  f (x) = 4+ x ⇒ f ( 2) = 4+ 2

x2)   بر x7   باقى�مانده�ى تقسيم .٨آزمون  − x  كدام است؟(1+
١ (x٢ (  2x٣ (  −2x٤ (  3x

 تبديل

 تبديل
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.١ گزينه�ى حل:
  P(x) = x7 = x(x6 ) = x(x6 −1+1) = x(x6 −1) + x = x(x3 −1)(x3 +1) + x

                                      
    

P(x) = x(x3 −1)(x +1)(x2 − x +1)1 24444 34444 + x ⇒ R = x

                                                                                                                                
x2)   بر  −x+1)پذير است� بخش

x111   باقى�مانده�ى تقسيم .٩آزمون  + x21 x2)   بر 2− − x)كدام است؟ 
٣-٢) ٢°) ١ (  2x −2٤(   2x +2

.٣ گزينه�ىحل:
  x

2 − x =0⇒ x2 = x  ,  P(x) = x111 + x21 −2

xn ،n  قرار دهيم، به�اين ترتيب، هر x2 ،x   به جاى هر P(x)در عبارت  ∈ N و   n x9   تبديل مى�شود. درباره�ىx در نهايت به 1<

اين  عمل را انجام مى�دهيم.

  x
9 = x(x2)4 → x(x)4 = x(x2)2 → x(x)2 = x(x2)

  → x(x) = x2 → x

P(x) ،  xپس درباره�ى 
111 → x و   x

21 → x :بنابراين   R =2x −2.

f   اگر .∞١آزمون  (x + 4) = x2 −4x ى تقسيم�x)   بر f(x)، آن�گاه باقى�مانده  كدام است؟(1−
٢١) ٤∞٢) ١٨٣) ١٥٢) ١

f  ، بايد ٤ گزينه�ى حل: x   را پيدا كرد، بنابراين با فرض (1) = f  ، مقدار 3− (x +  را به دست مى�آوريم:(4

  f (−3 + 4) =9+12 ⇒ f (1) =21

تفريح انديشه

يكى چيست؟

آن است كه يگانگى بر او افتد و بدو نام زده شود. و از تمامى
وى آن است كه كمى و بيشى نپذيرد و ز حال خويش به ضرب و
قسمت نگردد و اندر قوت همه عددهاست و همه خاصيت�هاى
ايشان. و حال يكى اندر آن چيزها كه شمرده شود بدو، هر چند يگانگى او
نه به حقيقت باشد، و لكن از جهت نهادن مردمان يك ديگر [نيز هـمـچـنـان
است]. و اين يكى ايستاده است ميان آن عددها كه از ماننده�ى او گرد آيد به
جمله شدن و ميان آن پاره�ها كه از او كمترند. و اين ايستادن او ميان ايشان از
بهر آن پاره�ها كه از او كمترند. و اين ايستادن او ميان ايشان از بهر آن اسـت
كه او چون ميانه�ى معتدل راست است. اگر او را به مثل خويش زنـى يـا بـر
مثل خويش قسمت كنى هم يكى باشد. و ديـگـر عـددهـا كـه از او بـيـشـتـرنـد
هرگه كه يكى ايشان را ضرب كنى بيفزايد. و قسمت كنى بكـاهـنـد. و  امـا
اجزاها كه از او كمترند هرگـاه كـه ضـرب كـنـى بـكـاهـنـد و كـه قـسـمـت كـنـى

بيفزايند. و يكى به ميان ايشان برحال خويش است.

از: التفهيم، ابوريحان بيرونى،
      به تصحيح جلال�الدين همائى
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فى سايت�هاى رياضى جهانمعر
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ادس�8نژنده: روزبه يودآورگر ●

هاشار
در اين مقاله�ى كوتاه كوشيده�ايم شما را با نظريه�اى به نام «نظريه�ى پروانه» آشنا كنيم. سال�ها پيش مبحث جديدى بـه

» بيان شد كه در علم رياضيات جايگاه ويژه�اى داشت. در اثبات اين قضيه�ى مهم، از مباحث چهارضلعى١نام «تئورى پروانه
محاطى و هم�نهشتى�هاى مثلث�ها و تشابه استفاده شده است كه براى فهم مطلب، دانستن آن�ها لازم است.

مثلث�هـاى شـكـل مـتـشـابـه�انـد و نـسـبـت تـشـابـه آن�هـا را
مى�نويسيم:

ProprationsTriangles

(مثلث�ها)(نسبت�ها)

)١(CM
CN

= MH
NK

CNK و CMH

)٢(CM
CN

= MJ
NP

CNP و CMJ

)٣(MH
NP

= FM
EN

ENP و FMH

)٤(MJ
NK

= MD
NG

GKN و DMJ

  
(1) × (2) ⇒ CM2

CN2 = MH
NK

× MJ
NP

= FM
EN

× MD
NG

= FM.MD
EN.NG

    AM × MB
BN.NA

 قوت نقطه در دايره ==

  
⇒ b2

a2 = (a − b)(a + b)
(a − d)(a + d)

= a2 − b2

a2 − d2

⇒  حكم اثبات شد  b2 = d2           b, d >0    ⇒ b = d

انهپروتئورى

ت قضيهصور
دايره�اى فرضى به شعاعى خاص داريم و وترى از آن به نام

AB را رسم مى�كنيم. وسط وتر را با نقطه�ى C.نشان مى�دهيم 
 را رسم مى�كنيم، به�طـورى�كـهFG و EDحال دو وتر دل�خواه 

 راE و D ، F ، G باشد. دو سر نقاط Cمحل برخورد آن�ها در 
EGC و FDCبه هم متصل مى�كنيم. حالا ما دو مثلث به نام�هاى 

N و M را به ترتيـب در AB، وتر EG و FDداريم كه دو ضلـع 

قطع مى�كنند. حال طبق قضيه�ى پروانه داريم:

NC=MC  ←  قضيه�ى پروانه

انهاثبات قضيه�ى پرو
 راNK و MH ،MJ ،NPابتدا براى اثبات، خطوط عمود 

MC، و خط a را CB=CAرسم مى�كنيم. بعد از آن، خطـوط 

 مى�ناميم.d را NC و خط bرا 

A B

E
F

M
H

c
p

GD

kj

N
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 دانش�آموز پيش�دانشگاهى شهرستان مهاباد

a   با فرض اين�كه :اثبات =1+2 + 3+...+n و    b = n +1

و جايگزينى آ�ن�ها در سمت راست اتحـاد بـالا، خـواهـيـم
داشت:

  A = (a + b)2 −  a2 = a2 +2ab + b2 − a2 = b2 +2ab

              = (n +1)2 +2(1+2 + 3+...+n)  (n +1)     (1)������������������������������������������������������������

از طرف ديگر مى�دانيم:     
  
1+2 + 3+...+n =  

n(n +1)
2

 خواهيم داشت:١با جاى�گزينى رابطه�ى اخير در 

  
A = (n +1)2 +2 × n(n +1)

2
 (n +1)

�������  = (n +1)2 + n(n +1)2 =  (n +1)2  (n +1) = (n +1)3���������������

  1+2 + 3+...+n + n +1( )2 −  (1+2 + 3+...+n)2 =  (n +1)3

با توجه به اين�كه روش�هاى ديگـرى بـراى اثـبـاتمسابقـه: 
قضيه�ى پروانه وجود دارند و با توجه به شكل زير، اين قضيه را

اثبات كنيد:

مسابقه

........................................................................شتپى�نو
1. Butterfly theorem

..............................................................................منابع
1. agutie. Home stead.com

2. www.Cut-the knot.org

هاد جعفرى يقينفر● 

ديگراتحادى

A
B

EF

M C

G

D

N

H

O

θ

J
θ′′θ ′′θ
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١٧
ضا ياسى�پورغلامر ●

دنمسائل تناوبى بو

α جميع .٦ ∈ Rها را با اين ويژگى بيابيد كه دنباله�ى صادق 
در بازگشتى

  xn+1 + xn−1 = αxn ,n ∈ N

دوره�اى باشد.
f:R فرض مى�كنيـم .٧ → Rتابعى دوره�اى و چنان باشد 

fكه مجمـوعـه�ى  (n) n ∈ N{  داراى بى�نهايت عضو بـاشـد.{
 گنگ است.fثابت كنيد دوره�ى تناوب 

 آخرين رقم عدد زير باشد:bn فرض مى�كنيم .٨
  1

1 +22 + 33 +...+nn

}bnثابت كنيد دنباله�ى  } n است.١٠٠ متناوبى با دوره�ى تناوب 
 فردa اعدادى صحيح و مثـبـت و a ، b فرض مى�كنيـم .٩

}unباشد. دنبالـه�ى  } nمى�كنيـم: بـه hرا به�صورت زير تعري 
nازاى  ∈ N ،  u0 = b

 زوج باشدun اگر                             
  

un+1 =
1
2

un

un + a







                             
در غير اين�صورت

nالh) نشان دهيد به ازاى  ∈ N ،ىun ≤ a.
}unب) نشان دهيد دنبـالـه�ى  } n،از يك مرحله به بـعـد ،

متناوب است.
 و…، كه هيچ�يكa1،  a2،  a3   اعداد صحيح و مثبت .١٠

 نيستند، دنباله�اى را تشكيل مى�دهد كه در اين١٩٨٨متجاوز از 
 اعدادى صحيح و مثبت باشند،n و mشرط صدق مى�كند: اگر 

amدر اين�صورت  + an بر am+nبخش�پذير است. ثابت كنيد 
اين دنباله، از يك مرحله به بعد، تناوبى است.

f:R فرض مى�كنيم.١١ → Rتابعى يكنواخت است كه در 
a,b,c,dمورد آن  ∈ R بـا    a ≠0 ،  c چنان موجودند كـه بـه0≠

 برابرى�هاى زير برقرارند:xازاى جميع مقادير 

  
    f (t)dt = cx + d

x

x+ 2

و  ∫
  

    f (t)dt = ax + b
x

x+ 3

∫
 تابعى خطى است، يعنى به ازاىfثابت كنيد 

 n ∈ R و m:f (x) = mx + n

هاشار
در شــمــاره�ى قــبــل دربــاره�ى مــســائـــل تـــنـــاوبـــى بـــودن
توضيحاتى داده شد و تعدادى مسألـه بـررسـى و حـل شـد،
در ادامه�ى آن بقيه�ى مسائل تناوبى بودن را بررسى مى�كنيم.

اهيان المپيادهاى رياضىبا ر
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حل مسائل
α   اگر .٦ = xn، آن�گاه دنباله�ى2 = n در رابطه�ى بازگشتى 

مفـروض صـادق اسـت و بـه�طـور واضـح دوره�اى نـيـسـت.
α  بنابراين، فـرض مـى�كـنـيـم  ≠ . در اين حال، معـادلـه�ى2

  x
2 − αx  دارد و جملـه�ى r ،  r−1 دو جواب متـمـايـز 0=1+

عمومـى دنـبـالـه را مـى�تـوان در شـكـل نـهـايـى، بـه�صـورت
xn = Arn + Br−n نوشت كه در آن A و Bتوسط دو جمله�ى 

اول دنباله مشخص شده�اند.
 بايد داراى قدرمطلقىrاگر دنباله� دوره�اى باشد، آن�گـاه 

برابر يك باشد، زيرا در غير اين�صورت، قدرمطلق جمله�ى
عمومى به بى�نهايت ميل مى�كند.

xnبه اين ترتيب:                                       = Arn + Br−n

 نيز بايد دوره�اى باشد كه با استفاده از جمع،xnدنباله�ى 
A)مـسـتـلـزم ايـن اسـت كـه  + B

−
)rn + (A

−
+ B)r−nدوره�اى 

Re((Aباشد. در نتيجه، دنباله�ى + B
−

)rn در( دوره�اى است (
 را نمايش مى�دهد).z  جزو حقيقى Re zاين�جا 

rبا نوشـتـن  = cosπt + i sin πtنتيجـه� مـى�گـيـريـم كـه 
Re(A + B

−
) cos nπtدوره�اى است كه مسـتـلـزم ايـن اسـت 

 گويا نباشد، آن�گاه عددهاىt گويا باشد. در واقع، اگر tكه 
2mπ  بـه�صـورت  +nπt, m, n ∈ Z    ,    n  چـگـالR در 0<

cosخواهند بود. بنابـرايـن:  nπt ،   n ]0,1  ، در 0<  چگال[
 بايدαاست و نمى�تواند دوره�اى باشد. نتيجه مـى�شـود كـه 

2cos  به�صورت  πt با ،t.ى گويا باشد 
)١٩٩٦(برنامه�ى تابستانى المپياد رياضى، 

 باشد. با استفاده از طريقf دوره�ى تناوب T فرض مى�كنيم .٧
Tتناقض، فرض مى�كنيم  = p / q كه در آن ،p و qاعدادى 

صحيح و مثبت و نسـبـت بـه هـم اول�انـد. در ايـن�صـورت،
qT = p نـيـز دوره�ى تــنــاوب fاسـت. فـرض مـى�كــنــيــم 

n = kp + r كه در آن k و rاعدادى صحيح�اند و 
  0< r < p −1

fدر اين صورت:                        (n) = f (kp + r) = f (r)

،nبنابراين، به ازاى جميع اعداد صحيح و مثبت 
  f (n) ∈ f (1), f (2), ..., f (p −1){ }

fدر تـنـاقـض بـا ايـن واقـعـيــت كــه  (n) n ∈ N{  داراى{
بى�نهايت عنصر است و به اين ترتيب، اثبات كامل مى�شود.

Revista Matematicǎ din
Timisoara (Timisoara

Mathematics Review), 1981;

proposed by   D. Andrica

  نمايش مى�دهيم.l(n) را n آخرين رقم عدد صحيح و مثبت .٨
}l(n)دنباله�ى  } n است. نيز،١٠ دوره�اى و با دوره�ى تناوب 

aبه ازاى ثابـت ∈ N دنبالـه�ى ،l(an ){ }
n

 دوره�اى و دوره�ى
 ختم شود،�٦،� يا �٥،� �١،� ٠ به a است، اگر ١تناوب آن برابر 

 است٤ ختم شود، و برابـر ٢ يا ٤ به α است، اگـر ٢و برابر 
 مختوم باشد.�٨،� يا �٧، �٣، ٢اگر به 

٢٠ برابر ٤ و ١٠از آن�جا كه كوچك�ترين مضرب مشترك 
است، اگر فرض كنيم:

   m = (n +1)n+1 + (n +2)n+2+...+(n +20)n+20   

 وابسته نيست. بنابراين، آخرينn به l(m)در اين�صورت 
1  رقم 

1 +22 + 33  را محاسبه مى�كنيم. آخرين رقم2020+...+
ايـن عـدد، بـه عـلـت دوره�اى بـودن دنـبـالـه�هـاى بـه�صـورت

l(an ){ }
n

، آخريـن رقـم
  1+22 + 33 +42 +5 +6 + 73 + 84 +91

  +1+24 + 31 +42 +5 +6 + 71 + 82 +91

است. محاسبه�اى آسان نشان مى�دهد كه آخـريـن رقـم مـورد
 است. در نتيجه، آخرين رقم مجموع به صورت٤بحث 

  (n +1)n+1 + (n +2)n+2+...+(n +100)n+100

برابر
  l(4 × 5) = l(20) =0

 است.١٠٠ دوره�اى، با دوره�ى تناوب bnاست. در نتيجه، 
)١٩٨٠ رومانى، IMO(آزمون انتخابى 

un   فرض مى�كنـيـم ال[). ٩  زوج باشـد،un. اگـر 0<
un+1  آن�گاه  = un / 2 < un

un+2   فرد باشد، داريم unو اگر  = (un + a) / 2 < un

، جمله�ى تالىaدر نتيجه�، به ازاى هر جمله�ى بزرگ�تر از 
كوچك�ترى موجود است. اين جملات، يك زيـر دنـبـالـه�ى
نزولى را تشكيل مى�دهند كه بايد سرانجام   مختوم شود و اين

unوضع تنها اگر  ≤ a.باشد، اتفاق مى�افتد 
 نشان مى�دهيم كه بى�نهايت جمله�ى دنـبـالـه�ى مـوردب)

 هستند. فرض مى�كنيم چنين نباشـد2a  بحث، كوچك�تر از 
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حل مسائل
 زوجum بزرگ�ترين جمله با اين ويژگى بـاشـد. اگـر umو 

باشد، آن�گاه
  um+1 = um / 2 < 2a

um+1   فرد باشد، آن�گاه umاگر  = um + a.زوج است 
um+2  در نتيجه:  = (um + a) / 2 < 3a / 2 < 2a

كه باز هم غيرممكن است.
اين موضوع نشان مى�دهد كه بى�نهايت جمله�ى كمتـر از

  2aموجودند. كاربرد اصل ديريكـلـه يـا لانـه�ى كـبـوتـر،بـا 
اى تكرارunبى�نهايت كبوتر، نشان مـى�دهـد كـه جـمـلـه�ى 

مى�شود كه به دنباله�ى دوره�اى مى�انجامد.
)١٩٩٦(المپياد رياضى فرانسه، 

 از آن�جا كه دنباله كران�دار است، بعضى جمله�ها بـايـد.١٠
 بزرگ�تريـنkبى�نهايت مرتبه تكرار شوند. فرض مى�كـنـيـم 

Nعددى باشد كه بى�نهايت مرتبـه در دنـبـالـه رخ مـى�دهـد و 

iعددى طبيعى، چنان كه به ازاى  ≥ N ،ai ≤ k ،m ≥ N

amرا چنان انتخاب مـى�كـنـيـم كـه  = k ثابت مى�كنـيـم .m

iدوره�ى تناوبى از دنباله است. يعنـى، بـه ازاى هـر  ≥ N،
ai+m = ai.

ai+mاى، iابتدا فرض مى�كنيـم بـه ازاى  = kاز آن�جا .
aiكــه  + am بـر ai+m = k:بـخـش�پـذيــر اســت، داريــم 

ai = k = ai+m

ai+mدر غير ايـن صـورت، اگـر  < k ،j ≥ Nرا چنـان 
+aiانتخاب مى�كنيم كه  j+m = k

  ai+ j + am < 2kحــاصــل مــى�شـــود. از آن�جـــا كـــه 
ai+m + a j بـر ai+ j+m = kبـخـش�پـذيـر اسـت، نـتــيــجــه 
ai+mمى�شود:  + a j = k

aو بنابرايـن  j < k از آن�جا كه.ai+ j+m = kاستدلال ،
فوق مستلزم

ai+ j+m = ai+ j = k

k ،aiاست. بنابراين،  + a j:را مى�شمارد. نتيجه مى�گيريم 
ai + a j = k

aiزيرا  ≤ k و a j < k:در نتيجه .
ai+m = k − a j = ai

)١٩٨٨(المپياد رياضى لنينگراد، 
 تابع زير را در نظر مى�گيريم.١١

  
F = R → R,  F(x) = f (t)dt

0

x

∫
x، بــــــه ازاى هــــــر Fدر ايـــــن صــــــورت  ∈ Rدر ،

  F(x + 3 ) − F(x) = ax + bو 
  F(x + 2) − F(x) = cx + dصدق مى�كند. مى�توان دو تابـع 

ى درجه دو چنان يافت كه به ازاى هـرf2   و f1  چند جمله�اى 
x ∈ R   ،  f1(x + 3 ) − f1(x) = ax + bو   

  f2(x + 2) − f2(x) = cx + d

i  از اين برابرى�ها مى�توان استخراج كرد كه توابـع  =1,2

giو  = F − f iدوره�اى هستند و دوره�هاى تـنـاوب آن�هـا بـه 
2   و 3  ترتيب چنين است: 

،xنــــتــــيــــجــــه مــــى�شـــــود كـــــه بـــــه ازاى هـــــر 
  f1(x) − f2(x) + g1(x) − g2(x) =0

 پيوسته و دوره�اى�اند، كران�دارند.g2   و g1  اما از آن�جا كه 
f1  در نتيجه،  − f2.بايد ثابت باشند 

cنـــتـــيـــجـــه مـــى�گـــيـــريـــم كـــه بــــه ازاى  ∈  |R،
  g1(x) = g2(x) + c

، داراى3 عـلاوه بـر دوره�ى تـنـاوب g1  در نـتـيـجـه، 
 نيز هـسـت. در ايـن صـورت، نـتـيـجـه2  دوره�ى تـنـاوب 

r  مى�گـيـريـم كـه جـمـيـع اعـداد بـه صـورت  3 + s ، بـا2
r,s ∈ Z دوره�هاى تناوب ،  g1اند، و از آن�جا كه مجموعه�ى

بر مجموعـه�ى g1   چگال است، Rاعداد به اين صورت، در 
 ثابتR، با استفاده از پيوستگى، بر g1  چگالى ثابت است. 

 ثابت است.g2  است. همين استدلال نشان مى�دهد كه 
,mدريــافــتــيــم كــه بــه ازاى هــر  n, p ∈ R:ى داريــم

  F(x) = mx2 + nx + p

نتايج استاندارد مربوط به انتگرال�ها مستلزم اين است كه
 پيوسته است، مشتق�پـذيـرf كه در آن x در هر نقطـه از Fتابع 

F′  باشد. در اين نقاط:  (x) = 2mx + n = f (x)

 يكنواخت است، مجموعه�ى چنين نقطه�هايىfاز آن�جا كه 
 چگال است. بـنـابـرايـن، بـر تـابـع خـطـى�اى واقـع بـرRدر 

 منطبق است. استدلال فشرده�اىRزيرمجموعه�ى چگالى از 
 در هرجا بر اين تابعf نشان مى�دهد كه fبا استفاده از يكنوايى 

خطى منطبق است و مسئله حل مى�شود.
)M.Piticari، طرح از ١٩٩٩(المپياد رياضى رومانى، 
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١∞

سوىضا هاشمى موسيدمحمدر● 

�٢(H.M)سط جدول  تو١حل معادله�ى هم�نهشتى

در معادله�ى هم�نهشتىقرارداد: 
)١(ax ≡

n
c

 راa را مجهول، x، (mod) را سنج يا پيمانه يا هنگ nعدد 
 را عدد ثابت هم�نهشتى مى�ناميم.cضريب مجهول و 

,a)  مى�دانيم، با فرض  n)  و با توجه به معكوس ضربى1=
a يعنى   a

 در هم�نهشتى) داريم:aوارون ضربى ( 1−

  a
−1.a ≡

n
1

 را مى�توان به صورت زير نوشت:١معادله�ى 

  x ≡
n

a−1. c

  x = kn + a−1. c   (k ∈ Z)

 راa، كافى است معكـوس ١بنابراين، براى حل معادله�ى 
) ازa (وارون ضربـى aمحاسبه كنيـم. مـى�دانـيـم، مـعـكـوس 

معادله�ى هم�نهشتى زير محاسبه مى�شود:
)٢(

  x1 = a−1;  ax1 ≡
n
1

a، اگر ٢در معادله�ى  > n و   r1باقى�مانده�ى حاصل تقسيم 

a:n:باشد، مى�توان نوشت 
)٣(

  r1x1 ≡
n
1

 را مى�توان به صورت معادله�ى سياله٣معادله�ى هم�نهشتى 
زير نوشت:

  r1x1 − nx2 =1 ;

  nx2 − r1x1 = −1 ;

)٤(
  nx2 ≡

r1

−1

n  با توجه به  > r1 و با فرض اين�كه   r2باقى�مانده�ى حاصل 
:n  تقسيم  r1:باشد، مى�توان نوشت 

)٥(
  r2x2 ≡

r1

−1

 را مى�توان به٥مطابق مرحله�ى پيش، معادله�ى هم�نهشتى 
صورت زير نوشت:

)٦(
  r1x3 ≡

r2

1

به همين ترتيب، اگر ايـن عـمـل را ادامـه دهـيـم، ضـريـب
مجهول، برابر يك خواهد شد و با بازگشـت بـه مـرحـلـه�هـاى

 را حساب كرد (توجه: تمامxپيش، به روش بازگشتى مى�توان 

هم�نهشتى
دهاى آنو كاربر

هم�نهشتى
)H.M(حل معادله�هاى هم�نهشتى و معادله�هاى سياله به كمك جدول 

hashemi-moosavi@yahoo.com

هاشار
در قسمت�هاى قبل، به بسيارى از كاربردهاى هم�نهشتى اشاره شد. در اين شماره قصد بر ايـن اسـت

 نشان دهيم و كاربـرد ايـنH.Mكه روش حل معادله�هاى هم�نهشتى و معادله�هـاى سـيـالـه را تـوسـط جـدول 
جدول را در پيدا كردن وارون ضربى يك عدد در هم�نهشتى ارائه دهيم.در انتهاى اين قسمت نيز تمرين�هايى
نظير مسئله�هاى حل شده در متن طرح شده است كه مى�توانيد با ديدن مثال�ها، آن�ها را حل كنيد. كاربردهاى
هم�نهشتى در جبر، آناليز، نظريه�ى اعداد و ديگر شاخه�هاى رياضيات بر هيچ�كـس پـوشـيـده نـيـسـت و ايـن

 اختصاص دارد.H.Mموضوع مقالات فراوانى را طلب مى�كند. اين مقاله به معرفى روش جديد جدول 
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عمليات را توسط يك جدول چهار سطرى انجام مى�دهيم).

معادله�ى هم�نهشتى زير را حل كنيد: .١مثال 

  1999x ≡
1378

1357

a  بـا فـرض  حـل: =1999 ،  n =1378 ،  c  و بـا1357=
(1999,1378)  توجه به  ، جواب معادله چنين است:1=

  x =1378k +1357a−1(k ∈ Z)

بنابراين، براى حل معادله كافـى اسـت مـعـكـوس (وارون
 را از معادله�ى زير حساب كنيم:١٩٩٩ضربى) عدد 

  1999x1 ≡
1378

1 (x1 = a−1)

 است.٦٢١ برابر ١٣٧٨ بر ١٩٩٩باقى�مانده�ى تقسيم عدد 
بنابراين، با توجه به هم�نهشتى:

  1999 ≡
1378

621
معادله�ى مورد نظر را به صورت زير مى�نويسيم:

)١(
  621x1 ≡

1378
1

، مى�توان بهx2   را با وارد كردن مجهول جديد ١معادله�ى 
صورت زير نوشت:

  1378x2 ≡
621

−1

 اسـت.١٣٦ برابـر ٦٢١ بـر ١٣٧٨باقى�مانـده�ى تـقـسـيـم 
بنابراين، با توجه به هم�نهشتى:

  1378 ≡
621

136
 را به صورت زير مى�نويسيم:٢معادله�ى 

)٢(
  136x2 ≡

621
−1

به همين ترتيب مى�توان نوشت:

  621x3 ≡
136

1 ;

)٣(
  (621 ≡

136
77)   77x3 ≡

136
1

  136x4 ≡
77

−1 ;

)٤(
  (136 ≡

77
59)   59x4 ≡

77
−1

  77x5 ≡
59

1 ;

)٥(
  (77 ≡

59
18)   18x5 ≡

59
1

  59x6 ≡
18

−1 ;

)٦(
  (59 ≡

18
5)   59x6 ≡

18
−1

  18x7 ≡
5
1 ;

)٧(
  (18 ≡

5
3)   3x7 ≡

5
1

  5x8 ≡
3
−1 ;

)٨(
  (5 ≡

3
2)   2x8 ≡

3
−1

  3x9 ≡
2
1 ;

)٩(
  (3 ≡

2
1)   x9 ≡

2
1

x9  بنابراين:  =1

 را به روش بازگشتىx با برگشت به مرحله�هاى پيش، مقدار
محاسبه مى�كنيم:

  
x8 = 3x9 −1

2
= 3(1) −1

2
٨: از معادله�ى 1=

  
x7 = 5x8 +1

3
= 5(1) +1

3
= ٧ : از معادله�ى 2

  
x6 = 18x7 −1

5
= 18(2) −1

5
= ٦ : از معادله�ى 7

  
x5 = 59x6 +1

18
= 59(7) +1

18
= ٥ : از معادله�ى 23

  
x4 = 77x5 −1

59
= 77(23) −1

59
= ٤ : از معادله�ى 30

  
x3 = 136x4 +1

77
= 136(30) +1

77
= ٣ : از معادله�ى 53

  
x2 = 621x3 −1

136
= 621(53) −1

136
= ٢ : از معادله�ى 242

  
x1 = 1378x2 +1

621
= 1378(242) +1

621
= ١: از معادله�ى  537

x1  پس، با تـوجـه بـه  = a−1 = ، جواب�هاى معـادلـه537
چنين است:

  k ∈ Z:  x =1378k +1357(537) =1378k + 728409

728409  با توجه به هم�نهشتـى  ≡
1378

، جواب اصلى1125
معادلـه 

  
x  و جواب عمومى معادله به ازاى مقـاديـر1125=

x    چنين است:kصحيح  =1378k +1125

 انجـامH.Mاكنون تمام عمـلـيـات فـوق را تـوسـط جـدول 
مى�دهيم.

، چهار سطر دارد كه پس از چـهـار مـرحـلـه(H.M)جدول 
1999x  كامل مى�شوند: ≡

1378
1357

  

×ni 1378 621 136 77 59 18 5 3 2 1 

+ci 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1  

÷ai 621 136 77 59 18 5 3 2 1

xi 537 242 53 30 23 7 2 1 1
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a  در ايـن مـثـال، چـون  =1999 > n ، پـس بـايـد1378=
 را حساب كنيم و در دومين خـانـه�ىa:nباقى�مانده�ى تقسـيـم 

 (پيمانه) بنويسيم.nسطر اول (از سمت چپ) كنار 
پيش از تشريح جدول، اين نكته را يادآور مى�شويم كه براى

,a)  حل هر معادله�ى هم�نهشتى، ابتدا لازم است شـرط  n) =1

axرا بـررسـى كـنـيـم. در مـعـادلـه�ى هـم�نـهـشـتــى  ≡
n

cاگـر ،
(a, n) = dدر اين صورت معادله وقتى جواب دارد كه ، c بر d

.(d|c)بخش�پذير باشد 
,a)  بنابراين، بـراى بـررسـى شـرط  n) ، ابتدا هـمـيـشـه1=

تقـسـيـم�هـاى مـتـوالـى را بـه صـورت زيـر انـجـام مـى�دهـيـم و
باقـى�مـانـده�هـاى حـاصـل را بـه تـرتـيـب در سـطـر اول جـدول
مى�نويسيم. در صورتى كه سطر اول جدول به عدد يـك خـتـم

,a)  شود، نشـان�دهـنـده�ى ايـن اسـت كـه شـرط  n)  برقـرار1=
است. و در صورتى كه به عدد صفر ختم شود و عدد پـيـش از
صفر عددى بزرگ�تر از يك باشد، آن عدد بزرگ�ترين مقسـوم

 است.n و aعليه مشترك 
تقسيم�هاى متوالى را بـه صـورت زيـر انـجـام .١مرحلـه�ى 

مى�دهيم و باقى�مانده�هاى حاصل را در سطـر اول جـدول درج
مى�كنيم:

 عدد ثابت هم�نهشتى�ها را كه به�طور مـتـنـاوب.٢مرحله�ى 
 از سمت چپ به)ciاست، در سطر دوم جدول (سطر - ١و  ١

راست مى�نويسيم.
) تا آخرين باقى�مانده٦٢١از اولين باقى�مانده ( .٣مرحله�ى 

)ni نظير سطـر اول ()ai)  را بار ديگر در سطر سوم (سطر ١(
مى�نويسيم.

آخرين خانه�ى سطر چهارم در سمـت راسـت .٤مرحلـه�ى 
-) آن١ يا ١+ را هميشه برابـر عـدد ثـابـت ()xiجدول (سطـر 

ستون، واقع در سطر دوم در نظر مى�گيريم. اين توضيـح لازم
,a)  است كه در سطر اول با شرط  n)  ظاهر مى�شود١، عدد 1=

و در نتيجه عمل تقسيم به پايان مى�رسد.
 از سمت راست بـه)xiبراى تكميل سطر چـهـارم (سـطـر 

 متوالى  (مطابق شكل و در جهت پيـكـان�هـا) بـه ايـن Mشكـل
ترتيب عمل مى�كنيم (عمل مربوط به هر سطر، ابتداى هر سطر

نوشته شده است):

  

(1)3 −1
2

=1 ,  
1(5) +1

3
= 2  ,  

2(18) −1
5

= 7  ,

  

7(59) +1
18

= 23  ,  ...,*

) را در٥٣٧آخرين عدد از سمت راست در سطر چـهـارم (
عدد ثابت هم�نهشتى ضرب مى�كنيم:

  
*

242(1378) +1
621

= 537,  537(1357) = 728709 ≡
1378

1125

بـه بـيـان ديـگـر، بـاقـى�مـانـده�ى حـاصـل از تـقـسـيـم عـدد
، جـواب مــعــادلــه�ى١٣٧٨ بــر ٧٢٨٧°٩ يــا ٥٣٧) ١٣٥٧(

هم�نهشتى است:
  x جواب اصلى معادله)( 1125=

بديهى است كه جواب عمومى معادله به ازاى مقادير صحيح
 چنين است:kدل�خواه 

  x =1378k جواب عمومى معادله)( 1125+

معادله�ى هم�نهشتى زير را حل كنيد.. ٢مثال 

  26x ≡
19

17

a  چون  حل: = 26 > n ، ابتدا باقى�مانده�ى حاصل از19=
 مى�نويسيم. سپس١٩ را در سمت راست�سنج ٢٦÷١٩تقسيم 

تقسيم�هاى متوالى را انجام مى�دهيم و باقى��مانده�هاى حـاصـل
را در سطر اول جدول درج مى�كنيم:

  (−8) ×17 = −136 ≡
19

16

  

×ni 19 7 5 2 1 

+ci 1 −1 1 −1

÷ai 7 5 2 1

xi −8 −3 −2 −1

با توجه به هم�نهشتى بالا، جواب اصلى معادله چنين است:

  
x =16

 را بيابيد.١٩٨° به پيمانه�ى ١٩٩٩وارون عدد  .٣مثال 
بيان رياضى مسئله، معادله�ى هم�نهشتى زير است: حل:

  1999x ≡
1980

1

a  چـون  =1999 > n ، بـاقـى�مـانـده�ى تـقــســيــم1980=
  1999  مى�نويسيم.(1980)   را در سمت راست پيمانه 1980÷

سپس تقسيم�هاى متوالى را انجام مى�دهيم.
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توجه: چون هميشه جواب مثبت معادله موردنظـر اسـت،
-)�٥٢١( را به عـدد (1980)  بنابرايـن كـافـى اسـت عـددسـنـج 

بيفزاييم تا جواب اصلى معادله به دست آيد:

  

×ni 1980 19 4 3 1 

+ci 1 −1 1 −1

÷ai 19 4 3 1

xi −521 −5 −1 −1

x   (جواب) =1980− 521=1459.
، عدد١٩٨° به پيمانـه�ى ١٩٩٩پس معكوس ضربى عـدد 

 است.١٤٥٩

آيا معادله�ى هم�نهشتى زيـر داراى جـواب اسـت؟ در . ٤مثال 
صورت وجود آن را بيابيد.

  1313x ≡
1027

−26

 را به دست مى�آوريم:(1313,1027)  ابتدا حاصل   حل:

  

×ni 1027 286 169 117 52 13 0

+ci 1 −1 1 −1 1 −1

با تقسيم�هاى متوالـى و ثـبـت بـاقـى�مـانـده�هـاى حـاصـل،
 به دست١°٢٧ و ١٣١٣بزرگ�ترين مقسوم عليه مشترك دو عدد 

مى�آيد. چون سطر اول جدول به صفر ختم شده اسـت، عـدد
)، بزرگ�ترين مقسوم عليـه مـشـتـرك دو عـدد١٣پيـش از آن (

موردنظر است:
  (1313,1027) =13

بنابراين، شرط وجود جواب براى معادله اين است كه عدد
 بـخـش�پـذيـر بــاشــد. چــون١٣-) بــر ٢٦ثـابـت مـعــادلــه (

  −26 ، پس معادله داراى جواب است و براى تعيين(2−)13=
 ساده مى�كنيم:١٣آن، معادله را به عدد 

  101x ≡
79

−2

(101,79)  اكنون چون  H.M، معادله� را به كمك جدول 1=

حل مى�كنيم:
  (101≡

79
22)

  

×ni 79 22 13 9 4 1

+ci 1 −1 1 −1 1

÷ai 22 13 9 4 1

xi 18 5 3 2 1

با توجه به جدول، يك جواب اصلى معادله (از بـى�شـمـار
جواب) چنين است:

  
x = 79 +18(−2) = 79 − 36 = 43;  x = 43

معادله�ى هم�نهشتى زير را حل كنيد: .٥مثال 

  441x ≡
273

21

با تقسيم�هاى متوالى و درج باقى�مانده�هاى حـاصـل، حل:
 را تعيين مى�كنيم:(441,273)  ابتدا 

  

×ni 273 168 105 63 42 21 0

+ci 1 −1 1 −1 1 −1

 ساده مى�كنيم:٢١معادله را به 

  21x ≡
13

1

 حل مى�كنيم.H.Mدر اين�جا، معادله را به كمك جدول 

  

×ni 13 8 5 3 2 1

+ci 1 −1 1 −1 1

÷ai 8 5 3 2 1

xi 5 3 2 1 1

≡21)   با توجه بـه جـدول، يـك 
13

 جواب اصلى مـعـادلـه(8
(از بى�شمار جواب) چنين است:

  
x = 5

معادله�ى هم�نهشتى زير را از نظر داشـتـن يـا عـدم .٦مثال 
جواب بررسى كنيد.

  2680x ≡
3953

176

ابتدا با تقسيم�هـاى مـتـوالـى و درج بـاقـى�مـانـده�هـا، حـل:
 را به٢٦٨° و ٣٩٥٣بزرگ�ترين مقسوم عليه مشتـرك دو عـدد 

دست مى�آوريم.

  

×ni 3953 2680 1273 134 67 0

+ci 1 −1 1 −1 1

,2680)  با توجه به جدول داريم:  3953) = 67.
 بخش�پذير نيسـت،٦٧) بـر ١٧٦چون عدد ثابت معادلـه (

معادله جواب ندارد.

معادله�ى هم�نهشتى زير را حل كنيد. .٧مثال 

  1378x ≡
77

7

  معادله را حل مى�كنيم:H.Mبا تشكيل جدول  حل: 

  (1378 ≡
77

69)

  

×ni 77 69 8 5 3 2 1

+ci 1 −1 1 −1 1 −1

÷ai 69 8 5 3 2 1

xi −29 −26 −3 −2 −1 −1
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يكى از جواب�هاى معادله از بى�شمار جواب چنين است:
  x1 = (−29)(7) = −203

چون جواب مثبت معادله در نظر است، بنابراين، ضريب
مثبتى از سنج را به اين جواب مى�افزاييم:

  
x = 3(77) −203 = 231−203 = 28  ;  x = 28                  

   

(جواب اصلى)

 را٤١ به پيمانـه�ى ٣٤معكوس (وارون ضربى) عـدد  .٨مثال 
بيابيد.

اين مسئله با هم�نهشتى زير معادل است: حل:

  34x ≡
41

1

 معادله را حل مى�كنيم: با توجـه بـهH.Mبا تشكيل جـدول 
x1  جدول، جواب  =  به دست مى�آيد كه براى يافتن جواب6−

مثبت، كافى است عددسنج را به آن بيفزاييم:

  

×ni 41 34 7 6 1

+ci 1 −1 1 −1

÷ai 34 7 6 1

xi −6 −5 −1 −1

  
x = 41− 6 = 35  ;  x = 35

 است.٣٥، عدد ٤١ به پيمانه�ى ٣٤بنابراين، معكوس عدد 
 معادله�هاى هم�نهشتى زير را حل كنيد.تمرين.

  79x ≡
9
1 )�١

  1378x ≡
1357

−9 )�٢
  1999x ≡

2999
2000 )�٣

H.Mلى به كمك جدول حل معادله�هاى سياله خطى چند مجهو

ax + by + cz+...= d

معادله�ى سياله�ى دو مجهولى به صورت عمومى زير را در
نظر مى�گيريم:

)١(  (a, b) =1 ;  ax + by = c

 را بـه صـورت مـعـادلـه�ى هـم�نـهـشـتــى زيــر١مـعـادلـه�ى 
مى�نويسيم:

)٢((x, y ∈ Z)  ;  ax ≡
b

c

 حل و از آن�جـاH.M را از طريق جـدول ٢اينك معـادلـه�ى 

y را تعيين مى�كنيـم. سـپـس از رابـطـه�ى xمقـدار  = c − ax
b

،
 را نيز به دست مى�آوريم.yمقدار 

معادله�ى سيال زير را حل كنيد. .١مثال 
)١(  25x −17y = 3

ابتدا معادله را به صورت معادله�ى هـم�نـهـشـتـى زيـر  حل:
مى�نويسيم:

)٢(  25x ≡
17

3

H.M را توسط جدول ٢حال در اين�جا، معادله�ى هم�نهشتى 

حل مى�كنيم:

  

×ni 17 8 1

+ci 1 −1

÷ai 8 1

xi −2 −1

  x1 = 3(−2) = −6

  x =17 − 6 =11

  x =11 ;  y =16

با در دست داشتن يك جواب اختصاصى معادله�ى توجه:
، مى�توانيم جواب عمومى معادلـه را بـنـويـسـيـم. زيـرا اگـر١

α ,β ∈ Z:يك جواب اختصاصى معادله باشد، در اين صورت 
ax + by = c

aα + bβ = c





 ;

,a)  با فرض  b) ، از تفاضل دو معادله�ى دستگاه خواهيم1=
داشت:

y = β − a
b

(x − α)

yبراى اين�كه  ∈ Z:لازم است داشته باشيم ،
x − α

b
= t ∈ Z  ;  x = α + bt

tبنـابـرايـن، بـا فـرض  ∈ Z از١، جواب�هـاى مـعـادلـه�ى 
معادله�هاى زير به دست مى�آيد:

)٣(x = α + bt  ,  y = β −at

، جـواب عـمـومــى مــعــادلــه�ى٣بـنـابـر مــعــادلــه�هــاى 
  25x −17y = ، چنين است:3

  x =11+ (−17)t =11−17t  ,  y =16 −25t  (t ∈ Z)

معادله�ى سياله�ى زير را حل كنيد: .٢مثال 
  1340x − 3953y = 469

ابتدا معادله را به صورت معـادلـه�ى هـم�نـهـشـتـى زيـرحل:
مى�نويسيم:

)١(  1340x ≡
3953

469
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) را به دست آوريم:١٣٤° و ٣٩٥٣حال بايد حاصل (

  

×ni 3953 1340 1273 67 0

+ci 1 −1 1 −1

چون سطر اول به صفر ختم شده است، نتيجه مى�شود كـه
 هستند:٦٧ داراى عامل مشترك ٣٩٥٣ و ١٣٤°عددهاى  

  (1340, 3953) = 67

469  از طرف ديگر، چون  ÷ 67 = ١، بنابراين معادله�ى 7
 ساده كرد:٦٧را مى�توان به 

)٢(  20x ≡
59

7

 را تشكيلH.M، جدول ٢در اين�جا، براى حل معادلـه�ى 
مى�دهيم:

  

×ni 59 20 19 1

+ci 1 −1 1

÷ai 20 19 1

xi 3 1 1

با توجه به جدول مى�توان نوشت:
  x = 3 × 7 = 21

 را محاسبه كرد:y، مى�توان مقدار xبا داشتن مقدار 

  
y = 20x − 7

59
= 20(21) − 7

59
= 413

59
= 7

بنابراين، جواب عمومى معادله چنين است:
  x = 21− 59t  ,  y = 7 −20t

جواب�هاى صحيح و مثبت معادلـه�ى سـيـالـه�ى زيـر را مثـال:
به دست آوريد:

)١(  7x +11y +26z =130

 اسـت.zبزرگ�ترين ضريب مـجـهـول�هـا، ضـريـب  حـل:

بنابراين بايد داشته باشيم:
  7 +11+26z ≤130 ;  z ≤ 4

پس مى�توان نوشت:
)٢(

  z1 =1 :  7x1 +11y1 =104  ;  7x1 ≡
11

104

، خواهيم داشت:H.Mبا تشكيل جدول 
  x1 = (−3)(104) = −312

  

×ni 11 7 4 3 1

+ci 1 −1 1 −1

÷ai 7 4 3 1

xi −3 −2 −1 −1

با توجه به هم�نهشتى زير:

  −312≡
11

7

 چنين است:y1   و x1  مقادير 
  y1 = x1   و 5 = 7

به همين ترتيب:
)٣(

  z2 = 2  :  7x2 +11y2 = 78  ;  7x2 ≡
11

78

 و٧ برابر x2  در اين معادله�ى هم�نهشتى، ضريب مجهـول 
 است.٢ مطابق با هم�نـهـشـتـى ١١پيمانه�ى هم�نهشـتـى بـرابـر 
 اخير چنينH.M با توجه به جدول ٣بنابراين، جواب معادله�ى 

است:

  x2 = (−3)(78) = −234≡
11

8  ,  y2 = 2

z3   به ازاى ١معـادلـه�ى  = z4   و 3 = ، جواب صـحـيـح4
(7,5,1)  ندارد. پس معادله داراى دو دسته جواب اختصاصـى 

 است كه مـى�تـوان بـا اسـتـفـاده از ايـن جـواب�هـاى(8,2,2)  و 
اختصاصى، جواب�هاى عمومى معادله را نيز به دست آورد.

تمرين
d   با فرض .١ =  را چنان بيابيد كه معادله�ى زير برقرار باشد:s و r، عددهاى صحيح (399,589)

  399r + 589s = d

 معادله�هاى سياله�ى زير را حل كنيد..٢
  7x + 5y ال[( 19=

  10x + 86y = ب( 500
  4x + 3y − 5z = ج( 2

..................................................................................................................................................................شتپى�نو
1. Congruence افقت و تطبيق يك شيئ با شىء ديگر)ى، موگار(ساز

.H.M تل به صورش عمل جدو، نام مبتكر آن و ديگر رو(Hashemi Moosavi)ى به دو منظور است: يكى مخفh  اين نام�گذار.٢
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