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در جهان امروز، رياضيات در تمامي علوم و سرتاســـر زندگي بشر نقش بسزايي 
پيدا كرده و تأثيرات آن در پيشرفت، سازندگي و رشد بشر در همة عرصه ها غيرقابل 
انكار است. كاربردهاي رياضيات در علوم پايه همچون فيزيك، شيمي، زيست شناسي 
و نيز رشـــته هاي مهندسي بسيار مشهود و از اهميت ويژه اي برخوردار است، تا جايي 
كه در رشته هاي مهندسي، درس «رياضي مهندسي» از دروس اصلي و از نيازهاي خيلي 

واجب به شمار مي رود.
مي دانيد كه پايه هاي اين علم مادر، و به تعبيري ملكة علوم، در دوران مدرســـه و 
سال هاي تحصيل قبل از دانشگاه پي ريزي و مستحكم مي شود. از اين رو شما بايد براي 
اين علم، اهميت ويژه اي قائل شويد و براي يادگيري درست آن برنامه ريزي داشته 
باشيد. بدين منظور و از همه مهم تر، بايد روش هاي صحيح مطالعه و فراگيري رياضيات 
را بشناسيد و با توجه به توانمندي ها و شناختي كه از خودتان داريد، با لذت و آرامش 

به يادگيري دروس رياضي خود بپردازيد.
ان شاءاالله در شماره هاي بعدي به معرفي، بررسي و چگونگي استفاده از اين روش ها 
مي پردازيم و البته پاسخگوي سؤالات و شنواي نظرات مفيد و تجربه هاي خوب شما 

در اين زمينه هستيم.
 سردبير

رياضيات ملكة علوم است
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يختار تياضيار

دكتر فريد قاسملو*

تاريخ رياضى معاصر، جواد بهبوديان، رحيم 
زارع نهندى، مهدى بهزاد، پرويز شهريارى

اشاره
دكتـر فريـد قاسـملو دانش آموختة تاريـخ و از 
محققان برجسـتة بنيـاد دايرئ المعارف اسـلامى 
است. ايشـان با همكارى دانشـگاه آزاد اسلامى 
تحقيق جامعى دربارة تاريخ رياضى معاصر ايران 
انجام داده اند و در نهايت صميميت، چكيده اى از 
آن را در اختيار ما و خوانندگان مجلة برهان قرار 

دادند. قسمت اول اين تحقيق در پى مى آيد.

مسلماني كه «پژوهش» را در فرنگ آموخته اند. اما علت 
علاقة فرنگ به پژوهش در تاريخ رياضيات دورة اسلامي 
چيست؟ يا در قالبي كلي تر، علت علاقه و سرمايه گذاري 
ــلامي  ــا روي پژوهش در تاريخ علوم دورة اس فرنگي ه
چيست؟ به نظر مي رسد پاسخ اين پرسش آن باشد كه 
پژوهش در تاريخ علوم دورة اسلامي به منزلة راهكاري 
ــت براي درك بهتر ماجراي گسترش علوم در اروپا  اس
ــي تاريخ علوم  ــانس. به روايت ديگر، بررس پس از رنس
دورة اسلامي دست كم روشنگر زواياي تاريك بخشي از 
تاريخ علوم اروپا است؛ از آنجا كه در قرون وسطا ايران و 
ديگر سرزمين هاي اسلامي «صادر» كنندة علوم بوده اند 
ــن علوم، بهترين  ــي «مصرف كنندة» اي و ممالك غرب
ــي تطور علوم در سرزمين هاي غربي  راهكار براي بررس
ــت كه هرچه بهتر چگونگي اين صدور و عناصر  آن اس

مهم آن را بشناسند.
ــر صادركنندة علوم  ــا ديگ ــر م ــا در دوران معاص           ام
ــتيم.  نبوديم و حرفي براي گفتن در جوامع غربي نداش
ــان كنيم اين بار نيز،  ــت اگر گم بنابراين فكر باطلي اس
ــه ايران و ديگر  ــة ماجراي ورود علوم نوين ب در مطالع
كشورهاي اسلامي، باز هم غرب مي تواند راهگشا باشد 

و نظريه پردازي كند.
ــت زمان باعث طرح  ــي علوم كهن، گذش ــر در بررس ب. اگ
ــار پژوهش هاي جديد و دست يافتن به  نظريه ها، انتش
ــت، در بررسي تكوين دانش هاي جديد  منابع جديد اس
ــي از زمينه ها، گذشت زمان  در ايران، حداقل در بخش
ــت زمان، يا  ــوس مي گذارد. يعني در اثر گذش اثر معك
بعضي منابع از بين مي روند يا بخشي از صاحبان تاريخ، 
روي در نقاب خاك مي كشند. هنوز هم كساني در ايران 
هستند كه بخشي از تكوين علوم جديد در ايران مرهون 
ــت زمان، هر روز از تعداد  ــت و با گذش زحمات آنان اس
ــود. بنابراين، اگر «اكنون» نجنبيم،  آن ها كاسته مي ش

        مقدمه
ــات ايران در دوران معاصر  ــا پرداختن به تاريخ رياضي آي
ــه  ــؤال را از ريش ــايد عده اي اين س ــت؟ ش يك ضرورت اس
نادرست بدانند و براساس قاعدة كلي «ضرورت پرداختن به 
ــؤالاتي از اين دست را ضروري ندانند.  تاريخ علوم»، طرح س
و شايد عده اي ديگر نيز، دلايل چندي دربارة «عدم اضطرار 
ــراي پرداختن به چنين بحثي» يا «لزوم پرداختن به ادوار  ب
كهن تر تاريخ رياضيات در ايران» طرح كنند. اما پاسخ نهايي 

چيست؟
مؤلف اين سطور بهتر مي بيند در مقام پاسخ گويي به اين 
ــد تا با كنار هم نهادن آن ها  ــش، گزاره هايي را طرح كن پرس

بتواند پاسخي براي پرسش فوق بيابد:
ــه ها، نظريه ها و مهم ترين منابع مطالعه در تاريخ  الف. ريش
رياضيات كهن در ايران و ديگر كشورهاي تمدن اسلامي، 
يا دستپخت پژوهشگران فرنگي هستند، يا پژوهشگران 
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مسلماني كه «پژوهش» را در فرنگ آموخته اند. اما علت واژه
علاقة فرنگ به پژوهش در تاريخ رياضيات دورة اسلامي 
چيست؟ يا در قالبي كلي تر، علت علاقه و سرمايه گذاري 
ــلامي  ــا روي پژوهش در تاريخ علوم دورة اس فرنگي ه
چيست؟ به نظر مي رسد پاسخ اين پرسش آن باشد كه 
پژوهش در تاريخ علوم دورة اسلامي به منزلة راهكاري 
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در كشورمان، و نيز نگاهي با اين اميد كه ديگران بكوشند تا 
فرصت از دست نرفته، مجموعه هايي كامل تر و نهايي از اين 
ــخ رياضيات معاصر ايران، بلكه در  ــن را، نه در عرصة تاري مت

تمامي عرصه هاي علوم فراهم آورند.
ــخ رياضيات  ــفاهي تاري ــيو ش ــش براي تهية آرش كوش
ايران، تنها به چهار مصاحبة حاضر محدود نشده بود، اما عوامل 
ــياري دست به دست هم دادند تا اين مجموعه در حد و  بس
اندازه حاضر پديد آيد. به عنوان نمونه، مرحوم استاد منوچهر 
وصال و مرحوم استاد عبدالحسين مصحفي، به خاطر كهولت 
ــتاد  از هرگونه مصاحبه معذور بودند. مصاحبه با مرحوم اس
ــهرياري نيز، تنها با ارائة كتبي پرسش ها ميسر شد.  پرويز ش
در اين ميان، عدم همكاري مثال زدني استادان گروه رياضي 
ــگاه تربيت معلم نيز، در تهية هرگونه مصاحبه و تهية  دانش

هرگونه آرشيو شفاهي از اين بزرگواران بسيار ستودني بود!
ــتاد دكتر جـواد بهبوديـان، به علت بعد  مصاحبه با اس
ــال  ــتاد، از طريق ارس ــي اس ــل درس و زندگ ــافت مح مس
ــتان 1390 خورشيدي صورت گرفت.  ــش ها و در تابس پرس
ــتاد دكتر زارع نهنـدي در يك روز دل انگيز  گفت وگو با اس
ــتاد در گروه رياضي  ــال 1390 در محل كار اس بهاري در س
ــگاه تهران صورت پذيرفت. گفت وگو با  دانشكده علوم دانش
ــتاد دكتر بهزاد، اين معمار رياضيات معاصر ايران هم در  اس
دو جلسة مفصل، در پاييز 1390 در محل «معاونت پژوهشي 

سازمان مركزي دانشگاه آزاد اسلامي» انجام شد.
ــر را نهايي  ــوان گفت وگوهاي حاض ــچ وجه نمي ت به هي
ــرم روزي بايد  ــت كه لاج ــت. اين فقط آغاز راهي اس پنداش
ــترش سريع  آموزش  ــود. بايد اميدوار بود با گس پيموده ش
ــورمان، گروهي از پژوهشگران  كلاسيك تاريخ علوم در كش
جوان و با انرژي اين عرصه علاقه، دانش و البته پايان نامه هاي 
خود را بر اين بخش از تاريخ علوم كشورمان متمركز سازند.

پديد آمدن مجموعة حاضر حاصل همكاري افراد بسياري 
است كه منت بي پاياني بر مؤلف اين سطور گذاشته اند. علاوه 
ــهرياري، مهدي بهزاد، رحيم  بر بزرگواري استادان پرويز ش
ــدگان اصلي  ــان كه پديدآورن ــواد بهبودي ــدي و ج زارع نهن
ــاي وقت معاونت  ــت از اولي ــتند، لازم اس اين مجموعه هس
ــلامي، به خصوص جناب آقاي  ــگاه آزاد اس ــي دانش پژوهش
فريدون رهنماي رودپشتي، معاونت محترم وقت پژوهشي، 
ــت محترم وقت «دفتر  جناب آقاي مهندس نوروزيان، رياس
گسترش علم» دانشگاه، جناب آقاي مهندس نويد باصري، 
سركار خانم فريبا پايروند ثابت، سركار خانم بهاره منجمي، 
سركار خانم سارا خسروي و ديگر عزيزاني كه اين كمترين 

را در تهية مجموعه ياري دادند، تشكر و قدرداني نمايم.

شايد فردا براي پرداختن به اين عرصه دير باشد.
ــي از منابع نيز، تفاوتي ماهوي بين  ــت كم در بخش ج. دس
ــوم نوين وجود دارد  ــع مطالعه در علوم كهن و عل مناب
ــي تاريخ علوم  ــفاهي در بررس ــت تاريخ ش و آن، اهمي
ــلامي)  ــورهاي اس ــر (و نيز ديگر كش ــران معاص در اي
ــفاهي در كشور ما سابقة زيادي ندارد و  است. تاريخ ش
ــفاهي از  پرداختن به عرصة علوم نيز، در حوزة تاريخ ش
آن هم جوان تر است. بر اين اساس، اگرچه خوش بختانه 
ــفاهي  ــاي نظري پژوهش در تاريخ ش آرام آرام حيطه ه
جايگاه خود را يافته و آثار بسيار خوبي دربارة چگونگي 
ــفاهي در حوزة زبان فارسي در  ــت يابي به تاريخ ش دس
قالب كتاب و مقاله منتشر شده است و مي شود. اما در 
عرصة «علوم» راه بسيار زيادي براي رسيدن به مقصود 
وجود دارد و راه طي نشده هم دراز است و هم ناهموار1.

ــتم طرح سه گزارة فوق و گزاره هايي از اين  اميدوار هس
ــد بر پرسشي كه در ابتداي سطور طرح  دست، پاسخي باش
ــي آغاز كردم  كردم. اما علت اينكه مقدمه حاضر را با پرسش
ــت كه  كه اندكي «بديهي» مي نمايد، بيش از هر چيز آن اس

بكوشم اقدامي كرده باشم در محكوميت گذشتگان.
ــت كه ابر و باد و مه و خورشيد و فلك و  واقعيت اين اس
ــياري از اين دست بايد دست به دست هم دهند و  عوامل بس
پاسخي جامعه شناسانه به اين پرسش دهند كه «چرا» يك 
ــگران اين مُلك، عرصة تاريخ علوم  ــته از پژوهش نسل گذش
ــداده و در پرداختن به آن كوتاهي  ــن را موردنظر قرار ن نوي
ــة تاريخ رياضيات  ــت و در نتيجه، در همين عرص ــرده اس ك
ــرادي از جنس هشـترودي،  ــت ادراك اف ــر، ما فرص معاص
مصاحب، مصحفي و وصـال را براي تدوين تاريخ رياضيات 
ــيوي شفاهي در اين زمينه از دست  معاصر ايران و تهية آرش
داديم؛ فرصتي سوخته كه به نظر مي رسد ديگر باز نمي گردد، 

مگر آنكه معجزه اي رخ دهد.
ــي در معاونت  ــت تعريف يك طرح پژوهش اغتنام فرص
پژوهشي دانشگاه آزاد اسلامي، اين امكان را داد تا نويسندة 
ــي از اين طرح را به تهية بخش كوچكي از  اين سطور بخش
ــفاهي رياضيات در ايران اختصاص دهد. مؤلف اين  تاريخ ش
ــطور، هيچ ادعايي در كامل، نهايي يا حتي متوسط بودن  س
ــده كه در صفحات آينده تقديم ارباب  مجموعه هاي تهيه ش
ــود، ندارد. فقط و فقط تأكيد مي شود كه اين  معرفت مي ش
مجموعه از دو منظر تهيه شده است: يكي آنكه در گزارشي 
ــي فوق الاشاره است،  به عنوان منبع  كه حاصل طرح پژوهش
ــرد، و ديگر آنكه گامي  ــتناد قرار گي ــه كار آمده و مورد اس ب
ــتين براي پرداختن به اين عرصه از تاريخ علوم  ــد نخس باش
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احسان يارمحمدي*

سينمايدر
جهان

تياضيار داستانعجيب تر از

     كارگردان: مارك فوستر2      اسم فيلم: عجيب تر از داستان1 
     فيلم نامه: زاك هِلم4      تهيه كننده: ليندسِي دُران3 

فيلم عجيب تر از داستان 
ــي  از زندگ ــارة دوره اي  درب
يك مأمور مميز حسابداري 
ــام هارولد  ــات به ن ادارة مالي

كِريـك5  (ويل فرِِل) است 
ــاي  توانمندي ه ــه  ك
ــژه اي در انجام چهار  وي

ــمارش و امور  ــل ش عم
ــم با  ــباتي دارد. فيل محاس

ــارة هارولد  صحنه هايي درب
ــي اش از زبان  ــاعت مچ و س
يك راوي به اين صورت آغاز 
ــود: «داستان در مورد  مي ش
مردي به نام هارولد كِريك و 
ساعت مچي اش است. هارولد 
ــماره هاي بي نهايت و  مرد ش
ــبات بي پايان است. او  محاس
براي دوازده سال، در هر روز 
هفته هر يك از 32 دندانش 
ــار عقب و  ــار (38 ب را 76 ب
ــالا و پايين)  جلو و 38 بار ب
مسواك مي زد. هر روز هفته 
ــال به جاي  ــراي دوازده س ب
ــتفاده از گره دوبل براي  اس
كراواتش، از گره تكَ استفاده 
ــرد و بنابراين 43 ثانيه  مي ك
در وقت صرفه جويي مي كرد. 
براي دوازده سال در هر روز 
ــرعت 57  هفته هارولد با س
قدم به ازاي هر ساختمان و 
ــافت شش ساختمان  به مس
ــه زحمت و  ــا ب ــد ت مي دوي
سختي به اتوبوس ساعت 8 
:17 به مقصد كرانكر برسد.»

ــتان فيلم  ــا روند و داس ام
ــتفاده از پيوندي كه  ــا اس ب
ــخصيت  ش ــار  چه ــان  مي
ــور  پروفس كِريك،  ــد  هارول
ــتين  (داس هيلبرت6  ژولـز 
هافمَن)، آنا پاسكال7 (مَگي 
كارِن آيفِـل8  و  ــال)  گيلنِه

(امِا تامپسُن) ايجاد مي شود، 
شكل مي گيرد.

ــه تمام  ــد كِريك ك هارول
كارهاي او مانند نهار خوردن، 
ــوه و... از نظم  ــيدن قه نوش
ــي تبعيت  ــي وار خاص رياض
مي كنند، يك روز چهارشنبه 
ــنود كه  ــي را مي ش صداهاي
ــي هستند از  در واقع انعكاس
كارهايي كه او انجام مي دهد. 
تداوم اين صداها باعث ايجاد 
ــدم تمركز در  ــلال و ع اخت
ــود.  او مي ش زندگي روزمرة 
ــود كه در  حتي باعث مي ش
پاسخ گويي به حاصل ضرب 
453×67 كه توسط يكي از 
همكارانش مطرح شده است، 
ــگ و برخلاف  ــي درن با كم
هميشه جواب نادرست بدهد 
و سپس با كمي مكث پاسخ 
ــه او ارائه كند.  ــت را ب درس

هارولد با يكي از همكارانش 
ــل)  ــي هِي ــام دِيـو (تون به ن
موضوع را مطرح مي كند. به 
ــد صداهايي كه  دِيو مي گوي
مي شنود از جانب زني است 
ــتاني را روايت  كه دارد داس
مي كند. در همين حين دِيو 
پروندة مالياتي يك نانوايي را 
ــي و رسيدگي به  براي بررس
مالياتي صاحب آن  تخلفات 
ــه هارولد مي دهد. هنگامي  ب
كه هارولد به نانوايي مراجعه 
ــرد و  ــد، با برخورد س مي كن
ــكال، صاحب  عجيب آنا پاس
ــود.  ــه مي ش ــي، مواج نانواي
ــد در مراجعات بعدي  هارول
ــي هاي  ــي و بررس ــه نانواي ب
ــود كه آنا  لازم متوجه مي ش
ــد تخلف  ــكال 22 درص پاس
مالياتي دارد و به همين دليل 
ــد روانة  ــق قوانين او باي طب

ــد براي  ــود. هارول زندان ش
ــد صداهايي كه  اينكه بفهم
مي شنود، چه منشأ و دليلي 
دارند، به روان پزشك مراجعه 
مي كند. بعد از گفت وگوها و 
معاينات لازم، روان پزشك به 
هارولد مي گويد كه شما دچار 
ــده ايد.  ــكيزوفرِني»9 ش «اسِ
ــوع  ــن موض ــد اي ــا هارول ام
ــط  ــرد و او توس را نمي پذي
ــتاد  ــك به يك اس روان پزش
ــور ژولز  ادبيات به نام پروفس
ــود.  هيلبـرت معرفي مي ش
ــه بين هارولد  در ملاقاتي ك
رخ  ــرت  هيلب ــور  پروفس و 
مي دهد، بعد از اينكه هارولد 
ــف مي كند،  ــرا را تعري ماج
ــور به او مي گويد كه  پروفس
ــم كمكت كنم.  من نمي توان
چون من متخصص ديوانگي 
ــص  ــن متخص ــتم و م نيس
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ــتم. در اين بين  ادبيات هس
ــصتش  «ش جملة:  ــد  هارول
ــت» را بيان  ــر نداش هم خب
مي كند كه باعث جلب توجه 
ــود و پس از  پروفسور مي ش
ــي از جانب  ــة توضيحات ارائ
در  او  ــرت،  هيلب ــور  پروفس
نهايت به هارولد مي گويد كه 
حاضر است در اين زمينه به 
او كمك كند. در مراجعه هاي 
بعدي هارولد به نانوايي براي 
ــور مالياتي،  ــيدگي به ام رس
ــا گفت وگوهايي  بين او و آن
هارولد  ــرد.  مي گي ــورت  ص
ــه موقع  ــد چ از آنا مي پرس
ــپز  ــم  گرفتي كه آش تصمي
شوي؟ آنا جواب مي دهد من 
ــكدة حقوق دانشگاه  به دانش
ــختي  هاروارد10 رفتم و به س
ــدم، اما  ــا پذيرفته ش در آنج
ــام نكردم. او  تحصيلم را تم
ــه در آنجا  ــه مي دهد ك ادام
ــي هايم براي  من و هم كلاس
مطالعة دروس گاهي مجبور 
ــب را بيدار  ــام ش بوديم تم
بمانيم. من آشپزي مي كردم 
ــنه سركلاس  تا كسي گرس
درس نرود و در مواقعي تمام 
ــپزخانة  ــر را در آش بعدازظه
آن ها  ــدم.  مي گذران خوابگاه 
عاشق دست پخت من بودند 
ــت  ــن مدام دنبال به دس و م
آوردن دستور پخت غذاها و 
ــاي جديدتر بودم.  خوراكي ه
ــم به علت عدم  ــت ه در نهاي
موفقيت در امتحانات رشته 
تحصيلي ام، از دانشگاه اخراج 

شدم.
ــدي  ــات بع ــا در ملاق ام
ــور  كه بين هارولد و پروفس

ــد،  مي ده روي  ــرت  هيلب
پروفسور نخست مي پرسد در 
مسيري كه آمديم، آيا تعداد 
پله ها را شمارش كردي؟ آيا 
تعداد موزائيك ها را شمردي؟ 
سپس سؤالات ديگري مطرح 
مي كند تا به ماهيت آنچه در 
ــد مي گذرد، پي  ذهن هارول
ــد از مدتي  ــا بع ــرد. آن ه بب
ــه مي گيرند، صداهايي  نتيج
ــنود، از جانب  ــه او مي ش ك
ــي  رمان نويس آيفِـل،  كارِن 
ــغول نگارش  ــت كه مش اس
ــاس  براس جديدش  ــاب  كت
ــك  كِري ــد  هارول ــي  زندگ
ــور هيلبرت به  است. پروفس
هارولد مي گويد: صدايي كه 
ــنوي به اعمالي كه تو  مي ش
انجام مي دهي، وابسته است.

ــه هارولد هنگامي  در ادام
ــور  ــاق كار پروفس ــه در ات ك
هيلبرت حضور دارد، متوجه 
ــوط به 10  ــه اي مرب مصاحب
سال قبل مي شود كه مجدداً 
ــي  ــبكة تلويزيون ــك ش از ي
ــود. در آن  ــش مي ش بازپخ
ــي  رمان نويس زنِ  مصاحبه، 
ــش  ــه صداي ــور دارد ك حض
ــي كه هارولد  دقيقاً با صداي
دارد.  ــت  مطابق ــنود،  مي ش
ــوع را به  ــن موض ــد اي هارول
ــور اطلاع مي دهد، و  پروفس
ــراي هارولد اظهار  هيلبرت ب
ــه كارنِ  ــد ك ــف مي كن تأس
ــنده اي كه در  ــل، نويس آيفِ
تلويزيون ديده است، در تمام 
رمان هايش شخصيت اصلي 
ــتان را محكوم به مرگ  داس
ــابقه  مي كند و تا به حال س
نداشته است كه در رمان هاي 

كشته  شخصيت محوري  او، 
محتوم  ــت  سرنوش ــود.  نش

هارولد نيز مرگ است.
ــد  ــعي مي كن ــد س هارول
ــل  آيفِ كارنِ  از  ــي  آدرس
به دست آورد و او را از فرجام 

ــته باشيم، مي بايد  فيلم داش
ــم كه:  ــان كني ــت بي نخس
ــر و پويا، اصول  زندگاني مؤث
ــي دارد و افراد تنها  بنيادين
در صورتي مي توانند كاميابي 
ــي  خوش بخت و  ــتين  راس

كشته  شخصيت محوري  او، 
محتوم  ــت  سرنوش ــود.  نش

هارولد نيز مرگ است.
ــد  ــعي مي كن ــد س هارول
ــل  آيفِ كارنِ  از  ــي  آدرس
به دست آورد و او را از فرجام 

ــته باشيم، مي بايد  فيلم داش
ــم كه:  ــان كني ــت بي نخس
ــر و پويا، اصول  زندگاني مؤث
ــي دارد و افراد تنها  بنيادين
در صورتي مي توانند كاميابي 
ــي  خوش بخت و  ــتين  راس

ــد براي  ــه مي خواه بدي ك
شخصيت داستانش ـ يعني 
ــود او ـ رقم بزند، منصرف  خ
ــت هارولد با  ــد. در نهاي كن
ــي ادارة  ــه بايگان ــه ب مراجع
ــمارة تلفني را از  ماليات، ش
كارنِ آيفِل به دست مي آورد 
و با او قرار ملاقاتي مي گذارد 
ــازد، اگر در  تا او را متقاعد س
ــندة رمان دست  مقام نويس
به كشتن شخصيت بنيادي 
ــتان بزند، در واقع حكم  داس
مرگ او را صادر كرده است. 
ــت، كارِل آيفِل پايان  در نهاي
داستانش را تغيير مي دهد و 
هارولد از مرگ حتمي نجات 

پيدا مي كند.
ــت  اما اگر بخواهيم برداش
ــري از اين  ژرف تر و ارزنده ت

ــدگار را تجربه كنند كه  مان
ــول را بياموزند و آن  اين اص
ــش اصلي  ــي از من را بخش
خود قرار دهند. گاهي براي 
ــيدن به اين اصول لازم  رس
ــت قدرت تغيير نگرش و  اس
ــت را بالا برد. هرچند  برداش
ــت اين تغيير،  كه ممكن اس
ــا فرايندي  ــد و ي ــي باش آن
ــار از تعمق  ــته و سرش آهس
ــد. اما در  و تأمل داشته باش
نهايت منشأ دگرگوني عظيم 
و عجيبي خواهد شد كه اين 
ــيدن سؤالي  مي تواند با پرس
ــاختن ناداني در  يا آشكار س
رسيدن به سر منزل مقصود 
پذيرش  ــون  ــود؛ چ آغاز ش
ــي  گام ــتين  نخس ــي  نادان
ــوي آموزش  ــت كه به س اس
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برمي داريم. گاهي نيز مي تواند 
در چارچوب پرهيز از عادات 
و اميال اعتيادآميز مخرب و 
پرورش عادت هايي قرار گيرد 
كه انسان را از برچسب هاي 
ــاي  محدوديت ه و  ــه  كهن
ــة  ــد و روزن ــه برهان تابلوگون
اميد را براي اتخاذ تصميم ها 
ــت  مثب ــاي  توانمندي ه و 

گسترش دهد.
ــك نمي تواند  هارولد كِري
ــك به  ــي و با تمس به تنهاي
ــيني و با  زندگي منظم ماش
ــك  ــتفاده از قوانين خش اس
ــبي  ــي، زندگي مناس ماليات
ــد. از اين رو، زاك  داشته باش
هِلم، در مقام فيلم نامه نويس 
ــتان،  ــم عجيب تر از داس فيل
ــود كه سرانجام  بر آن مي ش
ــي  ــد رياض ــون هارول ناميم
پيشه و با نظم و ترتيب را از 
زبان كارنِ آيفِل نويسنده به 
تصوير بكشد. هارولد حتي با 
موقعيت عاطفي كه بين او و 
آنا پاسكال نانوا روي مي دهد، 
ــورد مي كند و  منفعلانه برخ

در ابتدا از ديدگاه يك مأمور 
ادارة ماليات و محدويت هايي 
ــه او در حين انجام وظيفه  ك
با آن ها روبه روست، سخن به  
ــي  ميان مي آورد. اما چرخش
ــر در نقطه  ــع و مؤث به موق
ــطة  ــه به واس ــش ك نظرات
ــا  ــي ب ــرت و هم كلام معاش
شخصيت اجتماعي پروفسور 
ــرت ـ كه حتي  ــز هيلب ژول
ــتاد ادبيات  با اينكه يك اس
ــوان ناجي  ــت، اما به  عن اس
غريق در استخر نيز فعاليت 
ــود،  ــد ـ ايجاد مي ش مي كن
تأثيرات شگرفي در زندگي او 

پديد مي آورد.
اين  در  ــك  كري ــد  هارول
فيلم فردي است كه زندگي 
ــاب و كتاب كامل  او با حس
ــداد و ارقام  ــي بر اع و مبتن
سپري مي شود. انتخاب اين 
ــده  ــبك زندگي باعث ش س
ــت، تمامي اعمالي كه او  اس
به  ــره اش  ــي روزم در زندگ
آن ها دست مي زند، خشك، 
انعطاف  ــل  و غيرقاب بي روح 
ــند. در نهايت كارگردان  باش
ــت شومي  با انتخاب سرنوش
ــل رمان نويس  كه كارن آيف
ــت،  براي او تداعي كرده اس

پي نوشت ها ................................................................................
1. Stranger Than Fiction
2. Marc Foster
3. Lindsay Doran
4. Zach Helm

براي اين فيلم، زاك هِلم نامزد دريافت جايزة «ساترن» براي 
بهترين نويسندگي، نامزد دريافت «جايزة انجمن منتقدان 
فيلم هاي نمايش داده شده» به عنوان بهترين نويسنده و نيز 
برندة «جايزة كميتة ملي مجلة سينما» براي بهترين فيلم نامة 

ابتكاري و غيراقتباسي شد.
5. Harold Crick
6. Jules Hilbert
7. Ana Pascal
8. Karen Eiffel
9. Schizophrenia

نوعي اختلال شديد رواني كه از خصوصيات آن دوري شديد 
بيمار از واقعيت است. چون اين بيماري با جنون همراه است 
و غالباً در دوران اوليه و جواني زندگي افراد بروز مي كند، به 

آن جنون جواني هم مي گويند.
10. Harvard University

دانشگاه هاروارد دانشگاهي خصوصي و بسيار ممتاز در شهر 
آمريكاست.  متحدة  ايالات  ماساچوست  ايالت  «كمبريج» 
نام آن در ابتدا «دانشكدة نو» يا «دانشكده در شهرك نو» 
بود كه بعداً در 13 مارس 1639 به افتخار كشيشي به نام 
جان هاروارد كه 400 جلد كتاب و مبلغ 779 پوند به اين 
دانشگاه كمك كرده بود، نام گذاري شد. علاقه مندان مي توانند 
براي آشنايي بيشتر با اين دانشگاه به تارنماي آن به نشاني 

http://www.harvard.edu مراجعه كنند.

* ehsan.yarmohamadi @yahoo.com

برمي داريم. گاهي نيز مي تواند 
در چارچوب پرهيز از عادات 
و اميال اعتيادآميز مخرب و 
پرورش عادت هايي قرار گيرد 
كه انسان را از برچسب هاي 
ــاي  محدوديت ه و  ــه  كهن
ــة  ــد و روزن ــه برهان تابلوگون

در ابتدا از ديدگاه يك مأمور 
ادارة ماليات و محدويت هايي 
ــه او در حين انجام وظيفه  ك
با آن ها روبه روست، سخن به  
ــي  ميان مي آورد. اما چرخش
ــر در نقطه  ــع و مؤث به موق
ــطة  ــه به واس ــش ك نظرات
ــا  ــي ب ــرت و هم كلام معاش
شخصيت اجتماعي پروفسور 
ــرت ـ كه حتي  ــز هيلب ژول

مي خواهد بيان كند كه اتخاذ 
اين گونه تصميم ها و رفتارها 
در زندگي باعث سوق يافتن 
مسير زندگي به سوي فاجعه 
ــود. اما نقطة  و تباهي مي ش
ــي  ــبك زندگ ــل او، س مقاب
سرزنده و پرجنب وجوش آنا 
ــت. در نخستين  پاسكال اس
ــمي كه بين  ملاقات هاي رس
ــد و آنا رخ مي دهد، آنا  هارول
تضاد بين آن دو را مشخص 
ــبك  ــد و مي گويد س مي كن
ــي هارولد كريك هيچ  زندگ
جايگاهي در زندگي او ندارد. 
اما هنگامي كه هارولد دست 
ــات مي زند،  به انجام اصلاح
ــي او از روندي  جريان زندگ
ــف برانگيز به رويكردي  تأس
ــاد تبديل مي شود.  پويا و ش
ــوان گفت، هر  بنابراين مي ت
ــر جايگاهي كه  فردي در ه
ــد هارولد  ــد (مثلاً مانن باش
ــد)،  ــك نابغة اعداد باش كري
ــكار و باورهايش موقعيت  اف
فعلي او را رقم زده اند و براي 
تغيير در اين جايگاه مي بايد 
ــش را تغيير  افكار و باورهاي
ــت و آنچه را  ــد تا موقعي ده
ــد. در  ــت تغيير ده كه هس
ــرايط و اوضاع  ضمن اين ش
نيست كه پيروزي يا شكست 

ــرد را تعيين مي كند، بلكه  ف
ــبت به  عكس العمل فرد نس
اوضاع و شرايط است كه در 
ــت او مؤثر  كاميابي يا شكس

است.
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     چكيده
در اثبـات عكس يـك قضيه معمـولاً از روش 
برهان خلف بهره مي گيريم و در مسـير اثبات 
از خـود قضيه نيز اسـتفاده مي كنيـم. وقتي با 
دانش آموزان كلاس بـراي حل اين تمرين وارد 
بحث شـديم، از ايشـان خواسـتم كـه راه حل 
ارائه كنند. آن هايي كه در منزل به تمرين فكر 
كـرده بودند، تقريباً همـه، راه حلي را كه كتاب 
در راهنمايي خود ارائه داده اسـت، پيشـنهاد 
مي كردند؛ ولـي ناگهان متوجه شـديم كه اگر 
تمرين 6 را يك قضيه بدانيم، تمرين 7 در واقع 
عكس اين قضيه اسـت. لذا مي توانيم براي حل 

آن  از روش برهان خلف استفاده كنيم.

مهدي ميرزافام
دبير دبيرستان هاي
 شهرستان عجبشير 
 استان آذربايجان شرقي

مقدمه
در اينجا چند اصطلاح را كه در متن اصلي احتمالاً برايتان 

ناشناخته است، تعريف مي كنيم و يا توضيح مي دهيم: 
* چندضلعي محدب: يك چندضلعي را محدب گويند هرگاه 
پاره خطي كه هر دو نقطة دلخواه آن را به هم وصل مي كند، 
ــل آن قرار بگيرد. در يك چندضلعي محدب  كاملاً در داخ

نيمسازهاي داخلي هر دو رأس مجاور متقاطعند.
* قضية وجود مثلث: اگر سه عدد حقيقي مثبت داشته باشيم و 
ــد،  هريك از اين عددها از مجموع دو عدد ديگر كوچك تر باش
آنگاه مثلثي وجود دارد كه اندازة ضلع هاي آن اين سه عدد باشند.

ــاي يك چندضلعي  * چندضلعـي محيطي: اگر همة ضلع ه

ــند، آنگاه چندضلعي را محيطي يا  بر يك دايره مماس باش
محيط بر دايره مي نامند.

متن اصلي
ــاي 6 و 7 موجود در صفحة 56 كتاب  ــه، تمرين ه در ادام
ــاهده مي كنيد كه در اينجا سعي  ــي هندسه (2)* را مش درس
كرده ايم روشي غير از روش پيشنهادي كتاب را براي حل آن ها 

به كار بگيريم: 

6. ضلع هاي چهارضلعي
    محيطي GOLY  بر 

    دايـره ممـاس انـد 
         (شكل 1). 

                ثابت كنيد: 
GO+LY = OL+GY                                          

 شكل 1                                                                                               

 .AB+CD = AD+BC :ــم ــي ABCD داري 7. در چهارضلع
ثابت كنيد كه اين چهارضلعي محيطي است.(شكل 2).

راهنمايي: روي ضلع AB، پاره خط AM = AD و روي ضلع 
ــد. از ويژگي مثلث هاي  ــط CN = CD را جدا كني BC پاره خ

متساوي الساقين استفاده كنيد.

 شكل 2                                                                                               

آموزشى
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ــد A و B را انتخاب و  اثبـات: دو رأس مجاور دلخواه مانن
 O نيم ساز داخلي آن ها را رسم مي كنيم تا يكديگر را در نقطة

قطع كنند. طبق ويژگي نيم ساز يك زاويه داريم: 
OH = OH′ = OH″ = r

ــم كنيم،  ــعاع r و به مركز O رس ــال، اگر دايره اي به ش ح
 H″ و H′ ، H ــاط ــع AB ، AD و BC به ترتيب در نق ــه ضل س
 CD عمود بر ضلع O ــة ــد. از نقط بر دايره مماس خواهند ش
رسم مي كنيم و محل فرود را M مي ناميم. اگر OM = r باشد، 
ــود  ــن صورت دايرة مذكور بر ضلع CD نيز مماس مي ش در اي
ــت و چيزي  ــي ABCD محيطي اس ــن يعني چهارضلع و اي
ــت. حال اگر چنين نباشد، يعني اگر  براي اثبات نخواهيم داش
ــان خلف) كه در اين صورت يكي از حالات زير  OM ≠ r (بره

پيش مي آيد:

 شكل 3                                                                                            

ــده  حالـت اول: اگر OM>r، در اين صورت دايرة گفته ش
ــي بر  ــي خواهد افتاد. حال از رأس D مماس داخل چهارضلع
دايره اي كه گفته شد، رسم مي كنيم و محل تقاطع آن با ضلع 
BC را N مي ناميم. اين، يعني چهارضلعي ABND، محيط بر 

دايره رسم شده است.

 شكل 4                                                                                            

حال طبق تمرين 6 همين صفحه از كتاب درسي مي توان 
نوشت:

AD+BN = AB+DN           (1)
و طبق فرض داريم:

AD+BC = AB+CD            (2)

حال اگر طرفين رابطة (1) را از طرفين رابطة (2) كم كنيم، 
خواهيم داشت: 

BC -BN = CD - DN ⇒ CN = CD - DN       
⇒ CN+DN = CD            (3)

كه رابطة (3) با قضية وجود مثلث در تناقض است (يعني مثلث 
<OM نمي تواند درست باشد. r قابل تشكيل نيست). لذا DNC

ــمتي از دايرة  >OM در اين صورت قس r حالـت دوم: اگر
گفته شده بيرون از چهارضلعي خواهد افتاد. حال از رأس C بر 
دايره، مماسي رسم مي كنيم و محل تقاطع آن با امتداد ضلع 
ــم  AD را E مي ناميم. چهارضلعي ABCE محيط بر دايره رس

شده است.

 شكل 5                                                                                    

حال طبق تمرين 6 همين صفحه از كتاب درسي مي توان 
نوشت: 

AB +CE = BC+AE            (3)
و طبق فرض داريم: 

AB +CD = BC+AD           (4)
حال اگر رابطة (4) را از رابطة (3) كم كنيم، خواهيم داشت: 
CE-CD = AE - AD ⇒ CE - CD = DE       
⇒ CE = CD+DE            (5)

كه رابطة (5) با قضية وجود مثلث در تناقض است (يعني 
>OM نمي تواند درست  r قابل تشكيل نيست). لذا CDE مثلث
باشد. مشاهده مي كنيم درهر دو حالت ما به تناقض رسيديم. 

لذا فرض خلف باطل و حكم يعني OM = r برقرار است.

A
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E
B D

H
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H́´
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C

E
B D

H
H́

H́´

A

O
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B D

M

HH́

H́´

حال اگر طرفين رابطة (1) را از طرفين رابطة (2) كم كنيم، 

C

پي نوشت ها........................
* كتاب هندسه (2)، 

258/4، مؤلفان: 
جواد حاجي بابايي،  

محمدهاشم رستمي، 
بيژن ظهوري زنگنه، 

سهيلا غلام آزاد، 
زهرا گويا، جعفر نيوشا، 

بهمن اصلاح پذير، 
ناصر بروجرديان، 

عزيزه رحماني،
 اسداالله رضوي و 

مرتضي ميرمحمد رضايي.
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سيده صديقه علوي*
كارشناس ارشد رياضي محض
دبيرستان شاهد
 ناحيه يك ساري

آموزشى
آموزش رياضي، آموزش عموميواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژه

     چكيده
دانـش رياضي بـه دليل اهميـت و كاربـرد گسـترده اش در ايجاد 
و گسـترش تمدن بشـري از ديرباز مورد توجه بـوده و از زماني كه 
بشـر درصدد آموزش نسل هاي جوان خود برآمده، در برنامة درسي 
گنجانده شـده اسـت. در اين مقاله تلاش شده اسـت، آموزش اين 
دانـش در نظـام آموزشـي كشـورمان و بازتاب هاي ايـن آموزش و 
نتايجش بررسي شود و با جست وجوي رويكردهايي كه نياز به تغيير 

در آن ها احساس شده است، راه حل هايي ارائه شود.

           آنچـه در آمـوزش عمومـي ما 
رياضيات دانسته مي شود

ــك  ــدگاه ي ــد از دي ــازه بدهي اج
ــتان  ــوان از ابتدايي تا دبيرس رياضي خ

رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، رياضي، دانشي زيبا، 
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             مقدمه
آنچه پيش رو داريد دل نوشته اي است به زبان كسي كه با دانش رياضي از كودكي 
ــالي دمساز بوده و از اين هم نشيني خرسند، و از بي مهري هايي كه با اين  تا بزرگ س
عزيز مي شود، دل نگران و رنجيده خاطر است. كم نبوده اند مقالات و سخنراني هاي بس 
ــوط و غرّا كه در باب اهميت رياضيات، تأثير رياضيات، جهاني كردن رياضيات،  مبس
و لزوم آموزش رياضي ارائه شده اند، ولي نتيجة اين همه چه بوده است؟ آيا آشتي با 
رياضيات بوده است يا هنوز گريز از آن ادامه دارد؟ شايد به اين مقوله كمتر پرداخته ايم!
آنچه در ادامه مي آيد، بررسي وضعيت كنوني درس رياضي از ديدگاه كسي است 
كه به نوعي با آن درگير است. سپس به آنچه از اين آموزش انتظار مي رود، مي پردازيم. 
در پايان نيز راه هاي برون رفت از وضعيت فعلي و حركت به سوي آنچه بايد باشد، ارائه 

شده است.

ــم و ببينيم، چه چيزهايي  حركت كني
در ساعتي كه با نام رياضي و عنوان هاي 
ــب به آن از اول ابتدايي تا چهارم  منتس
ــت  اس قرار  ــم،  ــتان مي گذراني دبيرس

ــاگردي هستم كه  بياموزيم (تازه من ش
ــتان اين  از اول ابتدايي تا چهارم دبيرس

درس را 20 مي گيرم).
ــتان را به پايان رسانده ام.  اول دبس
اكنون اعداد حسابي را تا صد مي شمارم. 
مي توانم جمع و تفريق اعداد را تا جايي 
ــتان دست و پايم اجازه دهند،  كه انگش
ــام دهم. مي توانم خط و منحني باز  انج
و بسته بكشم. جمع تكراري را ديده ام. 
ــم مداد، خودكار، كتاب و خيلي  مي توان
شانس بياورم، پرتقال، سيب و نظاير آن 

را تا دست كم تا 100 بشمارم.
ــي روم كلاس دوم. يك يادآوري،  م
بعد جمع و تفريق كه اول اسمش منها 
ــود. كمي مي گذرد و روش عجيبي به  ب
ــبيه  ــم قرض دادن و ده بر يك و ش اس
اين ها ياد مي گيرم. خيلي بجنبم، كمي 
جلو مي روم و شايد برخي سه رقمي ها 
ــمي به كار ببرم و  ــتن رس را هم در نوش
آرام آرام جمع و تفريق كنم. با گردي و 
چهارگوش و سه گوش هم آشنا مي شوم. 
ــوم دبستان اين جمع  مي آيم به س
ــا نمي كند! دائم  ــه ما را ره و تفريق ك
ــود. خيلي  ــان اضافه مي ش بر رقم هايش
ــمان،  ــرض دادن و ده بر يك خوش از ق
ــده است.  مي آمد قطارش پر واگن تر ش
ــراري هم بايد  ــازه حالا جمع هاي تك ت
ــامان بگيرند. قبلش من بايد در  سروس
يك جان كندن حسابي، يك چهارگوش 
ــزرگ 10 در 10 (حالا نامش به مربع  ب
ــدول ضرب  ــه ج ــه) را ك ــر يافت تغيي
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ــك داروي تلخ  ــود، مثل ي ناميده مي ش
قاشق قاشق بخورم تا آخرش ببينم چه 

خبر است.
ــپري  ــاد زندگي من س روزهاي ش
مي شود و من با كابوس رياضي چهارم 
ــل مي گفتند  ــه از قب ــم كه هم و پنج
ــب ها را صبح مي كنم  سخت است، ش
ــم براي رفتن به  ــايد خودم را بكش و ش
تيزهوشان كه ديگر دارد مي رود به سال 
بعد كه قبلاً اول راهنمايي بود. بالاخره 
ــه  در ضرب دو رقمي در دو رقمي و س
رقمي در سه رقمي، اسم زاويه ها (گوشة 
ــتطيل و دايره،  خودمان)، مثلث و مس
تقسيم، مضرب، بخش پذيري، واحدها، 
تناسب، مساحت، حل مسئله و... سري 
ــرها پيدا مي كنم. مي گويند به  توي س
ــم، معلم اين  ــي كه بروي دورة راهنماي
ــرق مي كند.  ــة درس ها ف درس با بقي

راستي چه طور مي شود؟
ــي باز هم مفصل  در دورة راهنماي
ــري مي زنيم و  ــه پنج كلاس قبلي س ب
برمي گرديم. چيزهايي به اسم هندسه 
ــر  ــده اند كه يادش بخير زير س پيدا ش
ــه گوش و چهارگوش و گردي  همان س
ــكل هاي شبيه هم  ــت. ش خودمان اس
ــه  گير  ــوي هر كدام به يك گوش كه ت
مي دهند و بايد اندازه اش را پيدا كنيم. 
ــبه  ــت، ولي بايد محاس خط كش هس
كنيم! يك چيزي كه 2 سانتي متر است، 
ــت و از اين  ــر اس ــد 2 كيلومت مي گوين
شعبده بازي هايي كه معلوم نيست چرا 
ــد. تازه برايمان  در كتاب اين قدر زيادن
ــين مي كشند و مي شمارند.  گُل و ماش
ــد چيزي كه «ايكس» نام دارد، پيدا  بع
ــه سال جذر  ــود. اينجا در اين س مي ش
مي گيريم و تقريب مي كنيم. مسئله ها، 
ــود، از دوم ابتدايي تا اينجا  يادم رفته ب
ــاية عذاب  ما را تعقيب كرده اند. مثل س
ــان نكنيم، نمي توانيم  هر شب تا حلش

بخوابيم.
به دبيرستان مي رسم. واي نگوييد! 

ــم هايي كه قبلاً بلد بوديم، حالا  يك اس
ــده اند. فكر كنم همان  طور ديگري ش
ــت. ما در  ــردي و دايره اس ــوع گ موض
ــتيم،  ــة خط مي نوش ــي معادل راهنماي
ــيب، موازي، عمود، قرينة  ولي حالا ش
ــه از خط و يك  ــوس، فاصلة نقط معك
ــزي كه آن را  ــف جديد داريم؛ چي كش
ــه چيزهايي  ــات» مي نامند. البت «مثلث
ــنيده ام. آن  ــارة ربطش به مثلث ش درب
ــتني حالا بلاي  ــت داش خط هاي دوس
ــت هاي جديدي  ــده اند. پس جان ما ش
مثل مماس و قائم داريم. خط خطي هاي 
ــناس نامه هايي به نام  ــتان يك ش دبس
معادله دارند و صحبت از وارون شدنشان 

و مساحت زيرشان است.
ــه كابوس  ــيم به ت خلاصه مي رس

آموزش عمومي و يك چيزهايي كه حد 
ــتق و انتگرال ناميده  و پيوستگي، مش
ــوند. مي گويند در فيزيك به درد  مي ش
ــا را يك جور  ــد، ولي ما اين ه مي خورن
ديگر مي بينيم. شايد اگر برويم دانشگاه 
(واي كابوس بعدي كنكور)، آنجا به درد 
بخورند. ما كه سال اول و دوم در فيزيك 
ــتيم، معلم ها گفته اند  هرچه لازم داش
ــر در رياضي  ــور ديگ ــدش يك ط و بع
ــد. ولي در فيزيك گويي  ــان ش پيدايش
ــار آمد.  ــد با آن ها كن ــر بود، مي ش بهت
ــمان را  اينجا نمايي ها و لگاريتم ها نفس

گرفته اند. 
راستي در اين دوازده سال رياضي 
خوانديـم كه آخرش يـاد بگيريم يك 
چيـزي به اسـم تابـع را كه بـه هيچ 
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صراطي مسـتقيم نيسـت، بكشيم و 
انتگرالش را حساب كنيم؟!

البته نويسنده منكر اهميت مباحث 
مطرح شده در درس هاي جبر، رياضيات 
ــته، هندسه 2 و هندسة تحليلي  گسس
ــت. ولي در سال چهارم عملاً تمام  نيس
ــل آمادگي براي كنكور، به  اين ها به دلي
ــمي در مراكز  توصية همكاران غيررس
ــته  ــي كنار گذاش ــمي آموزش غيررس

مي شوند و در نتيجه نمودي ندارند.

        نگاه پيكرة آموزش وپرورش، جز 
معلمان رياضي به رياضيات

ــي (حدود 70  از نگاه بخش اعظم
ــران، معاونان  درصد) از همكاران، مدي
ــطح  ــئولان اداري در س مدارس تا مس
معاونان و مديران منطقه اي تا استاني، 
ــي  ــي يك چالش در نظام آموزش رياض
است. دبيران رياضي كمترين راندمان را 
دارند، دردسرهاي آموزشي حاد مربوط 
ــل افت و  ــت، عام ــه درس رياضي اس ب
ــت و مخلص  مردودي درس رياضي اس
كلام، كاش روزي بيايد كه درس رياضي 
و معلمانش از نظام آموزشي كشور حذف 

شوند، تا دغدغه هاي آنان تمام شود.

         معلمان رياضي چه مي گويند؟
دانش آموزان  از  ــر  پ كلاس هايمان 
بي انگيزه و بي حوصله اند كه با همه چيز، 
جز حرف زدن و شيطنت قهرند. دغدغة 
ــه.  همه چيز را دارند جز درس و مدرس
نظام آموزشي يك برنامة تحميلي دارد 
و برنامه و كتاب درسي را كس ديگري 
تدارك مي بيند. ما، هم بايد درس بدهيم 
ــكلات  ــپر بلاي همة مش و هم بايد س
باشيم. آخر هم باعث همة مشكلات ما 
ــتيم كه بايد يك تنه پاسخ دهيم.  هس
ــئولان از ردة مدرسه اي تا بالا دائم  مس
از وضعيت تدريس رياضي ناراضي اند و 
ــكل را در تدريس آن ها جست وجو  مش

مي كنند.

بيشتري صرف گردد و عميق تر به آن ها 
پرداخته شود.

ــمت  ــي بايد به س كتاب هاي درس
ــرفته تر بروند و  ــات تازه و پيش موضوع
به جاي اينكه هر سال موضوعات زيادي 
ــرار كنند، به ژرفا بپردازند (جرمي  را تك

كيل، 1389).

          نيازهايـي كه شـايد رياضيات 
پاسخ گوي بخشي از آن باشد

ــطه،  ــه در دورة متوس مي دانيم ك
ــي و  ــة نوجوان ــوزان در مرحل دانش آم
ــع در اوج انرژي  آغاز جواني اند و به واق
ــرار دارند. پس اگر  دورة زندگي خود ق
ــد،  ــاط و هيجان انگيز باش آموزش بانش
مقبوليت بيشتري خواهد داشت. يكي 
ــن دوره روحية  ــر از ويژگي هاي اي ديگ
ــت؛  حقيقت جويي و حقيقت طلبي اس
يافتن دليل پديده ها و روحي كه بر آن ها 
حاكم است. بچه ها مسلماً در سال هاي 
اول زندگي با مشكلات زيادي مواجه اند 
ــاختار شخصيت آن ها را تشكيل  كه س
ــر آن ها در جايي بتوانند  خواهد داد. اگ
نحوة رويارويي با مشكلات را بياموزند، 

به آرامش خواهند رسيد.

               نتيجه گيري و پيشنهاد
     الف) تجزيه و تحليل

ــام  نظ در  ــا  م ــت پرورده هاي  دس
ــي، نيازهايي دارند كه شايد در  آموزش
روند آموزش ما ديده نشده اند يا اگر هم 
ــبي براي  مدنظر بوده اند، راهبرد مناس
برآورده شدنشان انديشيده نشده است 

يا در مرحلة اجرا فراموش شده اند.
ــد آموزش  ــر، در رون ــوي ديگ از س
ــاي  باوره و  ــدگان  ياددهن ــاي  باوره
ــدت تأثيرگذارند.  ــدگان به ش يادگيرن
باورها از مهم ترين عوامل تأثيرگذار در 
بروز رفتارهاي آدمي هستند و به دليل 
ــي از رياضيات،  ــرد بخش ــاختار مج س
تأثير آن ها در كيفيت رفتارهاي مرتبط 

ــه رياضيات و  ــبت ب كل جامعه نس
ــوزش آن ديد منفي دارد و رياضيات  آم
به يك كابوس اجتماعي بين خانواده ها 
تبديل شده است. ترس از رياضي مانند 
ترس از مار آن قدر عميق شده است كه 
ــك مي كنيم نكند ارثي باشد!  گاهي ش
ــم دانش آموزان تا  ــلاش مي كني همه ت
ــال،  حدامكان در امتحانات پايان هر س
ــايد  نهايي و كنكور نتيجه بگيرند تا ش
ــت از كارمان  ــاس رضاي كمي به احس
ــيم و اميدي براي تدريس در سال  برس

آينده پيدا كنيم.

  آموزش رياضي آن طور كه بايد 
باشد

ــي در  ــوزش رياض ــاي آم ارزش ه
مدرسه كدام اند؟

ــته به انسان هايي   اقتصاد ما وابس
است كه مي توانند از مهارت هاي 
ــوم، فناوري،  ــي خود در عل رياض
ــاد  ــارت و اقتص ــي، تج مهندس

استفاده كنند.
 رياضي يك حوزه از دانش منطقي 
ــان را به طور  ــت كه ذهن انس اس

منطقي پرورش مي دهد.
 رياضي فعاليتي لذت بخش است.

 رياضي بخشي از ميراث فرهنگي 
ماست.

 رياضي براي درك جهان واقعي و 
براي زندگي روزمره ضروري است 
(رفيع پور گتابي، 1390: 56-62).

رياضي  ــه  ب ــد  نباي ــوزان  دانش آم
به عنوان مجموعه اي از قواعد و رويه هاي 
ــد رياضي را  ــد. باي ــگاه كنن ــواه ن دلخ
موضوعي ببينند كه در آن اشيا به طور 
منطقي و بامعنا به هم مرتبط اند و لازم 
ــه قادر به  ــند ك ــت به اين باور برس اس

فهميدن آن هستند.
در هر پاية تحصيلي، برنامة درسي 
ــات محدودتري تمركز  بايد بر موضوع
ــا وقت  ــراي آن ه ــوض، ب ــد و در ع كن

كتاب هاي درسي 
بايد به سمت 
موضوعات تازه 
و پيشرفته تر 

بروند و به جاي 
اينكه هر سال 

موضوعات زيادي 
را تكرار كنند، به 

ژرفا بپردازند
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ــت. مثلاً،  ــي افراد، عميق تر اس با رياض
ــه خود،  ــبت ب ــاي يادگيرنده نس باوره
ــي و معلم آن، به عنوان  يادگيري، رياض
قسمتي از دانش غيررسمي فرد، يكي از 
پايه هاي يادگيري و حل مسئلة رياضي 
وي را تشكيل مي دهند (حسام، 1390: 

.(4-10
در چند دهة اخير، مطالعات زيادي 
در حوزة باورهاي معلمان رياضي انجام 
ــده اند كه مؤيد تأثير مستقيم باورها  ش
ــيوة تدريس اند. تلاش براي تغيير  بر ش
ــدون تغيير  ــيوة تدريس معلمان، ب ش
ــت. بنابراين،  ــدني اس باورهاي آنان نش
ــوزش رياضي، توجه به  ــراي بهبود آم ب
باورهاي معلمان حياتي است. معلمان 
مي توانند با تغيير باورهاي خود نسبت 
به ماهيت رياضي و ياددهي ـ يادگيري 
آن، نحوة تعامل خود را با دانش آموزان 
از نو طراحي كنند (فدايي، 1391: 21-

.(16
              ب) پيشنهادها

ديديم كه اگر مشكلات را بپذيريم 
و در جهت رفع آن ها اقدام كنيم، ناچار 
ــتيم.  ــر رويكردها و باورها هس از تغيي
ــر را مطرح  ــنهادهاي زي از اين رو، پيش

مي كنم: 
ــه  با توجه به بار منفي كه  1. اول از هم
ــات دارد و در عرف و  ــوان رياضي عن
ــا رياضَت مرتبط  ــت، همه آن را ب لغ
مي كنند (هرچند كه در لغت معناي 
ــم مي دهد و برخي با توجه  ورزش ه
ــت رياضي را براي  به ورزشِ فكر، لغ
اين دانش مناسب مي دانند)، پيشنهاد 
ــدي به جاي  ــوان جدي ــم عن مي كن
ــاب را  ــود. حس رياضيات برگزيده ش
هم خيلي مناسب نمي دانم، زيرا تنها 
ــه يك بعد از اين دانش مي پردازد و  ب
ــاير ويژگي هاي آن را تحت الشعاع  س

قرار مي دهد.
ــي نگرش و  ــه تغيير اساس ــايد ب 2. ش
ــيم؛ مثلاً،  ــته باش ديدگاه ها نياز داش

در سه سال اول ابتدايي (در سيستم 
ــه  3-3-6 جديد)، كتابي براي هر س
پاية تحصيلي در اختيار دانش آموزان 
ــت به نام دانش (يا دانش هاي)  گذاش
ــا  ــردي ب ــائلي كارب ــه مس پايـه ك
ــئله و آميخته اي از  رويكرد حل مس
ــيمي  دانش هاي فيزيك، رياضي، ش
ــي، آن طور كه به واقع  و زيست شناس
ــت، مطرح كند  ــي هم هس در زندگ
ــا روش هاي آميخته،  و بتوان آن را ب
ــال تدريس  ــافي و فع ــد اكتش مانن
ــتن گل  ــاده: كاش كرد (يك مثال س
ــه،  به صورت عملي، در باغچة مدرس
در يك مساحت معلوم، با نظم خاص، 
ــا و مكان  ــداد گل ه ــي اش تع رياض
ــيمي و فيزيكش تركيبات  آن ها، ش
ــي  خاك، تأثير نور و...، زيست شناس
ــازه مهارت هاي  ــد. ت هم مراحل رش
ــه با  ــكاري و مواجه ــي هم اجتماع
ــم آموزش داده  ــكل و حل آن ه مش
مي شود). در اين روش، هم دانش ها 
با آميختگي واقعي شان ارائه مي شوند، 
ــردي و دلپذير  ــب، كارب و هم دلچس

هستند.
ــوص  به خص ــر،  بالات ــاي  پايه ه در   .3
ــطة عمومي و متوسطة  پايان متوس
تخصصي، كلاس هايي كه به آموزش 
ــاص  ــي اختص ــي فعل ــش رياض دان
ــائل  ــتفاده از مس ــه اس ــد، ب مي يابن
ــي بپردازند.  كاربردي به معناي واقع
ــائلي كه در  ــي مس ــه مانند برخ (ن
ــوند و  كتاب هاي فعلي مطرح مي ش
ــان، معلمان را روي  چند پهلو بودنش
ــد و  ــؤال به چالش مي كش منظور س
ــود). همچنين،  از هدفش دور مي ش
ــي لازم و آموزش هاي  ــا دادن آگاه ب
ــكاران در كلاس هاي  ــه هم عملي ب
ــاي مزبور به  ضمن خدمت، كلاس ه
جلسات بحث و تبادل نظر حداقل سه 
ــال تحصيلي در  جلسه در هر نيم س
درس هايي با محتواي جبر، هندسه 

ــابان فعلي (گسسته، تحليلي  و حس
ــيل) تبديل شوند. به اين  و ديفرانس
ــئله يا  ــكل كه معلم موضوع، مس ش
ــد و بعد به  ــرح كن ــه اي را مط قضي
ــان  ــا در مورد دركش صحبت  بچه ه
ــنهادي  از موضوع و راه حل هاي پيش
ــة دانش آموزان  ــد. هم گوش فراده
ــه ايده اي ندارند،  را، حتي آن ها را ك
ــپس بحث را  ــد و س ــث كن وارد بح
ــري كند.  ــد و نتيجه گي ــامان ده س
ــرات دانش آموزاني را هم كه قانع  نظ
نمي شوند، كتبي دريافت و افكارشان 
را در تعامل هدايت كند. به اين ترتيب، 
نوعي ارزشيابي پاياني در كلاس انجام 
مي شود، مشاركت در تدريس برآورده 
مي شود، كلاس نشاط پيدا مي كند، 
و روحية حقيقت جويي بچه ها تقويت 
مي شود و پرورش مي يابد. در واقع از 
اين طريق مراحل و فنون حل مسئله 
به كار برده و آموزش داده مي شود. از 
ــرژي دانش آموزان در  همه مهم تر، ان
اين چانه زني علمي به مصرف مي رسد 

و كلاس هم بانشاط و زنده مي شود.
ــنوارة الگوي برتر تدريس  4. براي جش
ــه  ــل در دو كلاس از هر مدرس حداق
ــد و هر معلم به دلخواه  دوربيني باش
ــه كلاس ها تدريس  خود در اين گون
ــه فيلم  ــان هر جلس ــد و در پاي كن
ــه و تحليل كند و  ــودش تجزي را خ
تغييرات رويكردي كه خودش صلاح 
ــد، در روش تدريس خود (هر  مي دان
ــي بهترين و منصف ترين قاضي  كس
ــال كند.  ــت) اعم ــراي خويش اس ب
هرگاه خودش احساس رضايت كرد، 
ــب مي داند به  آن بخش را كه مناس
ــه ارائه كند تا در  ــئولان مدرس مس
ــون اين  ــود. چ ــنواره مطرح ش جش
ــت واقعي و با  ــا در موقعي تدريس ه
تعداد واقعي دانش آموز انجام مي شود، 

كاربردي خواهد بود.
*sedighehalavi54@gmail.com

در چند دهة 
اخير، مطالعات 
زيادي در حوزة 
باورهاي معلمان 
رياضي انجام 
شده اند كه مؤيد 
تأثير مستقيم 
باورها بر شيوة 
تدريس اند
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آمـوزش تـرجمة     مـتون ريـاضي (3)

حميدرضا اميري

آموزشى

ــياي  يك مجموعه، گردايه اي نامرتب از اش
ــاد x∈S به معني  ــت. ما از نم دوبه دو متمايز اس
 x∉S است» استفاده مي كنيم و S عضوي از x»
به معني «x عضوي از S نيست» است. فرض كنيم 
 X» :باشند، مي گوييم U دو زيرمجموعه از Y و X
زيرمجموعة Y است» و مي نويسيم: X⊆Y ؛ اگر 

.x∈Y :نتيجه دهد كه x∈X
ــا Y را «ابَرَمجموعة  ــت م متقابلاً ممكن اس
X» بگوييم. X⊆Y و Y⊆X به معني يكي بودن 
 U از Y و X ــة ــت. مي گوييم دو مجموع آن هاس

.Y⊆X و X⊆Y :مساوي يكديگرند، اگر
ــردن  ــخص ك ــراي مش ــا ب ــا از آكولاده م
مجموعه ها استفاده مي كنيم و زماني كه بخواهيم 
آن ها را برحسب (همراه با) اعضايشان نام گذاري 
كنيم A={a,b,c} و B={2,4,6,...}. هر مجموعة 
داراي K عضو، يك K- مجموعه يا مجموعه اي با 
عدد اصلي K ناميده مي شود. عدد اصليِ مجموعة 

A با نماد |A| نشان داده مى شود. 
ــه، گردايه اي نامرتب  از آنجا كه هر مجموع
ــت، مجموعه هاي  ــياي دوبه دو متمايز اس از اش
ــة 3 عضوي را توصيف  ــر همگي يك مجموع زي

مي كنند: 
 {a,b,c} = {b,a,c} = {c,b,a} =
{a,b,b,c,b}

       اعداد اول و تاريخچة آن ها
عدد صحيح p>1 اول ناميده مى شود هرگاه 
 -p و p ــر از 1 و 1- و ــر هيچ عدد صحيحي غي ب
 p>1 بخش پذير نباشد. به  بيان ديگر، عدد صحيح
اول است اگر نتوانيم آن را به صورت حاصل ضرب 

دو عدد صحيح كوچك تر از خودش بنويسيم.
ــب ناميده  ــد، مرك ــدد n>1 كه اول نباش ع
مي شود (عدد 1 نه اول و نه مركب در نظر گرفته 
ــود). بنابراين 2، 3، 5، 7، 11 اعدادي اول  مي ش
هستند، ولي 2×2=4، 3×2=6، 4×2=8 ، 5×2=10 

اول نيستند. 

       اصطلاحات و لغات مهم .....................................................
1. Set مجموعه
2. Subset زيرمجموعه
3. Unordered نامرتب
4. Distinct مجزا، دوبه دو متمايز
5. Notation نماد
6. Equal مساوي
7. Braces آكولاد
8. Cardinlity عدد اصلي
9. Collection گردايه
10. Describe توصيف كردن
11. Superset ابَرَ مجموعه

A set is an unordered collection of distinct objects. We use the 
notation x∈S to mean "x is an element of S" and x∉S to mean 
"x is not an element of S." Given two subsets (subcollections) 
of U, X and Y, we say "X is a subset of Y," written X⊆Y, if 
x∈X implies that x∈Y. Alternatively, we may say that "Y is a 
superset of X." X⊆Y and Y⊆X mean the same thing. We say 
that two subsets X and Y of U are equal if X⊆Y and Y⊆X. 
We use braces to designate sets when we wish to specify 
or describe them in terms of their elements: A={a,b,c}, 
B={2,4,6,...}. A set with k elements is called a k-set or set 
with cardinality k. The cardinality of a set A is denoted by |A|.

Since a set is an unordered collection of distinct objects, 
the following all describe the same 3-element set
{a,b,c} = {b,a,c} = {c,b,a} = {a,b,b,c,b}.

  Primes and their history
An integer p>1 is called a prime if it is not divisible by any 
integer other than, 1, -1, p and -p. Another way of saying this 
is that an integer p>1 is a prime if it cannot by written as the 
product of two smaller positive integers. An integer n>1 that 
is not a prime is called composite (the number 1 is considered 
neither prime, nor composite). Thus 2,3,5,7,11 are primes, but 
4=2.2, 6=2.3, 8=2.4, 9=3.3, 10=2.5 are not primes.
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ايستگاه انديشه 
و ادب رياضي

جدول فرهنگ و انديشهايستگاه اول: 

بهرام دستوريان
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علمى

افقي:
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به شعاع R محاط شده و مساحت آن مساوي 3R2 است.

ــل يك زاوية داخلي يك پنج ضلعي منتظم از متمم زاوية  2. تفاض
° 85- عدد 1534 به پيمانة 52 با اين عدد همنهشت است.

ــتگاه معادلات  3. حاصل 6x- 4y+7z كه y ، x و x جواب هاي دس

 هستند ـ عدد حسابي كه طبيعي نيست. 
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9b=3(a-  9) و 2a=8b+1 صدق مي كند.

 و 
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ــطة هندسي بين دو عدد a و b كه در روابط  5. واس
 صدق مي كنند ـ عدد سه رقمي با سه رقم متوالي 
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(از راست به چپ) كه مجموع آن و مقلوبش*، 150 واحد از سه 
برابر تفاضل آن و مقلوبش كمتر است.
6. با فرض ab=2، حاصل 3a5b ـ حاصل 
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عمودي: 
ــبت جملة سيزدهم يك  1. كوچك ترين عدد اول دو رقمي ـ نس
ــي به جملة اول آن، به شرطي كه جملة دهم آن  دنبالة هندس

 باشد.

x

x

a

b

n
n

n

xlim
x

x y z
x y z
x y z

xlim
x

log

log

x[x]dx sin xdx

xf (x)

?

cos sin sin

n

OA

OB

OA OB

i j

→

→

π

−

∞

=

°

=

−
−

+ + =
− + + = −
 + − =

−
−

=

=

+

= +

=

α − α =

+

− +

∫ ∫

∑

∑

3

2

2

3

13

13

3
2

2 0

2

1

10

1

8
2

3 4 9
2 1

2 3 0

9
2 6

1
2
3
2

62
2

11
12 12

1
2

3 1 37
2 2

2
5

3





 

 و جملة چهارم آن 
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ــه رقمي ـ سه برابر دومين عدد  ــتين عدد اول س 2. دو برابر نخس
اول دو رقمي.

ــامد تصادفي آن كه  3. در پرتاب دو تاس با هم، تعداد اعضاي پيش

مجموع دو عدد ظاهر شده بزرگ تراز 3 باشد ـ با فرض x>0 و 

.(f - 1)´(1) مقدار 
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ــة  رابط در  ــه  ك  α ــادة  ح ــة  زاوي ــدازة  ان ـ   
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 صدق مي كند.
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 با طول هاي مساوي، به ترتيب 
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 و 
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- دو بردار 
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 .5
با محور xها زاويه هاي 85 و 17 درجه مي سازند. مكمل زاويه اي 

 با محور xها مي سازد، چند درجه است؟

x

x

a

b

n
n

n

xlim
x

x y z
x y z
x y z

xlim
x

log

log

x[x]dx sin xdx

xf (x)

?

cos sin sin

n

OA

OB

OA OB

i j

→

→

π

−

∞

=

°

=

−
−

+ + =
− + + = −
 + − =

−
−

=

=

+

= +

=

α − α =

+

− +

∫ ∫

∑

∑

3

2

2

3

13

13

3
2

2 0

2

1

10

1

8
2

3 4 9
2 1

2 3 0

9
2 6

1
2
3
2

62
2

11
12 12

1
2

3 1 37
2 2

2
5

3





  كه بردار
 . مقدار عددي a، به شرطي كه 
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6. زاوية بين دو بردار 2i و 
چندجمله اي x9 - 3x8+x2+a بر x-1 بخش پذير باشد.

ــس  ــك ماتري ــد، آن را ي ــل كرده اي ــدول را ح ــه ج ــال ك ح
ــس همان عددهاي جدول  ــرض كنيد. درايه هاي اين ماتري M 6×6 ف
هستند. مثلاً دراية m23 يعني عدد واقع در سطر دوم و ستون سوم 
ــياه  ــامل خانة س ــت درايه هايي كه در جدول ش جدول. بديهي اس
ــتند، وجود ندارند. مثلاً دراية m13 وجود ندارد. حال با توجه به  هس
اين موضوع، دوازده عدد زير را بيابيد و در خانه هاي جدول افقي زير 

به ترتيب بچينيد: 

654321

1

2

3

4

5

6

123456789101112
m12m23m11m15m33m14m25m62m32m26m41m22m21m44m65m45m36m52m55m51m63m54m56

توجه داشته كه منظور 
ــي،  متوال ــة  دراي دو  از 
ــت  ــي اس ــدد دو رقم ع
ــاي آن همان  ــه رقم ه ك
ــتند. مثلاً  ــه هس دو دراي
ــدد دو  ــك ع m41m22 ي
رقمي است كه رقم يكان 
آن m22 و رقم دهگان آن 

m41 است.
ــدول بالا  ــالا كه ج ح
ــر كرده ايد، مي توانيد  را پ
ــادگي رمز جدول را  به س
ــد. 32 حرف الفباي  بيابي
ــاي  ــا عدده ــي را ب فارس
طبيعي 1 تا 32 به ترتيب 
متناظر كنيد. مثلاً «الف» 
ــا عدد 1، «ب» با عدد 2  ب
ــدد 32.  ــا ع و... و «ي» ب
ــروف متناظر با  ــال ح ح
ــدد جدول فوق  دوازده ع
را بيابيد و به همان ترتيب 
ــل كنيد تا رمز  به هم وص

جدول را به دست آوريد.

پي نوشت ...........................
* مقلوب هر عدد طبيعي، از 

وارونه كردن جاي ارقام آن 
به دست مي آيد. مثلاً مقلوب 

42، 24 و مقلوب 1393، 
3931 است.

اين يك جدول 6×6 با رمزي نهفته در آن است. هدف از حل جدول يافتن رمز آن است و شما بايد آن را به دست آوريد. به اين منظور، 
راه حل زير را قدم به قدم انجام دهيد. نخست جدول را كه يك جدول عددي است، حل كنيد. عددهاي يك رقمي يا دو رقمي و يا سه رقمي 
را با توجه به توضيحات جدول، به دست آوريد و آن ها را در رديف هاي افقي و عمودي جدول، از چپ به راست، يا از بالا به پايين قرار دهيد: 



18 ش�رۀ ۴
    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

     چكيده
در اين مقاله، دسـته هاي مهمي از مسئله هاي 
شمارشي كه به بررسي تعداد روش هاي توزيع 
توپ هـا در جعبه ها منجر مي شـوند، بررسـي 

شده اند.

مصطفى ديدارى
كارشناس ارشد رياضى

توزيع توپ در جعبه ها، تركيب با تكرار، افراز، واژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژه
جمعوند يك عدد

بسياري از مسئله هاي شمارشي را مي توان برحسب تعداد 
راه هاي توزيع توپ ها در جعبه ها بيان كرد. در اين مقاله چهار 
مسئلة اساسي توزيع ها را به اجمال بررسي مي كنيم. اين چهار 

مسئله عبارت اند از: 
1. تعداد راه هاي توزيع n توپ متمايز در k جعبة متمايز
2. تعداد راه هاي توزيع n توپ يكسان در k جعبة متمايز
3. تعداد راه هاي توزيع n توپ متمايز در k جعبة يكسان
4. تعداد راه هاي توزيع n توپ يكسان در k جعبة يكسان

ــتقيم يا غيرمستقيم در  ــئلة اول به صورت مس ــه مس س
كتاب  هاي درسي مطرح شده اند، در صورتي كه از مسئلة چهارم 

صحبتي به ميان نيامده است.

1. تعداد راه هـاي توزيع n توپ متمايز در k جعبة  
متمايز

ــماره هاي 1، 2، ... و 5 را در 3  مثال 1. مي خواهيم 5 توپ با ش
جعبه به رنگ هاي آبي، قرمز و زرد توزيع كنيم. اين كار به چند 

طريق امكان پذير است؟
 پاسخ: براي هر توپ 3 انتخاب وجود دارد: بنابراين طبق 

اصل ضرب جواب مسئله 35=3×3×3×3×3 است.

ــداد راه هاي توزيع n توپ متمايز در k جعبة  نتيجة 1. تع
.kn :متفاوت برابر است با

ــة {a,b,c,d,e} به مجموعة  ــع از مجموع ــد تاب مثـال 2.  چن
{1,2,3} وجود دارد؟

 پاسـخ: عضو a مي تواند به هر يك از عددهاي 1، 2 و 3 
ــود. بنابراين براي هر عضو از مجموعة اول 3 انتخاب  تصوير ش

وجود دارد. بنابراين پاسخ برابر است با: 35.

مثال 3. مي خواهيم 3 جايزة متفاوت را بين 5 نفر توزيع كنيم، 
ــد. اين كار به  به طوري كه به هر كدام حداكثر يك جايزه برس

چند طريق امكان پذير است؟
 پاسخ: جايزة اول را مي توانيم به هر كدام از 5 نفر بدهيم. 
جايزة دوم را نيز به هر كدام از 4 نفر باقي مانده و جايزة سوم را 
نيز مي توانيم به 3 نفر ديگر بدهيم. بنابراين طبق اصل ضرب، 
ــدد را مي توانيم به صورت ــت. اين ع ــئله 3×4×5 اس جواب مس

  نيز بنويسيم.
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نتيجـة 2. تعداد راه هاي توزيع n توپ متمايز در k جعبة 
ــه در هر جعبه حداكثر يك  ــاوت (k ≥ n) ك متف

توپ قرار گيرد، برابر است با: 
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مثال 4. شركتي در نظر دارد براي هريك از شغل هاي نگهبان، 
دفتردار، منشي و مسئول رايانه يك نفر را استخدام كند. 4 نفر 
براي استخدام در اين شغل ها داوطلب شده اند. شركت به چند 

روش مي تواند افراد را براي مشاغل استخدام كند؟ 
 پاسخ: !4.

نتيجـة 3. تعداد توابع يك به يك از مجموعة n عضوي به 
n! خودش برابر است با

نتيجة 4. تعداد توابع پوشا از مجموعة n عضوي به خودش 
n! برابر است با
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مثال 5.  مثال قبلي را در نظر بگيريد، با اين تفاوت كه 10 نفر 
براي استخدام داوطلب شده باشند. پرنمودن مشاغل به چند 

روش امكان پذير است؟
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 پاسخ: ابتدا بايد 4 نفر را انتخاب كنيم. اين كار به 

روش امكان پذير است. حال اين 4 نفر را مي توان به !4 طريق در 
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مشاغل استخدام كرد. بنابراين جواب مسئله 

ــابه به عدد 7×8×9×10  ــت (مي توانستيم با استدلالي مش اس

برسيم).
نتيجـة 5. تعداد راه هاي توزيع n توپ متمايز در k جعبه 
ــز (k ≤ n) به طوري كه در هر جعبه دقيقاً يك توپ قرار  متماي

.
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گيرد، برابر است با: 

مثال 6. شركتي در نظر دارد براي چهار شغل نگهبان، دفتردار، 
ــئول رايانه به ترتيب 1، 2، 2 و 3 نفر را استخدام  منشي و مس
كند. ده نفر متقاضي استخدام در اين مشاغل شده اند. شركت 

به چند روش مي تواند اين افراد را استخدام كند؟
 پاسخ: ابتدا مي توانيم 3 نفر را انتخاب و آن ها را مسئول 
رايانه كنيم. در ادامه 2 نفر از افراد باقي مانده را براي منشي گري 
ــاغل را به افراد  ــاير مش در نظر مي گيريم و به همين ترتيب س
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ــئله  ــم. بنابراين جواب مس مي دهي
است.

مثال 7. مي خواهيم 5 توپ از رشته هاي ورزشي متفاوت را در 
سه جعبة 1، 2 و 3 به گونه اي قرار دهيم كه در هر جعبه حداقل 

يك توپ قرار گيرد. اين كار به چند روش امكان پذير است؟
 پاسـخ: صورت ديگر مسئله به اين صورت است: تعداد 
ــه مجموعة {1,2,3} را  ــا از مجموعه اي 5 عضوي ب توابع پوش

به دست آوريد.
ــئله ناچاريم از اصل شمول و  براي جواب دادن به اين مس
عدم شمول استفاده كنيم. ابتدا پيشامدهاي نامطلوب را تعريف 

مي كنيم:
A1: پيشامدهايي كه در جعبة اول توپي قرار نگيرد يا عدد 1 تصوير هيچ

عضوي از مجموعة اول نباشد
A2: پيشامدهايي كه در جعبة دوم توپي قرار نگيرد يا عدد 2 تصوير هيچ

عضوي از مجموعة اول نباشد
A3: پيشامدهايي كه در جعبة سوم توپي قرار نگيرد يا عدد 3 تصوير هيچ

عضوي از مجموعة اول نباشد
ــا:  ب ــت  اس ــر  براب ــوب  نامطل ــاي  حالت ه كل  ــداد  تع

. بنابراين: 
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ــراي مثال، |A1| را مي توان به اين صورت  دقت كنيد كه ب
ــة اول توپي  ــداد حالت هايي كه در جعب ــت آورد كه تع به دس
ــوپ دو جعبه  ــون براي توزيع هر ت ــت، چ قرار نگيرد، 25 اس



20 ش�رۀ ۴
    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

ــت آوردن پاسخ نهايي مسئله بايد  ــت. براي به دس موجود اس
ــي 35 را از حالت هاي نامطلوب كم  كل روش هاي توزيع، يعن
كنيم. بنابراين (3-25×3)-35 روش براي توزيع توپ ها با شرايط 

مسئله وجود دارد.
ــع n توپ متمايز در k جعبه  قضيـة 1. تعداد راه هاي توزي
ــا از يك مجموعه n عضوي  متفاوت (k ≤ n ) (تعداد توابع پوش
ــه k عضوي) به طوري كه در هر جعبه حداقل يك توپ قرار  ب

گيرد، برابر است با: 
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2. توزيع n توپ يكسان در k جعبة متمايز
براي بررسي اين نوع از توزيع ها ابتدا لازم است قضية 2 را 

يادآوري كنيم: 
ــه n1 تا از  ــيئي ك ــت هاي n ش قضيـة 2: تعداد جايگش
ــم و... nk تا از آن ها  ــا مانند هم، n2 تا از آن ها نيز مانند ه آن ه
ــت با:   برابر اس
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ــت كه  مانند هم اس
.
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ــات چند كلمة 8 حرفي بدون  مثـال 8. با حروف كلمة انتخاب
توجه به مفهوم آن مي توان ساخت؟

 پاسخ: با توجه به اينكه 3 حرف الف و 2 حرف ت وجود 
 است.
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دارد، پاسخ 

ــام 0، 0، 0، 2، 2، 3، 3 و 3 چند عدد 8 رقمي  مثـال 9. با ارق
مي توان ساخت؟

 پاسخ: رقم صفر در اولين رقم سمت چپ نمي تواند قرار 
بگيرد، بنابراين اين رقم يا عدد 2 و يا عدد 3 است.

 اعدادي كه با 2 شروع مي شوند.
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 اعدادي كه با 3 شروع مي شوند.
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بنابراين جواب مسئله 350=210+140 عدد 8 رقمي است.
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 در بسط 
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مثال 10. ضريب جملة 
چيست؟

 از ضرب دو تا x، سه تا y و چهار 
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 پاسخ: جملة 

تا z و يك w به دست مي آيد. بنابراين به تعداد جايگشت هاي 
 در بسط وجود دارد. بنابراين 
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ــيئي جمله  اين ده ش
 است.
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ضريب آن 

به بحث اصلي اين قسمت، يعني توزيع توپ هاي يكسان 
ــان  به جعبه هاي متمايز برمي گرديم. فرض كنيد n توپ يكس
در اختيار داشته باشيم و تعداد توپ هاي توزيع شده در جعبة 
 x2 ــة دوم را ــده در جعب ــداد توپ هاي توزيع ش اول را x1، تع
ــة k ام را xk بناميم. واضح  ــداد توپ هاي توزيعي در جعب و.. تع
ــرف ديگر هر جواب  . از ط
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ــت كه:  اس
ــر با يك روش توزيع  ــح و نامنفي اين معادله نيز متناظ صحي
ــداد روش هاي توزيع n توپ  ــت. بنابراين مي توان گفت تع اس

يكسان در k جعبة متمايز برابر است با تعداد جواب هاي معادلة 

.
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مثال 11. به چند روش مي توان پنج توپ يكسان را در 3 جعبه 
با رنگ هاي متفاوت توزيع كرد؟

ــي تعداد روش ها برابر   پاسـخ: با توجه به توضيحات قبل
 .
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است با جواب هاي صحيح و نامنفي معادلة 
به اين منظور 5 توپ و دو خط، | | OOOOO، در نظر مي گيريم. 
ــيئي متناظر با يك جواب معادلة  ــت اين هفت ش هر جايگش
ــت O|OOO|O متناظر  ــوق خواهد بود. براي مثال،  جايگش ف
ــت. بنابراين تعداد   اس
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 و 
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ــواب  ــا ج ب
ــت با:  ــت ها يا همان تعداد جواب هاي معادله برابر اس جايگش

.
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ــي معادلة  ــاي صحيح و نامنف ــداد جواب ه قضيـة 3. تع
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x , x , x

y y y
y , y

A y
A y
A A A A A A

+ − 
 − 
 
 
 

+ + =
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 
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 
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 > ≤ ≤ ≤
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= >
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∪ = + − ∩

+ − + − + −     
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1
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a b c d
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=

=
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 

= ×
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  
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  
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   
    =

  
  
   =

  
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 برابر است با: 

k
i n n n

i

!
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(k n)!
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=
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=
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∑

1 2 3
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!
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+ + + =

+ + +

+ + + =

+ + + =

∈

1 2

1 2

7 140
3 1 3

7 210
2 2 3

2 3 4

10

1 2

1 2

10 7 5 3
3 2 2 1

8
3 2
2

3

10
2 3 4 1





i , ,..., k
x x x
x
x
x

!
! !


 ≥
 =
+ + =

=

=

=

+ −   
= =   −   

1 2 3

1

2

3

0
1 2

5
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مثال 12. مي خواهيم از بين 3 نوع گل متفاوت، دسته گلي با 10 
شاخه گل درست كنيم. اين كار به چند روش امكان پذير است؟

 پاسخ: تعداد گل هاي نوع اول را x1، نوع دوم را x2 و نوع 

 و لذا پاسخ 

n k
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ــوم را x3 مي ناميم. بنابراين:  س

 است.

n k
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 
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   
   
    =

  
  
   =
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4
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2
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6
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3
2

4 1
4
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4

ــكه تمام بهار آزادي را بين نفرات  مثال 13. مي خواهيم 10 س
ــوم يك مسابقه به گونه اي توزيع كنيم كه به نفر اول  اول تا س
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    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

حداقل 3 سكه، به نفر دوم حداقل 2 سكه و به نفر سوم حداقل 
يك سكه برسد. اين كار به چند روش امكان پذير است؟

 پاسخ: جواب مسئله برابر با جواب هاي صحيح و نامنفي 

 است. به اين منظور ابتدا 3 

n k
k

x x x
x , x , x

x x x
x , x , x

y y y
y , y

A y
A y
A A A A A A

+ − 
 − 
 
 
 

+ + =
 ≥ ≥ ≥
 

= 
 

+ + =
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 
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 

=

=

=

=

=
+ + =

 
 
 
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  
  
  

  
×  
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 
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 
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   
    =

  
  
   =

  
=  

  
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معادلة 

ــكه به نفر سوم  ــكه به نفر دوم و 1 س ــكه به نفر اول، 3 س س
مي دهيم. بنابراين تعداد روش ها، برابر است با تعداد روش هاي 
توزيع 4 سكه باقي مانده بين 3 نفر كه اين تعداد برابر است با: 

.
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 
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a b c d
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 
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 
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 
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 
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ــكة تمام بهار آزادي را بين نفرات  مثال 14.  مي خواهيم 12 س
اول تا سوم يك مسابقه با شرايط زير توزيع كنيم: 

الف) به نفر اول بيشتر از 3 سكه
ب) به نفر دوم حداقل يك و حداكثر 3 سكه

ج) به نفر سوم حداكثر 2 سكه
اين كار به چند روش امكان پذير است؟

 پاسـخ: تعداد روش ها برابر است با جواب هاي صحيح و 

. براي از بين بردن 
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نامنفي معادلة 

شرط هاي بزرگ تري، 4 سكه به نفر اول و يك سكه به نفر دوم 

ــت 7 سكه باقي مانده را با شرايط  مي دهيم. بنابراين كافي اس
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ــكه هايي كه به نفر اول از بقية سكه ها مي رسد و...).  با تعداد س
براي از بين بردن شرط كوچك تري بايد از اصل شمول و عدم 
شمول استفاده نماييم. بنابراين پيشامدهاي نامطلوب به صورت 

روبه رو
A1 = y2>2 تعداد جواب هايي كه در آن ها
A2 = y3>2 تعداد جواب هايي كه در آن ها

تعريف مي شود.
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بنابراين پاسخ مسئله برابر است با: 

(چون كل جواب هاي دستگاه دوم را از حالت هاي نامطلوب كم 
مي كنيم).
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مثال 15. تعداد جمله هاي بسط 
آوريد.

 پاسخ: هر جملة بسط فوق به صورت xaybzcwd است كه 
. بنابراين هر جواب صحيح و 
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در آن داريم: 
نامنفي اين معادله متناظر با يك جمله از بسط است و جواب 
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مسئله 

 (a,b,c) ــه تايي مرتب از اعداد طبيعي مانند مثـال 16. چند س
؟
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 پاسـخ: واضح است كه بايد 
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بنابراين: 
ــواب صحيح و نامنفي معادلة فوق  بنابراين به ازاي هر ج
ــت مي آيد. در نتيجه پاسخ مسئله  ــه تايي به دس دقيقاً يك س

 است.
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 (a,b,c) ــه تايي مرتب از اعداد طبيعي مانند مثال 17. چند س
؟
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وجود دارد كه: 
ــورت  ــد به ص ــداد a,b,c باي ــي اع ــكل كل  پاسـخ: ش
ــد.  باش  
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و   
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ــيم:  ــته باش  بايد داش
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ــن، با توجه به   بنابراي

 كه تمامي متغيرها صحيح و نامنفي اند. 
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هر جواب دستگاه متناظر با يك سه تايي است، در نتيجه جواب 

 است.
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مسئله 

ــه تايي هاي صحيح با شرايط  ــت كه تعداد س قابل ذكر اس

. (چرا؟)
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مسئلة فوق برابر است با: 

3. توزيع n توپ متمايز در k جعبة يكسان
ــكيل  مثـال 18. مي خواهيم از بين 4 نفر، دو تيم دو نفره تش

دهيم تا با هم مسابقه دهند. اين كار به چند روش امكان پذير 
است؟

 {a,b,c,d} پاسخ: فرض كنيم اين چهار نفر را با مجموعة 

ــش دهيم. هر انتخاب دو عضو از اين چهار نفر، دو تيم را  نماي
به وجود مي آورد. بنابراين ممكن است گفته شود جواب مسئله 

 است. اما بايد دقت كرد كه انتخاب دو عضو a و b تيم هاي 
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مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

{a,b} و {c,d} و انتخاب دو عضو c و d نيز همان تيم بندي را 
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به وجود مي آورد. بنابراين پاسخ مسئله 

ــت: {c,d}{a,b}، {b,d}{a,c} و  تيم بندي ها به اين صورت اس

.{a,d}{b,c}

مثال 19. مي خواهيم 4 توپ متمايز را در 4 جعبه يكسان توزيع 
كنيم. اين كار به چند روش امكان پذير است؟

ــة {a,b,c,d} نمايش  ــوپ را با مجموع  پاسـخ: چهار ت
مي دهيم و توزيع ها را به چهار دستة زير تقسيم مي كنيم:

الف) در تمامي جعبه ها توپ قرار گيرد.
ب) در سه جعبه توپ قرار گيرد و يكي خالي بماند.

ج) در دو جعبه توپ قرار گيرد و دو جعبه خالي بمانند.
ــرد و بقية جعبه ها خالي  ــه توپ قرار گي ــك جعب د) در ي

بمانند.
ــت بخش الف فقط داراي توزيع {d}{c}{b}{a} و  واضح اس
ــت. براي به دست  بخش د نيز فقط داراي توزيع {a,b,c,d} اس
ــاي بخش ب مي توان گفت: بايد يك جعبة دو  آوردن حالت ه
عضوي و دو جعبة يك عضوي داشته باشيم. بنابراين تعداد اين 

 (مستقيماً 

n k
k

x x x
x , x , x

x x x
x , x , x

y y y
y , y

A y
A y
A A A A A A

+ − 
 − 
 
 
 

+ + =
 ≥ ≥ ≥
 

= 
 

+ + =
 > ≤ ≤ ≤

+ + =
 ≤ ≤

= >

= >

∪ = + − ∩

+ − + − + −     
= + − =     − − −     

+ −
−

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2

2 3

1 2 1 2 1 2

1
1

12
2

10
3 2 1

6
15

2
12

3 1 3 2
7

2 2
2
2

4 3 1 4 3 1 1 3 1
27

3 1 3 1 3 1
7 3 1
3

x

y

z

x y z

x y

x y

x y

(x y z w)
a b c d

abc

a

b

c

x y z

abc

a

b

c
x x x
y y y

!

+ +

 
− = 

 

+ + +
+ + + =

 
 
 

=

=

=

=

=
+ + =

 
 
 

= ×

= ×

= ×

= ×

+ + =
 + + =
  
  
  

  
×  
  

 
 
 

1 1

2 2

3 3

10

12

12

10 12

1 2 3

1 2 3

27 9
1

10
13
3

3
3
3
3

3 3
12

14
2

2 3
2 3
2 3
2 3

10
12

12 14
2 2

12 14
4

2 2
4
2

1
2

!

!

!

 
= 

 
   
   
    =

  
  
   =

  
=  

  
    
    
    

4
3

2
4 2 1
2 1 1

6
2

4 2
2 2

3
2

4 1
4

3 1
12 9 6 3
3 3 3 3

4

ــت با:  توزيع ها (افرازها) برابر اس
ــيد). تقسيم بر !2 به دليل وجود دو مجموعة  حالت ها را بنويس
تك عضوي است كه جابه جايي آن ها حالت جديدي را به وجود 
نمي آورد. اما بخش ج. در اين حالت يا دو جعبه هر كدام داراي 

 و يا 
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ــود:  ــم كه تعداد آن ها مي ش ــوپ داري دو ت

جعبه اي سه توپي و يك جعبة يك توپي داريم كه تعداد آن ها 

 است. بنابراين به 15=1+1+6+3+4 
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برابر است با 
ــان توزيع  ــوپ متمايز را در 4 جعبه يكس ــوان 4 ت روش مي ت

كرد.

ــوپ متمايز در k جعبه  نتيجـه: تعداد راه هاي توزيع n ت
يكسان برابر است با تعداد راه هاي افراز مجموعة 

n عضوي به يك، دو، ...، k مجموعه.

مثال 20. مي خواهيم 4 توپ متمايز را در 3 جعبه يكسان توزيع 
كنيم. اين كار به چند روش امكان پذير است؟

 پاسخ: جواب مسئله برابر است با تعداد افرازهاي مجموعة 
ــه مجموعه. اين تعداد با توجه به  {a,b,c,d} به يك يا دو يا س

مثال 19 برابر است با 14.
ــوان در 4 اتاق 3 نفره  مثـال 21. 12 نفر را به چند روش مي ت

اسكان داد؟
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 پاسـخ: 

تعداد،  اتاق ها (جعبه ها) با يكديگر تفاوتي ندارند.

در پايان اين قسمت مي خواهيم رابطه اي كلي براي به دست 

 برابر با تعداد 
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آوردن تعداد افرازها ارائه دهيم. فرض كنيد 

ــيء متمايز در k جعبة يكسان بوده است،  راه هاي توزيع n ش
 همان 
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ــي نماند. در واقع  به طوري كه هيچ جعبه اي خال
تعداد راه هاي افراز مجموعة n عضوي به k زيرمجموعة ناتهي 
 را «اعداد استرلينگ نوع 
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ــت. قابل ذكر است كه اعداد  اس
دوم» نيز مي نامند.
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قضية 4. 

 تعداد 
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ــة 1،  ــر قضي برهـان: بناب

راه هاي توزيع n توپ متمايز در k جعبة متفاوت است به طوري 
كه هيچ جعبه اي خالي نماند.

اين توزيع ها را به روشي ديگر نيز به دست مي آوريم. ابتدا 
ــيء را در k جعبة يكسان توزيع كرده ايم،  فرض مي كنيم n ش

به طوري كه هيچ جعبه اي خالي نماند.
 1,2,...,k ــق با اعداد حال مي توانيم جعبه ها را به !k طري
نام گذاري كنيم. بنابراين تعداد راه هاي توزيع n توپ متمايز در 
k جعبة متفاوت به طوري كه هيچ كدام خالي نماند برابر است با: 

 و حكم ثابت است.
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ــوپ متمايز را در 3 جعبه  مثـال 22. تعداد راه هاي توزيع 5 ت
يكسان به دست آوريد، به طوري كه جعبه اي خالي نماند.

 پاسخ: 
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ــوپ متمايز در k جعبة  نتيجـه: تعداد راه هاي توزيع n ت

.
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يكسان برابر است با: 



23 ش�رۀ ۴
    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

4. توزيع n توپ يكسان در k جعبة يكسان
مثـال 23. مي خواهيم عدد 5 را به صورت جمع اعداد طبيعي 

بنويسيم. اين كار به چند روش امكان پذير است؟
 پاسـخ: تعداد روش ها را به پنج دسته زير تقسيم بندي 

مي كنيم:
الف) جمع يك عدد  5=5
5=4+1=3+2 ب) جمع دو عدد  
5=3+1+1=2+2+1 ج) جمع سه عدد  
5=2+1+1+1 د) جمع چهار عدد  
 5=1+1+1+1+1 هـ) جمع پنج عدد  

بنابراين جواب مسئله 7 روش است.

ــان  ــان را در 5 جعبة يكس مثال 24. مي خواهيم 5 توپ يكس
توزيع كنيم. اين كار به چند روش امكان پذير است؟

 پاسخ: 7 روش (چرا؟)
ــان در k جعبه  نتيجـه: تعداد راه هاي توزيع n توپ يكس
يكسان برابر است با تعداد حالت هايي كه بتوان 
ــك، دو، ... و k عدد  ــدد n را به صورت جمع ي ع

طبيعي نوشت.

مثال 25. به چند روش مي توان 7 توپ يك رنگ را در 3 جعبة 
يكسان قرار دارد، به طوري كه هيچ كدام خالي نماند؟

ــوان عدد 7 را  ــد ديد كه به چند روش مي ت  پاسـخ: باي
به صورت مجموع 3 عدد طبيعي نوشت: 

7=5+1+1=4+2+1=3+3+1=3+2+2

مثال 26. به چند روش مي توان n توپ يكسان را در n-1 جعبة 
(n ≥2) يكسان توزيع كرد، به طوري كه هيچ كدام خالي نماند؟

پاسخ: يك روش

مثال 27. به چند روش مي توان n توپ يكسان را در n-2 جعبة 
(n ≥ 4) يكسان توزيع كرد، به طوري كه هيچ كدام خالي نماند؟

 پاسخ: دو روش

مثال 28. به چند روش مي توان n توپ يكسان را در دو جعبه 
توزيع كرد، به طوري كه هيچ كدام خالي نماند؟
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پاسخ مسئله 

ــت كه در حالت كلي فرمولي صريح براي  ــايان ذكر اس ش
ــان ارائه  ــان در k جعبة يكس تعداد راه هاي توزيع n توپ يكس
ــده است، اما در كتاب هاي رياضي مي توان رابطة بازگشتي  نش

براي اين مسئله پيدا كرد.

ايستگاه انديشه 
و ادب رياضي

سرعلمىگر
مى

سه معماى بامزه!ايستگاه دوم: 
مـن و دو دخترم ديشـب براي شـام تنهـا بوديم و مـادر آن ها 

بـراي كاري واجـب به منزل مـادرش رفتـه بود! من كه آشـپزي 
بلـد نيسـتم و نمي خواسـتم از غذاهاي فسـت فودي اسـتفاده 

كنـم، تصميم گرفتم كه به غذاهاي سـادة خانگي بسـنده كنم
 و دخترهـا هم به همين رضايت دادند. در تهية اين غذاها 
عامل زمان بسيار مهم بود، ولي متأسفانه تمام ساعت هايمان 
خوابيـده بودنـد و تنها ابزارهـاي اندازه گيري زمـان براي ما 
سـاعت هاي شـني متفاوتي بودند كه در اختيار داشتيم. در 
نتيجة اين موضوع بـه چند معماي جالب برخورديم كه آن ها 

را برايتان نقل مي كنم.

 معماي اول: تخم مرغ هاي پخته!
ــن چيزي كه تصميم گرفتيم بخوريم، تخم مرغ آب پز بود (البته چيزهاي ديگري هم  اولي
داشتيم!) براي آنكه مطمئن شويم تخم مرغ ها كاملاً سفت و پخته مي شوند، 15 دقيقه بايد در 
آب مي جوشيدند و چون كمي گرسنه بوديم، مي خواستيم بلافاصله بعد از 15 دقيقه تخم مرغ ها 
ــت، به  ــني كه يكي 7 دقيقه اي و ديگري 11 دقيقه اي اس ــاعت ش را بخوريم. به كمك دو س
ــه را اندازه گيري كنيم و بلافاصله بعد از 15 دقيقه،  ــتيم زمان 15 دقيق هر زحمتي بود توانس

تخم مرغ هايمان هم آمادة خوردن بودند. به نظر شما چه طور اين 15 دقيقه را اندازه گرفتيم؟ 

 معماي دوم: تخم مرغ هاي عسلي!
بعد از خوردن تخم مرغ هاي پخته،  باز هم گرسنه بوديم! تصميم گرفتيم چند تخم مرغ 
عسلي هم بخوريم. براي پخته شدن تخم مرغ عسلي گذشت 9 دقيقه وقت، لازم و كافي بود. 
پس بايد 9 دقيقه وقت را اندازه گيري مي كرديم و اين بار مي خواستيم از يك ساعت شني 4 
دقيقه اي و يك ساعت شني 7 دقيقه اي استفاده كنيم. چگونه توانستيم اين كار را انجام دهيم 

به طوري كه درست پس از 9 دقيقه همة تخم مرغ هايمان حاضر بودند؟

 معماي سوم: كتلت هاي خوشمزه!
بعد از خوردن تخم مرغ هاي عسلي، باز هم گرسنه بوديم! ولي دختر بزرگم گفت: «عيبي 
ندارد بابا! سه تا كتلت در يخچال داريم كه به هر كداممان يكي از آن ها مي رسد. فقط بايد 

كمي سرخ شوند، چون سرد و يخ زده هستند.»
حال بايد هر طرف هر كتلت را يك دقيقه سرخ مي كرديم. مشكل ما ديگر زمان نبود، 
چون با ساعت شني يك دقيقه اي كه داشتيم اين كار را به سادگي مي توانستيم انجام دهيم. 
ــكل اين بود كه يك ماهي تابة كوچك براي سرخ كردن داشتيم كه فقط گنجايش دو  مش
كتلت را داشت و ما مي خواستيم سه دقيقة بعد كتلت هايمان حاضر باشند! چه طور اين كار 

را انجام داديم؟
يادتان باشد كه بايد هر دو طرف هر سه كتلت سرخ شوند و هر طرف يك دقيقه 

طول مي كشد تا سرخ شود و ماهي تابه براي دو كتلت جا دارد.

هوشنگ شرقى
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قاعده تقسيم بر هفت و سيزده

ايران

تاريخچه
مجلاترياضى

غلامرضا ياسي پور* 

رشد 
آموزش رياضيآموزش رياضيآموزش رياضي

شماره هاي 17 تا 20

شماره  17

ــال  به س
ــد آموزش  ــار «رش پنجم انتش

ــيده ايم. بهار 1367 است و  رياضي» رس
ــان 100 ريال. مقالة  بهاي مجله همچن
ــات، دومين مقالة اين  زيبايي در رياضي

شماره است و آغازي اين چنين دارد: 
«ما خيلي به رياضيات مي پردازيم و 
ــان  احكام آن را به خاطر زيبايي معنويش
ــور و  ــرا اگر اين ش ــد مي كنيم. زي تأيي
هيجان فراموش شود، ما ديگر رياضيات 
ــان  ــم آن از مي ــم، مفاهي را نمي فهمي
ــند و برهان ها استحكام خود را  مي پاش
ــات بي معنا  ــت مي دهند. رياضي از دس
ــود و در انبوهي از مكررگويي هاي  مي ش
ــكل پولاني، در  ــرو مي  رود» (ماي پوچ ف

كتاب معرفت شخصي).
ــه انگيزة پيدايش رياضيات  گو اينك
ــائل عملي بوده، ولي مي توان گفت  مس
ــوارد نيز رياضيات  ــياري از م كه در بس
ــده  ــر زيبايي اش خلق و ابداع ش به خاط
ــش مي رود.  ــت و به خاطر آن به پي اس
ــال  ــان در چندين هزار س وقتي يوناني
ــط نظرية مقاطع مخروطي  پيش به بس

پرداختند، هرگز تصور 
ــه اين  ــد ك نمي كردن
نظريه  روزي كاربردي 
ــخير فضا»  براي «تس
ــت كه  ــدا كند. البته منظور اين نيس پي
ــود و يا  ــات فراموش ش ــرد رياضي كارب
ــت جلوه كند، بلكه مقصود اين  كم اهمي
است كه رياضيات را نبايد فقط به خاطر 
كاربرد آن مطالعه كرد. به قول هيلبرت، 
ــلاك ارزش رياضيات  ــد م ــرد نباي كارب
باشد. خوش بختانه هر دوي اين ها مؤيد 

يكديگرند.
ــه زندگي نامة جرج  ــة بعدي ب مقال
ــر  ــتة معاص ــي دان برجس پوليـا، رياض
ــه و اقتباس  ــه ترجم ــه ب ــردازد ك مي پ
ــت. مقاله  ــا مدقالچي اس ــر عليرض دكت

مي گويد: 
ــامبر  «جرج پوليا در تاريخ 13 دس
ــا  ــت به دني ــهر بوداپس 1887 م در ش
آمد. پدرش ياكـوب (1897-1844) و 
ــت.  مادرش آنا (1939-1853) نام داش
ــركت بيمة بين المللي  پدر او در يك ش
ــمت حقوقدان داشت.  در مجارستان س
علاقة اصلي ياكوب به اقتصاد و آمار بود. 
او در اين راستا ادامه مي داد تا جايگاهي 
ــت آورد. از  ــك در اقتصاد به دس آكادمي
ــود را وقف تحقيق  ــن رو تمام وقت خ اي
ــيلة وكالت  ــرد. در حالي كه به وس مي ك
ــرد، چندين كتاب و  ــرار معاش مي ك ام
ــن زبان از جمله  ــت. او چندي مقاله نوش
ــي را به اندازة كافي آموخت كه  انگليس

ــروت ملل» آدام اسـميت را  كتاب «ث
ــه كرد. اين  ــتاني ترجم به زبان مجارس
ترجمه تا مدت ها كتاب درسي مدارس 
در مجارستان بود. اندكي قبل از فوتش 
موفق شد كه به عنوان پريوات دوتسنت 
(استاد بدون كرسي) دانشگاه بوداپست 

انتخاب شود.
ــود، پدرش  ــاله ب وقتي جورج ده س
فوت كرد و همسر و سه پسر و دو دختر 
از خود به جاي گذاشت. برادر بزرگ تر در 
ــكي تحصيل كرد و جراحي  رشتة پزش
ــتادان جراحي  ــي از اس ــته و يك برجس
دانشگاه شد. گرچه او يك روش جراحي 
معده كه به نام او مشهور است ابداع كرد، 
اما به رياضيات عشق مي ورزيد و همواره 
ــكي متأسف بود.  ــتة پزش از انتخاب رش
چند سال بعد برادر كوچك تر جورج در 

جنگ جهاني اول كشته شد.
ــه جورج حرفة  ــادر او مُصر بود ك م
ــال  ــدرش را تعقيب كند. لذا او در س پ
در  ــت  بوداپس ــگاه  دانش در   1905
ــتة حقوق ثبت نام كرد. ولي به علت  رش
ــال در اين  ــي فقط يك نيم س بي علاقگ
ــته ادامه داد. سپس در رشتة زبان و  رش
ــال تحصيل كرد  ــات به مدت دو س ادبي
كه اين ادامه تحصيل به اخذ گواهي نامة 
تدريس در دوره هاي دبيرستان انجاميد؛ 
ــتفاده  ــي او از اين مدرك هيچ گاه اس ول
ــات بود ـ در  ــتدار ادبي نكرد. او كه دوس
حالي كه هنوز شاگرد دورة اول دبيرستان 
ــعار هاينه را به زبان مجارستاني  بود، اش
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ــفه هم علاقه مند  ــد ـ او به فلس برگردان
بود. يكي از استادان فلسفه او را متقاعد 
كرد كه مطالعة رياضيات و فيزيك او را 
ــائل فلسفي ياري مي كند.  در درك مس
ــروع  ــة جدي رياضيات را ش لذا مطالع
ــال هاي اول  كرد؛ موضوعي كه او در س
تحصيلش چندان علاقه اي به آن نشان 

نداده بود.»
ــمارة مجله  ديگر مقاله هاي اين ش
ــادلات درجة  ــي مع عبارت اند از «بررس
ــتفاده از ماتريس»  دوم دومجهولي با اس
از هاشم پروانة مسيحا، « اهميت زواياي 
ــة اعداد»  ــه در نظري 30، 45 و 60 درج
از دكتر ارسـلان شـادمان، و «معرفي 
ــي از دكتر  ــي رياض ــريات بين الملل نش
محمدحسـن بيژن زاده. دكتر بيژن زاده 

مي نويسد: 
«مجلة «ماه نامة رياضي» از انتشارات 
«انجمن رياضي آمريكا»ست كه تقريباً 
ــود. اين مجله كه  ــر مي ش هر ماه منتش
ــيس انجمن  قدمتي به اندازة تاريخ تأس
ــال) دارد، از  ــكا (يكصد س رياضي آمري
اين  ــارترين نشريات  جمله كثيرالانتش
ــمار مي آيد. ماه نامة رياضي  انجمن به ش
ــد مشوقي براي بسط گسترش  مي كوش
ــطح  ــژه رياضيات در س ــات به وي رياضي
ــگاهي)  ــتاني و پيش دانش كالج (دبيرس
ــد. نظر هيئت تحريرية مجله مبين  باش
ــت كه مقالاتي مورد پذيرش قرار  آن اس
ــته و  مي گيرند كه جنبة توصيفي داش
ــي واقعي را  ــات در زندگ كاربرد رياضي
مورد توجه قرار دهند. به علاوه، محبوبيت 
گسترده اي بين خوانندگان داشته باشند. 
مقالات هر شماره تحت اين عنوان هاي 
زير دسته بندي مي شوند: مقالات اصلي؛ 
ــت هاي كوتاه؛ آموزش رياضيات؛  يادداش
ــائل و حل آن ها؛ بررسي كتاب هاي  مس
ــي؛ نامه هايي به  ــي تلگراف جديد؛ بررس
ــردبير. مجله با حل مسائل پنجمين  س
ــور و  ــابقة رياضي دانش آموزان كش مس

نامه ها پايان مي پذيرد.

***
هجدهم  ــمارة  ش
رياضي  آموزش  رشد 
 1367 ــتان  تابس در 
ــت.  ــار يافته اس انتش
ــزارش  «گ با  ــه  مجل

وضعيت آموزش رياضي 
در آموزش وپرورش» آغاز 

ــخ به نامه ها پايان  و با پاس
ــي از مقاله هاي  مي پذيرد. يك

ــماره، مقالة عدد  ــن ش ــب اي جال
ــدة  ــي و قاع ــبت زيباي ــي و نس طلاي

تعيين كنندة باقي ماندة تقسيم يك عدد 
صحيح بر اعداد 7، 13، 27 و 37، و اعداد 
صحيح رديف شده، است كه چنين آغاز 

مي شود: 
ــده  ــدد صحيح رديف ش ــا از ع «م
برداشت خاصي داريم كه بهتر است اين 

اصطلاح را تعريف كنيم.
تعريف: عدد صحيح مثبت را رديف 
شده مي ناميم، در صورتي كه ارقام آن، در 
نمايش اعشاري، از چپ به راست نانزولي 

باشد.»
ــفر  عنوان مقالة بعدي « گزارش س
هيئت اعزامي ايران براي شركت در بيست  
و نهمين المپياد بين المللي رياضي» است. 
در قسمتي از اين مقاله چنين آمده است: 
«هيئت اعزامي ايران براي شركت در 
بيست و نهمين المپياد بين المللي رياضي 
ــاعت 8:15 بعدازظهر روز چهارشنبه،  س
ــئولين  ــا بدرقة مس ــاه 1367 ب 15 تيرم
محترم وزارت آموزش وپرورش، از طريق 
پكن و توكيو عازم استراليا شد. سرپرستي 
ــر محمدعلي  ــت را آقاي دكت ــن هيئ اي
ــگاه  ــو هيئت علمي «دانش نجفـي، عض
صنعتي شريف» و سرپرستي دوم را آقاي 
ــر عليرضا مدقالچـي، عضو هيئت  دكت
ــگاه تربيت معلم» عهده دار  علمي «دانش

بودند. آقاي توفيق حيدرزاده نيز از مجلة 
دانشمند در اين سفر همراه هيئت بودند. 
دانش آموزان شركت كننده عبارت بودند 

از: 
1. عليرضا بيگدلي، سال چهارم از قم

2. آرش حسيبي، سال چهارم از تهران
3. حسام حميدي تهراني، سال چهارم 

از تهران
4. محمدعلي خجسته پور، سال سوم 

از شيراز
5. اميراعلم غضنفريان، سال چهارم از 

زنجان
6. بهزاد نظري، سال چهارم از اصفهان

ــاي اين  ــود كه اعض يادآوري مي ش
ــتاني و نهايي  تيم از طريق دو آزمون اس
انتخاب شده، و در يك اردوي دوهفته اي 
در مجموعة ورزشي انقلاب تهران شركت 
ــائل مختلف  كرده بودند. در اين اردو مس
ــائل المپيادهاي  ــه مس ــي، از جمل رياض
گذشته توسط استادان دانشگاه و دبيران 
ــي قرار گرفت.  مجرب مورد بحث و بررس
ــابقات  همة امور مربوط به برگزاري مس
ــزام با  ــاير مراحل اع ــي و انجام س داخل
ــازمان پژوهش و  ــاعدت «س همت و مس
ــام گرفت و  ــي» انج برنامه ريزي آموزش

ــفه هم علاقه مند  ــد ـ او به فلس برگردان
بود. يكي از استادان فلسفه او را متقاعد 
كرد كه مطالعة رياضيات و فيزيك او را 
ــائل فلسفي ياري مي كند.  در درك مس
ــروع  ــة جدي رياضيات را ش لذا مطالع

***
هجدهم  ــمارة  ش

شماره  18



26 ش�رۀ ۴
    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

كميتة ويژه اي با عنوان «كميتة مسابقات 
ــور» عهده دار  ــي دانش آموزي كش رياض

نظارت بر اجراي مسابقات داخلي بود.
ــه و دعاي  ــا بدرق ــت اعزامي ب هيئ
ــت محترم سازمان و عده اي از  خير رياس
ــازمان با دلي سرشار از اميد  مسئولين س
ــوي  ــق پاويون دولتي به س و آرزو از طري
ــاعت 3  ــرواز كرد. هواپيما در س توكيو پ
صبح به وقت تهران (ساعت 7:30 به وقت 
پكن) در فرودگاه پكن به زمين نشست، 
ــاعت 9 پكن را به قصد توكيو ترك  در س
كرد، و در ساعت 2:07 بعدازظهر به وقت 
توكيو در فرودگاه ناريتاي توكيو به زمين 
نشست. بالاخره ساعت 6:08 بعدازظهر از 
ــاعت 5:20 صبح به  ــو پرواز و در س توكي
وقت ژاپن در فرودگاه بين المللي سيدني 
ــاعت پكن  ــت. اختلاف س به زمين نشس
ــم و توكيو و  ــاعت و ني و تهران چهار س
ــت. چين و ژاپن  سيدني يك ساعت اس

اختلاف ساعت ندارند.
ــاي پيتر  ــيدني، آق ــرودگاه س در ف
ــت  اوهلارن (رئيس كميتة اجرايي بيس
ــتقبال  و نهمين المپياد) از هيئت ها اس
ــه  ــاي لازم را ارائ ــرد و راهنمايي ه مي ك
ــال هيئت اعزامي بعد از  مي داد. به هر ح
مسافرتي طولاني به اولين مقصد المپياد 
رسيد و از فرودگاه توسط سرويس دانشگاه 

به دانشگاه نيوساوت ويلز هدايت شد.
هيئت ما از اولين هيئت هايي بود كه 
ــيده بود. در اين دانشگاه  ــيدني رس به س
هيئت ها در خوابگاه ها اسكان مي يافتند. 
ــت و  ــهر بزرگ و تميزي اس ــيدني ش س
ــون نفر جمعيت  ــه و نيم ميلي حدود س
دارد. يكي از بناهاي بسيار باعظمت شهر 
سيدني، برج اين شهر است. برج سيدني بر 
ساختماني تجاري و 10 طبقه قرار گرفته 
ــت كه  و ارتفاع آن در حدود 300 متر اس
ــره اي از دانش و فناوري قرن  حقيقتاً ثم
بيستم محسوب مي شود. در اوج اين برج، 
ساختماني مدور در چهار طبقه ساخته اند 
ــتوران و ايواني  ــگاه، رس كه در آن فروش

مدور قرار دارد كه مشرف بر تمامي نقاط 
شهر ساحلي سيدني است.

ــنبه نوزدهم تيرماه متوجه  روز يكش
ــلمانان عليه  ــده اي از مس ــديم كه ع ش
ــه هواپيماي ايرباس 665  حملة آمريكا ب
ــي  كرده اند و مراتب  تظاهرات و راه پيماي
ــراز مي دارند.  ــود را اب ــرت و انزجار خ نف
جالب بود كه عده اي از غيرمسلمانان نيز 
ــتند. خبر  ــركت داش در اين تظاهرات ش
اين تظاهرات به طور وسيع در رسانه هاي 
گروهي پخش شد. اعضاي تيم ايران نيز 
در بخشي از اين تظاهرات شركت كردند.

ــتم تيرماه مراحل  روز دوشنبه بيس
برگزاري المپياد به طور رسمي شروع شد. 
در اين روز سرپرستان اول هيئت ها براي 
شركت در جلسات هيئت ژوري و طرح و 
ــؤال و ساير مراحل امتحان به  انتخاب س
شهر «كنبرا» اعزام شدند. اعضاي هيئت ها 
همراه با سرپرست دوم در سيدني ماندند. 
در اين مدت، فرصت مناسبي پيش آمد 
تا با سرپرستان هيئت ها دربارة موضوعات 
ــاب اعضاي  ــوزش رياضي، نحوة انتخ آم
ــائل علمي و  ــاير مس ــان و س تيم هايش

آموزشي مذاكره كنيم.
ــورهاي  ــي در كش ــون مقدمات آزم
ــه انجام  ــل در دو مرحل ــف حداق مختل
مي گيرد. مثلاً سرپرست دوم يوگسلاوي 
ــن ايالات  ــك آزمون بي ــت كه ي مي گف
مختلف و يك آزمون نهايي به عمل مي آيد 
ــد از طي اردويي دوهفته اي، انتخاب  و بع
نهايي انجام مي گيرد. در كشورهاي بلوك 
ــرق، مدارس ويژه اي براي تأمين كادر  ش
فني و علمي كشور وجود دارد كه اعضاي 
تيم هاي شركت كننده در المپيادها نيز از 
اين مدارس انتخاب مي شوند. آزمون هاي 
مقدماتي بين همة دانش آموزان به عمل 
مي آيد و لذا هر دانش آموز مي تواند حتي 
سه يا چهار بار هم در المپياد شركت كند. 
در فرانسه و آلمان غربي هم المپياد داخلي 
ــت.  ــود كه دومرحله اي اس برگزار مي ش
ــتم انتخاب در آمريكا و انگلستان  سيس

ــت. يعني دانش آموزان  چندمرحله اي اس
طي چند مرحله آزمون تستي و تشريحي 
ــف انتخاب  ــدن اردوهاي مختل و گذران
ــوند. آزمون اوليه در اين دو كشور  مي ش
ــت و بين تمام دانش آموزان  ــتي اس تس

انجام مي گيرد. 
ــوة انتخاب اعضاي  در مجموع از نح
ــه در هريك از  ــن برمي آيد ك ــم چني تي
كشورهاي شركت كننده، كميتة ويژه اي 
ــاي داخلي  ــئول برگزاري المپياده مس
است. اين كميته ها براي تشويق و ترغيب 
جوانان به ادامة تحصيل در رشتة رياضي 
ــاله جزواتي از  ــت مي كنند و هر س فعالي
ــائل گوناگون ابتكاري تهيه مي كنند  مس
و در اختيار دانش آموزان مي گذارند. براي 
انتخاب اعضاي تيم چند مرحله گزينش 
ــازي در  انجام مي گيرد و مراحل آماده س
اردوهاي گوناگون به عمل مي آيد. در اين 
اردوها، نه تنها مسائل رياضي مورد بحث و 
بررسي قرار مي گيرند، بلكه مباحث درسي 
هم تدريس مي شوند. مثلاً دانش آموزان 
ــه طي اردو،  ــي اظهار مي كردند ك رومان
ــائل زيادي از مجلة ماهانة رياضي را  مس
ــورهايي  ــل كرده اند. روماني جزو كش ح
ــت كه همواره در رديف هاي بالا قرار  اس

دارد.»
ــماره مانند  ــن ش ــالات اي ــة مق بقي
شماره هاي قبل و ادامة مقاله هاي پيشين 

هستند.

ــوزده و  ــماره هاي ن ش
ــال پنجم  ــت مجله كه مربوط به س بيس
ــت در سال 1367 به بهاي  انتشار آن اس
ــه پس از  ــد. مجل ــر ش 200 ريال منتش
ــوزش رياضي» و  ــد آم ــاي « رش مقاله ه
ــه مقالة  ــلامي»، ب ــات دورة اس « رياضي
«معماهاي ابوالهول»، به ترجمة حسـن 
ــن مقاله آمده  ــد. در اي نصيرنيـا مي رس

ــد از طي اردويي دوهفته اي، انتخاب  و بع
نهايي انجام مي گيرد. در كشورهاي بلوك 
ــرق، مدارس ويژه اي براي تأمين كادر  ش
فني و علمي كشور وجود دارد كه اعضاي 
ــوزده و تيم هاي شركت كننده در المپيادها نيز از  ــماره هاي ن ش

شماره هاي 19 و 20
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ــت: «دكتر ميتسـو ماتسو، مهندس  اس
ــته است  پرآوازة ژنتيك در جهان، توانس
براي نخستين بار موجودات زندة دوبعدي 
توليد كند. البته موجوداتي نه كاملاً بلكه 
تقريباً دوبعدي. مخلوق هاي او جان داران 
ــتند كه در  ــدي هس ــي بلورمانن ذره بين
ــبيه به ورقه هاي  ــتِ ش محيط هاي كش
ــيار نازك ـ به نازكي يك لاية  بسيار بس

مولكول ـ پرورش مي يابند.»
دكتر ماتسو، نام «rep-tile» (رپتايل) 
مركب از دو واژة «rep» و «tile» مخفف 
«replicate» به معني توليد    مثل و تكثير 
كردن و واژة tile به مفهوم «آجر كاشي» 
ــام رپتايل بيايد،  ــن پس هر كجا ن (از اي
ــاي آن عبارت «موجود ذره بيني» را  به ج
ــر خواهيم كرد. م.) را بر اين جانداران  ذك
ــت:  ــاده و دو دليل هم آورده اس خود نه
ــه آن ها بر اثر توليدمثل تكثير  يكي اينك
مي شوند و ديگر اينكه شكل آن ها مانند 
ــت. اين  ــي چندوجهي اس آجرهاي كاش
ــه جز با  ــدر كوچك اند ك ــوران آن ق جان
ــكوپ هاي الكتروني قوي ديده  ميكروس
ــك مُژك هاي  ــا به كم ــوند. آن ه نمي ش
ــت  ــاي بدن خود در محيط كش كناره ه
مايع ساخته مي شوند، شنا مي كنند و غذا 
را از راه «پوست» جذب مي نمايند. شكل 
موجود ذره بيني ماتسو، هم گام با رشد و 
نمو بدن آن تغيير نمي كند، بلكه به همان 
ــي باقي مي ماند. زماني  صورت چندوجه
كه حجم بدن موجود ذره بيني به مرحلة 
حساس تكثير رسيد، برخلاف يك آميب، 
به دو نيم نمي شود، بلكه به چهار قسمت 
ــود ذره بيني كوچك  ــم ارز (چهار موج ه
مساوي كه قابل انطباق بر يكديگر باشند) 
تقسيم مي شود كه هر يك از نظر شكل و 
قيافه شبيه موجود ذره بيني مادر است.) 

ــاد كردن»  ــة ديگر در مورد «ع مقال
ــاوي ها  ــدي «كاربرد نامس ــب بع و مطل
ــم توابع  ــيمم و مينيم در تعيين ماكس
قواعدي  ــت. در مقالة « چندمتغيره» اس
ساده دربارة قابليت تقسيم بر اعداد اول» 

چنين آمده است: 
ــخيص  «در اين مقاله براي تش

ــداد اول  ــر اع ــيم ب ــت تقس قابلي
ــاده بيان شده است.  قواعدي س
ــه را با ذكر  ــاز چند نمون در آغ
ــپس  ــال ارائه مي دهيم و س مث
يك قضية كلي و سرانجام يك 
نمونه را به صورت تفكيكي ثابت 

مي كنيم.
قاعـدة 1. عددي بر هفت قابل 

قسمت است كه اگر دو برابر رقم يكان 
آن را از بقية عدد (عدد بدون رقم يكان) 
كم كنيم، باقي مانده مضرب هفت باشد. 
چنانچه در اين مرحله مضرب هفت بودن 
ــد، عمل را در مورد عدد  ــخص نباش مش

حاصل تكرار مي كنيم.
مثلاً عدد 1211 بر هفت قابل قسمت 

است، زيرا:
121-(2×1) =119
11-(2×9) =-7=(-1) ×7
ــاي كم كردن دو برابر  (توضيح: به ج
رقم يكان از بقية عدد، مي توان 5 برابر رقم 
يكان را به بقيه افزود و عمل را ادامه داد.)

قاعدة 2. عددي بر 13 قابل قسمت 
است كه اگر 4 برابر رقم يكان آن را با بقية 
عدد جمع كنيم حاصل، مضرب 13 باشد 
و در صورت مشخص نبودن مضرب 13، 

عمل را ادامه مي دهيم.
مثلاً عدد 637 مضرب 13 است، زيرا: 
63+(4×7) =91
9+(4×1) =13
ــاي افزودن 4 برابر رقم  توضيح: به ج
يكان مي توان 9 برابر رقم يكان را از بقيه 

كم كرد.»
ــماره ها  ــه را در همين ش بقية مقال
ــب بعدي  ــد. عنوان مطل ــوان خوان مي ت
ــي» و مقالة  ــئله از جبر خط ــك مس «ي
ــد و كاربرد آن»  ــبة يك ح بعد «محاس
است. «پاسخ ششمين مرحلة مسابقات 
دانش آموزي كشور» عنوان يكي ديگر از 
اخبار رياضي»  ــت. در مقالة « مقالات اس

نيز با موارد زير آشنا مي شويم:
«شوراي برنامه ريزي دورة متوسطه: 
به منظور تدوين اهداف، برنامه ها و تأليف 
ــطه با حضور  ــي دورة متوس كتب رياض
استادان برجستة رياضي، دبيران باتجربة 
ــان گروه رياضي دفتر  رياضي و كارشناس
تحقيقات اولين جلسه خود را در دفتر وزير 
محترم آموزش وپرورش با شركت رياست 
ــش و برنامه ريزي  ــازمان پژوه محترم س
آموزشي و مديركل محترم دفتر تحقيقات 
و برنامه ريزي درسي و تأليف تشكيل داد. 
اين جلسات به طور مستمر دو هفته يك بار 
در دفتر رياست محترم سازمان پژوهش و 
برنامه ريزي آموزشي با حضور اعضاي شورا 

تشكيل مي شود.»
ــمارة «پيك رياضي»،  چهارمين ش
نشريه دانشكدة رياضي دانشگاه صنعتي 
اصفهان، دومين شمارة «جنگ رياضي»، 
ــگاهي دانشكدة علوم  نشرية جهاد دانش
ــومين شمارة «نشر  دانشگاه تهران، و س
ــر دانشگاهي  ــرية مركز نش رياضي»، نش

منتشر شد.
به اين ترتيب به پايان شمارة بيستم 
ــتر آن را  ــيم و مطالعة بيش مجله مي رس

به عهدة خواننده مي گذاريم.

* aban_mehr@yahoo.com
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پـاي تـختـه 
 

محرم  نژاد ايردموسي

آموزشى

اشاره
«پـاي تخته» عنوان بخش ثابتـي در «فصل نامة 
برهان» اسـت كـه از دو بخش داخلي مسـئله ها 
و راه حل ها تشـكيل شده اسـت. در هر شماره از 
فصل نامه، 20 مسـئله جديد مطرح مي شـود كه 
همـة خواننـدگان را به چالش مي طلبـد. توصيه 
مي كنيم كـه به طور فعال به حـل آن ها بپردازيد 
و راه حل هاي خـود را براي انعكاس در فصل نامه، 
برايمان بفرسـتيد تا با نام خودتان در شماره هاي 
بعد چـاپ شـود. از طراحان مسـائل رياضي نيز 
مي خواهيم كه مسـائل جديد خـود را براي طرح 
در بخـش مسـئله ها برايمـان بفرسـتند. توجه 
داشـته باشيد كه مسائل جديد بايد همراه با حل 
(يـا راه حل هاي) آن ها و در صـورت امكان با ذكر 

مأخذ باشد.
مسـائل و راه حل هاي خـود را مي توانيد يا از 
طريق پسـتي (به آدرس فصل نامه) و يا از طريق 
پسـت الكترونيكي، برايمان بفرستيد كه طريقة 
دوم سـريع تر و بهتر خواهد بـود. در صورتي كه 
خواستيد از طريق پست الكترونيكي اقدام كنيد، 
صفحات نوشته هاي خود را اسكن (با وضوح حداقل 
dpi 150) و يا تايپ كنيد و بفرستيد. در پايان هر 
سال اسامي نفرات برتر در فصل نامه درج خواهد 
شـد و به بهترين ها جوايز نفيسـي اهدا مي شود. 
نكتـة آخـر اينكـه در چند شـمارة اول، سـهم 
مسـئله ها بيشـتر اسـت و با دريافت پاسخ هاي 
شـما، بخش راه حل هـا به تدريـج پربارتر خواهد 

شد. منتظر راه حل هاي ارسالي شما هستيم.

 بخش اول: مسئله ها
81 . در يك نه ضلعي منتظم، همة قطرها را رسم كرده ايم. 
ــاقين در شكل حاصل وجود  چند مثلث متساوي الس
دارد كه سه رأس هر يك، سه رأس از نه ضلعي مذكور 

است.
ــوي كمد خود 10 لنگه جوراب آبي  82. اشـكان در كش
ــفيد دارد. اگر او بدون نگاه  ــدادي لنگه جوراب س و تع
كردن به جوراب ها بخواهد تعدادي لنگه جوراب از كشو 
خارج كند، به طوري كه قطعاً يك جفت جوراب آبي در 
ــد، بايد حداقل m لنگه جوراب از كشو  ميان آن ها باش
ــد و در صورتي كه بخواهد بدون نگاه كردن  خارج كن
ــردارد، به طوري كه قطعاً يك  ــدادي لنگه جوراب ب تع
 n جفت جوراب سفيد در ميان آن ها باشد، بايد حداقل
لنگه جوراب از كشو خارج كند. مي دانيم m=2n. چند 

لنگه جوراب سفيد در كشو وجود دارد؟
ــت.  83. نقطة E روي ضلع CD از مربع ABCD واقع اس
ــط نقاط R ، P و T به چهار قسمت  پاره خط AE توس
 U و S ، Q ــاط ــط نق ــاوي و پاره خط EB نيز توس مس
ــمت مساوي تقسيم شده است. اگر طول  به چهار قس
 PQUT برابر 3 باشد، مساحت چهارضلعي PQ پاره خط

را به دست آوريد.

 شكل 1                                                                                             
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84. افسانه 6 كارت دارد كه روي هر كدام از آن ها يك عدد 
طبيعي نوشته شده است. او هربار سه كارت را انتخاب 
ــه كارت را با هم جمع  ــه عدد روي آن س مي كند و س
مي كند. بيست عدد حاصل مي شود كه ده تاي آن ها برابر 
16 و ده تاي ديگر برابر 18 هستند. كوچك ترين عددي 

كه روي كارت ها نوشته شده است چه عددي است؟

ــداد پنج رقمي كه حاصل ضرب رقم هاي  85. اگر تعداد اع
هر يك برابر 25 است، برابر a و تعداد اعداد پنج رقمي 
 b كه حاصل ضرب رقم هاي هر يك برابر 15 است، برابر

 را بيابيد.
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باشد، 
ــم كنيد. همچنين، مثلث  86. نيم دايره اي به قطر AB رس
متساوي الاضلاع ABC را طوري رسم كنيد كه نيم دايره 
را در دو نقطة ديگر به جز A و B قطع كند. يك ناحية 
ــترك ايجاد مي شوند.  ــه ناحية غيرمش ــترك و س مش
مجموع مساحت هاي سه ناحية غيرمشترك را بيابيد، 

. AB= 12 :اگر بدانيم
ــتطيلي با ابعاد صحيح به مربعات واحد افراز شده  87. مس
ــه مجاور با  ــداد مربعات واحدي ك ــت. مي دانيم تع اس
ضلع هاي مستطيل هستند، با تعداد بقية مربعات برابر 

است. اين مستطيل چند در چند است؟
88. عمل  روي اعداد مثبت طوري تعريف شده است كه 

داشته باشيم: 
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مقدار 328 را بيابيد.
ــكل به ضلع 8 سانتي متر  89. كاغذي مربع ش
داريم. اگر كاغذ را تا كنيم و رأس A را روي 
نقطة وسط پاره خط DC قرار دهيم، مثلث 
كوچكي در رأس B ايجاد مي شود (شكل 2). 

مساحت اين مثلث را بيابيد.

 شكل 2                                                                                             

90. كارتي با شمارة 12 به تو مي دهم. با رعايت 2 قاعدة زير 
مي تواني كارت هاي ديگري نيز داشته باشي:

1. اگر كارتي با شمارة a داشتي، مي تواني كارتي با شمارة 
2a+1 نيز داشته باشي.

ــته باشي كه b مضرب 3  ــمارة b داش 2. اگر كارتي با ش
 هم 
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ــتي كارتي با شمارة  باشد، آن گاه مجاز هس
داشته باشي.

الف. ثابت كن مي تواني كارتي با شمارة 29 داشته باشي.
ب. ثابت كن مي تواني كارتي با شمارة 1-22012 داشته باشي.
ج. ثابت كن نمي تواني كارتي با شمارة 100 داشته باشي.

   بخش دوم: راه حل ها

n .21 عددي طبيعي است. ثابت كنيد هيچ دو عدد طبيعي 
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ــوري كه  ــود ندارند، به ط ــد a و b وج مانن

([a,b] همان كوچك ترين مضرب مشترك a و b است).

     حل:          با فرض a=a´d ، (a,b)=d و b=b´d، نتيجه مي شود: 
1=(´a´,b). پس: 

D A

B
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ــتند،  ــبت به هم اول هس b نس a و́  از طرف ديگر، چون́ 
ــد:  ــه مي ده ــه نتيج ــم: 1=(´b´,a´+b)=(´a´,a´+b) ك داري

1=(´a´b´,a´+b). علاوه بر اين داريم:
(a´b´,a´+b´)=(n(a´+b´),a´+b´)= a´+b´

b تناقض  a و́  ــودن́  ــه a´+b´=1 كه با طبيعي ب در نتيج
دارد.

22. ثابت كنيد: 
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     حل:          با فرض an=(n+1)!(6n- 1) خواهيم داشت: 
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23. حاصل عبارت زير را به دست آوريد.
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. در نتيجه: 
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ــد:       حل:         فرض كني

 A=- 5 و A=6 ــه دو جواب ــل اين معادله ب A2=30+A. از ح

ــت.  ــيم كه با توجه به علامت A، 5- غيرقابل قبول اس مي رس
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ــوان ثابت كرد:  به همين طريق مي ت

ــته شده برابر  . در نتيجه مقدار خواس
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 خواهد بود.
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 را 
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ــه هاي حقيقي معادلة  24. همة ريش
بيابيد.

     حل:         با تغيير معادله به صورت 0=(8x- 1)(2x- 1)، خواهيم 
ــت: 2x- 1=0 يا 8x- 1=0 و تنها جواب معادله x=0 خواهد  داش

بود.

f .25 و g دو تابع حقيقي هستند، g تابعي فرد است، به ازاي 
ــم: f(x)≤g(x) و به ازاي هر دو  هر عدد حقيقي x داري

عدد حقيقي x و y مي دانيم: f(x+y)≤f(x)+f(y). ثابت 
كنيد f نيز تابعي فرد است.

ــم: g(- 0)=-g(0) كه  ــت، داري ــرد اس      حـل:          چون g ف
ــد: g(0)=0. بنابراين: f(0)≤0. از طرفي با فرض  نتيجه مي ده
 .f(0)≥0 :ــه مي دهد ــم: f(0)≤2f(0) كه نتيج x=y=0، داري
ــم:  ــرض داري ــرض y= -x در ف ــا ف ــون ب f. اكن ــس: 0=(0) پ

f(x-x)≤f(x)+f(-x)= 0 از طرف ديگر: 
f(x)+f(-x) ≤ g(x)+g(-x)=g(x)-g(x)=0

 f(-x)=-f(x) كه نشان مي دهد f(x)+f(-x)=0 :در نتيجه
و f فرد است.

ــه m تاي آن ها به  ــك چندوجهي m+n وجه دارد ك 26. ي
شكل چهارضلعي و nتاي ديگر به شكل مثلث هستند. 
ــترك  همچنين در هر رأس چندوجهي چهار وجه مش

.n=8 :هستند. ثابت كنيد

 v كه در آن v+f-e=2 :ــم      حـل:          در هر چندوجهي داري
ــت. در نتيجه:  ــداد رئوس، f تعداد وجوه و e تعداد يال هاس تع

 .4v=2e :از طرف ديگر داريم .
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ــذاري v در رابطة اول  ــا جاي گ . ب
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ــه:  در نتيج

خواهيم داشت: 
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ــت حاصل  ــوب اس  مطل
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ــرض  ــا ف 27. ب

.
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     حل:         فرض كنيد x ≤ 1 ≥ 0، در نتيجه: 
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ــورت  به ص ــوان  مي ت را  ــپ  چ ــمت  س ــارت  عب
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ــة دو نقطة (1 -,3) و (3,1 -) كه همان  از فاصل

بزرگ تر يا با آن مساوي خواهد بود.

ــاه را مي توان در صفحة شطرنج  29. حداكثر چند مهرة ش
n×n قرار داد، به طوري كه هيچ دوتايي همديگر را تهديد 

نكنند؟

ــع دو در دو افراز  ــطرنج را به 16 مرب      حل:          اگر صفحة ش
ــاه را  كنيم، با توجه به اينكه در هر مربع حداكثر يك مهرة ش
ــود حداكثرتعداد مهره هاي شاه  مي توان قرار داد، نتيجه مي ش
برابر است با 16. با انتخاب خانة گوشة بالايي و سمت چپي از 
هر مربع 2×2، يك جواب خاص براي 16 مهرة شاه نيز مشخص 

مي شود.
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را كه عددي مثبت است بيابيد.

ــاط C، B، A و D در صفحة  ــخص كردن نق      حل:          با مش

مختصات (شكل 3) مي توان ابتدا مساحت مثلث ABC را يافت 
كه برابر 8 خواهد شد. در نتيجه، مساحت مثلث ACD برابر با 
ــد. اگر مساحت مثلث ACD را برحسب d بيابيم،  16 بايد باش

.d=6 :خواهد شد. در نتيجه 
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مقدار آن برابر 

 شكل3                                                                                             

ايستگاه انديشه 
و ادب رياضي

سرعلمىگر
مى

ايستگاه سوم: 

پارادوكس يا سفسطه؟!

حالا در اين ايستگاه مي خواهيم كمي بيشتر شما را به فكر فرو ببريم! يك پارادوكس 

زيبا از احتمال داريم. فرض كنيد سـه جعبة B ، A و C داريم كه در يكي از آن ها يك 

سكه وجود دارد. اگر يكي از سه جعبه را به تصادف انتخاب كنيم، چه قدر احتمال دارد 

 است! 

1
3
1
2

. اما اين طور نيست! احتمال آن  1
3
1
2

كه سكه در آن جعبه باشد؟ حتماً مي گوييد 

چرا؟

فرض كنيد كه شما جعبة A را انتخاب مي كنيد. حالا سكه با احتمال برابر در يكي از 

 است. 

1
3
1
2

 ،A خالي باشد، شانس بودن سكه در جعبة B سه جعبه است. پس اگر جعبة

اين طور نيست؟ همچنين، اگر جعبة C خالي باشد، باز هم شانس بودن سكه در جعبة  

 است؛ درست است؟

1
3
1
2

 ،A

ولي روشـن اسـت كه لااقل يكي از دو جعبة B يا C خالي هسـتند و ديديم كه 

 است. پس در هر حال 

1
3
1
2

 ،A هر كدام كه خالي باشـند،  احتمال بودن سكه در جعبة

 است!

1
3
1
2

 ،A احتمال بودن سكه در جعبة

حالا اين اسـتنتاج درسـت اسـت و ما گرفتار يـك پارادوكس زيربنايي 

شده ايم، يا اينكه سفسطه است؟

B
y

C

A

d
2
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6
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احسان يارمحمدي

آموزشى
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استدلال هاي 
اشتباه آميز 
در تعيين 

دامنة توابع

ــطه با مفهوم  ــال دوم دورة دوم متوس ــوزان س رياضي آم
ــنا  «دامنة تابع»1 و تعيين دامنة توابع در كتاب رياضي 2 آش
ــوم و چهارم، بنابر رشتة تحصيلي  ــوند و در سال هاي س مي ش
كه در آن ادامة تحصيل مي دهند، با اين مفهوم و موضوع هاي 
مرتبط با آن آشنايي هاي لازم و كافي را به دست مي آورند. اما 
ملاحظه مي شود كه درك نادرست و نامناسب از اين مفهوم در 
كتاب هاي رياضي 2 و حسابان، باعث ايجاد اختلال در يادگيري 
آن و موضوع هاي مرتبط با آن در سال هاي آتي تحصيلي براي 
ــه در اين مقاله مورد  ــود. بنابراين آنچه ك رياضي آموزان مي ش
ــي دامنة چند نوع از  بحث و كنكاش قرار خواهد گرفت، بررس
«توابع راديكالي»2 است كه در پاره اي از موارد، رياضي آموزان 
و به ويژه رياضي آموزان سال هاي دوم و سوم دبيرستان را دچار 

چالش و مشكل در تعيين دامنه آن ها مي كند.
ابتدا به ارائة مسئله اي متناظر با اين گونه توابع، كه در كتاب 
ــطه گنجانده شده  ــي رياضي 2 دورة دوم آموزش متوس درس
است، مي پردازيم. سپس سعي مي كنيم كه با ارائة مثال هايي 
مشابه آن ها، به تفصيل دربارة آن ها به استدلال بپردازيم تا به 
ــطه رياضي آموزان در آينده در پاسخ گويي به اين گونه  اين واس
پرسش ها از توانايي هاي جامع و مانع برخوردار باشند. البته در 
ــعي شده است مسائلي ملاك  ارائة مطالب در مقالة حاضر س

عمل قرار گيرند كه رياضي آموزان در برخورد با آن ها و در ارائة 
ــت و درك چرايي و چگونگي راه حل انتخاب شده  پاسخ درس

براي نيل به مقصود دچار چالش بيشتري مي شوند.
ــئلة 4 صفحة 84 كتاب رياضي 2 داريم: دامنة هر  در مس

يك از توابع زير را بيابيد: 
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با توجه به اين مسئله اكنون در مورد تعيين دامنة توابعي 
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با ضابطة 

ــي مي پردازيم (البته در هريك از منابع مقالة  به بحث و بررس
حاضر كه فهرستشان در پايان مقاله آمده است، براي هر يك 
ــي از درجه هاي اول و  ــع a(x) و b(x)، چندجمله اي هاي از تواب
ــده اند. اما مي توان اين توابع را به صورتي  دوم در نظر گرفته ش
مدنظر قرار داد كه تنها به توابعي از درجه هاي اول و دوم براي 
ــا نكرد و براي درك  ــردن با توابع a(x) و b(x) اكتف متناظر ك
ــر رياضي آموزان با اين مقوله، از موارد متنوع تر و كاراتر نيز  بهت

استفاده كرد.)
ــئله اي كه در  ــت در هر يك از موارد مس ــن با دق در ضم
بالا بيان شده است، درمي يابيم قاعدة كلي كه براي دستيابي 
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ــتفاده و توصيه شده،  ــت در منابع مفروض اس ــخ درس به پاس
ــا حالا ببينيم،  ــت. ام ــرداري از روش تعيين علامت اس بهره ب
ــي را در قالب راه حل به ظاهر درست  اگر رياضي آموزي پرسش
ديگري براي رسيدن به جواب به دست آمده مطابق با پاسخي 
كه به روش تعيين علامت حاصل مي شود، مطرح كند3، و يا اگر 
در مورد اين موضوع از ما سؤال كرد كه چرا تنها مي بايد از روش 
تعيين علامت براي تعيين دامنة اين گونه از توابع استفاده كرد، 
آيا مي توانيم با اتكا به آنچه كه به عنوان استفاده از روش تعيين 
علامت از آن ياد شده است، پاسخي درست و درخور ملاحظه به 
وي بدهيم يا خير. براي ارائة راهكار دقيق و كارا فرض مي كنيم 
كه تمرين زير به عنوان فعاليت براي رياضي آموزان مطرح شده 
و از اين ايشان خواسته شده است كه راه حل يا راه حل هاي خود 

را در مورد آن ارائه كنند.

 فعاليت 1. دامنة هر يك از توابع زير را تعيين كنيد.4
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ــده اند،  ــب رياضي آموزان بيان ش ــي كه از جان راه حل هاي
ــتفاده از دو روش زير قرار  ــوب اس ــي در چارچ ــورت كل به ص

مي گيرند: 
ــتفاده از روابط  ــا اس ــا، ب ــدادي از آن ه  روش اول: تع
، ضابطه هاي توابع 
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ــپس با تعيين مقادير درست و  ــاده كرده اند و س مفروض را س
ــاده شده در نهايت با  ــب براي x در هر يك از عبارات س مناس
ــود براي x، مقادير  ــترك بين مقادير موج تعيين مقدار x مش

مناسب را براي ضابطه هاي توابع مزبور به دست آورده اند.
ــدادي ديگر از آن ها عبارت زير راديكال   روش دوم: تع
ــاوي صفر قرار داده اند  در هر دو تابع مفروض را بزرگ تر يا مس
 x و سپس با استفاده از تعيين علامت، مقادير مناسب را براي

متناظر با ضابطة هر تابع به دست آورده اند.

ــاي رياضي آموزان كلاس درس  ــه به ارائة راه حل ه در ادام
ــر دو روش اول و دوم مي پردازيم. (البته در هر دو  مبتني بر ه
روش سعي شده است، آنچه كه از جانب ايشان به عنوان راه حل 
ــت، داراي تلخيص مناسب  ــده اس براي هر دو روش مطرح ش
ــد تا آنچه را كه نگارندة مقاله به واسطة اين تلخيص بيان  باش
نكرده است، رياضي آموزان مخاطب مقاله، خود مورد بررسي و 

تحليل قرار دهند). پس: 

 پاسخ رياضي آموزان به روش اول
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اكنون اگر به پاسخ هاي رياضي آموزان، با استفاده از هر دو 
روش و نتيجه اي كه ايشان در پايان هر مورد از تمرين مفروض 
گرفته اند، بنگريم، ملاحظه مي كنيم كه در تعدادي از آن ها هر 
دو پاسخ يكسان است ولي در تعدادي ديگر، جواب ها با يكديگر 
هماهنگي ندارند. معمولاً رياضي آموزان در مواردي كه دو پاسخ 
با يكديگر برابر نباشند، متوجه اين موضوع مي شوند كه در يكي 
ــت. بنابراين سعي مي كنند كه با  از راه حل ها ايرادي نهفته اس
تمسك به استدلال هاي درست و مناسب اين مشكل را برطرف 
سازند. اما ايشان غالباً نسبت به تمرين هايي كه هر دو روش حل 
باعث توليد جواب يكسان شده است، عكس العمل ويژه اي نشان 

نمي دهند و در نهايت براي ارائه راه حل مناسب و صحيح هر دو 
روش را مي پذيرند.

ــت در كاربرد  ــان ممكن اس ــي كه ايش ــتباه اساس اما اش
ــتفاده از استدلال هاي ناقص و يا  ــته باشند، اس روش اول داش
ــباتي  ــت كه آن ها در حين انجام اعمال محاس نيمه كاملي اس
ــراي ارائة راه حل از آن ها بهره مي برند. در ضمن ممكن  خود ب
ــان در كلاس درس رياضي به  كاربران بدون  ــت كه مدرس اس
ــان به چنين  ــنهاد كنند، هر زم ــه دليلي پيش ــة هيچ گون ارائ
ــا از روش دوم (روش تعيين علامت)  ــائلي برخوردند، تنه مس
استفاده كنند و در واقع نتوانند رياضي آموزان را براي پذيرش 
ــته  ــن علامت و يا روش ديگري براي حل اين دس روش تعيي
ــائل در حالت كلي متقاعد سازند. اما اين موضوع سبب  از مس
ــتدلال هاي اشتباه آميز مي شود  ــتفادة رياضي آموزان از اس اس
ــا به جواب هاي  ــت رياضي آموزان با آن ه ــه حتي ممكن اس ك
ــاره به كاربرد مناسب و  ــند. بنابراين اش به ظاهر صحيح برس
درست اين روش ها ضرورت دارد. اكنون به دو رابطة زير توجه 
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ــتي دو رابطة بالا، هنگامي كه A و B مقادير حقيقي  درس
ــراي مقادير A و  ــرط ب ــبي را بنابر آنچه كه به عنوان ش مناس
ــتفاده  ــت، اختيار مي كنند، با اس ــده اس ــر گرفته ش B در نظ
ــهولت قابل درك است. (هر چند كه  ــهودي به س از درك ش
ــوزان در اين زمينه از دقت و توجه كافي  تعدادي از رياضي آم
ــتفاده نمي كنند.) اما هنگامي كه هريك از عبارت هاي A و  اس
ــند،  B دربرگيرندة عبارت هاي «جبري»5 و يا «متعالي»6 باش
بهره گيري از روابط مزبور براي كاربران رياضي موضوعي حداقل 
ــت كه رياضي آموزان بدون  ــت. بنابراين ممكن اس آسان نيس
ــده در روابط بالا براي  ــرايط گنجانده ش هيچ گونه توجه به ش
مقادير A و B، دست به استفاده از اين روابط بزنند و در نتيجه 

به پاسخ هاي غلط برسند.
اكنون با آگاهي از اين مطالب پاسخ هايي را كه رياضي آموزان 
با استفاده از روش اول يافته اند، بنابر آنچه كه به عنوان استدلال 
ــتباه آميز ملاك اين مقاله است، مورد بررسي و تحليل قرار  اش

مي دهيم.

    استدلال هاي اشتباه آميز در روش اول
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ــوع با   مي كنند و اين موض
تناقض است. بنابراين استفاده از اين روش براي تعيين دامنة 

تابع مزبور درست نيست.
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ــت و عبارت   مقادير مثب
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 مقادير منفي را اختيار مي كنند و اين موضوع 
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در تناقض است. بنابراين 
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با 
ــت  ــتفاده از اين روش براي تعيين دامنة تابع مزبور درس اس

نيست.
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اين يعني هر دو عبارت 
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مقادير منفي را اختيار مي كنند و اين موضوع با 

در تناقض است. بنابراين استفاده از اين روش 
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و 
براي تعيين دامنة تابع مزبور درست نيست.
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براي تعيين دامنة تابع مزبور درست است.
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و 
روش براي تعيين دامنة تابع مزبور درست نيست.

ــتفاده از روابط  ــي نحوة استدلال درست در اس با بررس

ــش تابع مزبور، ملاحظه مي كنيم كه در  طلايي بالا براي ش

) نه تنها پاسخ به دست 
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مورد 5 (تابع 

ــت، بلكه نحوة  ــت اس ــتفاده از هر دو روش درس آمده با اس
ــتباه آميز  ــتدلال براي به كارگيري رابطة موردنياز نيز اش اس
ــرانجام به نتيجه گيري درست براساس استدلال  نيست و س

درست منجر مي شود.
در ادامه مي كوشيم فعاليت ديگري را ارائه كنيم كه ضابطة 
توابع مفروض در آن، شرايط درست و مناسبِ  استفاده از روابط 
ــدة قبلي را داشته باشد. در نهايت  كليدي و كاربردي ارائه ش
ــا بهره گيري از اين فعاليت ملاحظه خواهيم كرد، در پاره اي  ب
ــكيل دهندة ضابطة توابعي  ــاختار و اجزاي تش از موارد كه س
ــتفاده  ــروض عباراتي دارد كه براي تعيين دامنة آن ها، اس مف
ــتفاده از روش تعيين  ــكيل يك نامعادله و حل آن با اس از تش
علامت، راهكار آسان، كارا و موجزي نيست، با بهره جستن از 
همان روابط طلايي (با در نظر داشتن شرايط آن ها) كه محور 
اصلي اين مقاله هستند، مي توانيم به تعيين دامنة توابع مزبور 

بپردازيم.
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 فعاليت 2. دامنة هر يك از توابع زير را تعيين كنيد.7
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پي نوشت ها .................................................................................................................................................................................................................................................
1. Domain of function    2. Radical Functions

3. اين موضوع را مي توانيد در ادامه در مثال هايي كه در اين مقاله براي رياضي آموزان بيان شده اند و در مورد راه حل درست و نادرست براي هر يك از آن ها 
كه رياضي آموزان نقطه نظرات و راهكارهاي خود را پيشنهاد كرده اند، ملاحظه كنيد.

4. شما رياضي آموزاني كه مخاطب اين مقاله هستيد، مي توانيد قبل از پيگيري ادامة مقاله و مطالعة كامل آن، توانايي هاي خود را با حل اين تمرين در بوتة 
آزمايش قرار دهيد.

5. Algebraic     6. Transcendental

 را تابع علامت مي ناميم و با sgn(x) نمايش مي دهيم.
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     ب) تابع 

منابع ..............................
1. ايرانمنش، علي و 
محسن جمالي، 

حميدرضا ربيعي، 
ابراهيم ريحاني، 
احمد شاهوراني 
و وحيد عالميان. 
رياضيات 2 (سال 

دوم آموزش 
متوسطه). دفتر 

برنامه ريزي و تأليف 
كتب درسي. تهران. 

.1392
2. اصلاح پذير، بهمن 

و ناصر بروجرديان، 
ابراهيم ريحاني، 

محمدتقي طاهري 
تنجاني و وحيد 

عالميان. حسابان 
(سال سوم آموزش 

متوسطه). دفتر 
برنامه ريزي و تأليف 
كتب درسي. تهران. 

.1392
3. بابليان، اسماعيل 
و ميرزا جليلي، 
رضا شهرياري 

اردبيلي و عليرضا 
مدقالچي. رياضيات 

2 (سال دوم آموزش 
متوسطه). دفتر 

برنامه ريزي و تأليف 
كتب درسي. تهران. 

.1385
4. بيژن زاده، 

محمدحسن و 
غلامعلي فرشادي 

و يداالله ايلخاني پور. 
حسابان (سال سوم 
آموزش متوسطه). 
دفتر برنامه ريزي و 

تأليف كتب درسي. 
تهران. 1387.

5. رستمي، محمدهاشم، 
عبدالحميد عطوفي 
و محمد گودرزي. 
رياضيات 3 (سال 

سوم آموزش 
متوسطه). دفتر 

برنامه ريزي و تأليف 
كتب درسي. تهران. 

.1389

 چند تمرين
1. با استفاده از هر دو روش بيان شده در اين مقاله به بررسي و تعيين دامنة توابع زير بپردازيد. سپس به تفصيل استدلال هاي 

خود را براي درستي يا نادرستي هر روش بيان كنيد.
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2. دامنة توابع زير را تعيين كنيد.
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 مفروض اند. آيا مي توان 
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ــع  3. تواب
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4. توابع 

؟ چرايي و چگونگي استدلال خود را به تفصيل بيان كنيد.
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دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

     چكيده
همان گونه كه مي دانيم، مهارت استدلال كردن 
از جملـه مهارت هايـي اسـت كه به طـور كلي 
در زندگـي روزانـه و به طور خـاص در آموزش 
رياضي از جايگاه خاصي برخوردار است. به نظر 
مي رسد كه يكي از وظايف اصلي تعليم وتربيت 
نيز پرورش مهارت هاي استدلالي دانش آموزان 
به  منظور تصميم گيري در مورد مسائل زندگي 
و شـركت در بحث هـاي منطقـي اسـت. علم 
رياضيـات به عنوان شـاخه اي از علوم مي تواند 
نقش مؤثري در توسعة تفكر و قدرت استدلال 
افراد ايفا كند. لذا هدف اين مطالعه كه به روش 
تحليلي ـ توصيفي انجام گرفته، آن اسـت كه 
براساس پژوهش هاي انجام شده در اين زمينه، 
به بررسـي مفهوم اسـتدلال رياضي از ديدگاه 
محققان و آموزشگران رياضي و جايگاه آن در 

رياضيات مدرسه اي بپردازد.
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و جايگاه آن در استدلال استدلال استدلال 
رياضيات مدرسه اي

          مقدمه
ــتدلال يكي از اجزاي اصلي علوم رياضي است.  فرايند اس
ــه اي نيز ضروري و  اين فرايند براي يادگيري رياضيات مدرس
مهم است. متخصصان تعليم وتربيت با تأكيد بر اهميت تفكر 
ــي از مهارت هاي مورد  ــي به عنوان يك ــمندانه و منطق انديش
ــرورش آن را يكي از هدف هاي اصلي  ــاز افراد در زندگي، پ ني
ــاس آنان معتقدند كه نظام  تعليم وتربيت مي دانند. بر اين اس
ــي به جاي انتقال صرف اطلاعات به دانش آموزان، بايد  آموزش
ــبي را براي پرورش تفكر و توسعة توانايي  موقعيت هاي مناس
استدلال منطقي دانش آموزان فراهم آورد (ملكي و حبيبي پور، 

1385؛ حاجي حسين نژاد و بالغي زاده، 1389).
ــراي تفكر»2، با  ــاب «آموزش ب كوهـن1 (2008) در كت
بيان سؤالاتي مرتبط با اهداف آموزش مدرسه اي، مخاطب را 
ــدام مهارت هاي فكري براي  با چالش هايي مواجه مي كند: ك
ــت؟ براي دستيابي به اين مهارت ها،  دانش آموزان ضروري اس
لازم است با چه فعاليت هايي آشنا شوند و چه دانشي را كسب 
كنند؟ چرا برخي از مهارت ها بيش از بقيه اهميت دارند و آن ها 
را شايستة سرمايه گذاري مي دانيم؟ و... كوهن در ادامه فرض 
ــخ هاي منطقي داده شود و  مي كند كه به اين پرسش ها پاس
بهترين روش ها براي تسلط كافي دانش آموزان به مهارت هاي 
ــت كه باز هم چالش  ــود، اما او معتقد اس مورد نياز، تعيين ش
ديگري باقي مي ماند: آيا دانش آموزان اين مهارت ها را آن قدر 
باارزش مي دانند كه با علاقه به تمرين آن ها بپردازند؟ آيا اين 
ــب به كار مي گيرند و دليل  مهارت ها را در زمان و مكان مناس

آموزشى
اشاره:

در ويژه نامه اى كه در شمارة 75 مجله (مهرماه 91) براى بزرگداشت زنده ياد پرويز شهريارى داشتيم، فراخوانى را براى شركت 
دبيران، دانشجويان و دانش آموزان رشتة رياضى در مسابقة مقاله نويسى با عنوان «مسابقة بزرگ استاد پرويز شهريارى» اعلام 
كرديم. اگرچه استقبال خوانندگان مجله، در حدى كه انتظار داشتيم نبود، اما از ميان مقالات رسيده، مقالة ارسالى خانم فهيمه 
كلاهدوز، نسبت به ساير مقالات از استحكام بيشترى برخوردار بوده و به عنوان مقالة برگزيده انتخاب شد. اينك مقالة فوق به 
خوانندگان مجله تقديم مى شود، با اين اميد كه در يكى از شماره هاى آينده، گفت وگويى نيز با اين همكار محترم داشته باشيم.
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استفاده از آن ها را مي دانند؟
راس3 (1998) معتقد است كه استدلال تنها يك مهارت 
ــت، بلكه مهارتي اساسي در زندگي است و براي  رياضي نيس
ــب كنند، معلمان بايد رياضي را  اينكه دانش آموزان آن را كس
ــور كه نقش  ــي زنده، مهيج و پرش به عنوان يك موضوع درس
ــد، در نظر بگيرند.  ــه اي ايفا مي كن مؤثري در آموزش مدرس
ــد به ماهيت  ــت كه معلمان باي ــر اين باور اس ــن او ب همچني
ــا را به صورت  ــياري از موقعيت ه ــي كه هم بس ــري رياض نظ
آرماني درمي آورد، و هم از مفاهيم مجرد تفسيرهاي كاربردي 

مي سازد، توجه داشته باشند.
اعضاي «شوراي ملي معلمان رياضي آمريكا و كانادا»4 نيز 
ــتانداردهاي رياضيات مدرسه اي» بيان  در كتاب «اصول و اس
ــتدلال و اثبات رياضي، درك و بينش افراد را  مي دارند كه اس
ــعه مي دهد. همچنين آن ها بيان  در پديده هاي متفاوت توس
مي دارند، افرادي كه استدلال مي كنند و داراي تفكر تحليلي 
هستند، قادرند كه الگوها، ساختارها و نظم موجود در جهان 

واقعي را به خوبي درك كنند.
ــتدلال، فهم  بـال و باس5 (2003) معتقدند كه بدون اس
ــدا مي كند. آن ها در  ــزاري و رويه اي پي ــي تنها جنبة اب رياض
تحقيقات خود نتيجه مي گيرند، دانشي كه فاقد توجيه كردن 
ــد.  ــتدل باش ــت، به راحتي مي تواند غيرمنطقي و غيرمس اس
ــتدل به جاي  ــوان يك علم مس ــه رياضيات به عن هنگامي ك
مجموعه اي از رويه ها ياد گرفته مي شود، دانش به دست آمده 
به راحتي مي تواند بازسازي شود؛ حتي وقتي كه حافظه، رويه ها 
را فراموش مي كند. آن ها بر اين باورند كه استدلال رياضي به 
ــازه مي دهد، بين دانش جديد و دانش قبلي  يادگيرندگان اج

اتصال برقرار كنند.
ــتدلال رياضي  بروديـه6 (2010) نيز بيان مي دارد كه اس
به دانش آموزان كمك مي كند، فعاليت هاي رياضي را به عنوان 
ــجم و پيوسته ببينند و مفاهيمشان را به  يك مجموعة منس

موقعيت هاي ديگر ارتباط دهند.
ــات مي تواند  ــت كه رياضي ــر اين باور اس وو7 (1996) ب
ــم آورد تا بين آنچه كه  ــراي دانش آموزان فراه موقعيتي را ب
درست است و آنچه كه تنها درست به نظر مي آيد، تمايز قائل 
شوند و ضروري است كه آن ها اين مهارت ها را بياموزند (نقل 
شده در: Varghese, 2007). لذا به دليل اهميت استدلال هاي 
ــك ابزارها و زبان  ــد از ابتدا به كم ــي، دانش آموزان باي منطق
ــوند تا در ورود به  ــب، با ارزش اين استدلال ها آشنا ش مناس

مباحث پيرامون اثبات هاي رسمي با مشكل مواجه نشوند.
در ادامه به بررسي مفهوم استدلال در رياضيات و جايگاه 

آن در رياضيات مدرسه اي خواهيم پرداخت.

     استدلال و جايگاه آن در رياضيات
ــترده، استدلال را به عنوان  ليتون8 (2003) به معناي گس
فرايند «هماهنگي»9 شواهد، باورها و انديشه ها براي نتيجه گيري 
ــت، تعريف مي كند. علاوه بر اين، او  ــت اس در مورد آنچه درس
ــتدلال كردن فرايندي است كه به عنوان يك  معتقد است اس
«ميانجي»10 و واسطه عمل مي كند و اثرات و نشانه هاي خود 
ــاً در هر چيزي كه ما انجام مي دهيم و يا در مورد آن  را تقريب
فكر مي كنيم، برجاي مي گذارد؛ زيرا همة اين فرايندها شامل 
استنباط كردن و نتيجه گيري هستند. در واقع ليتون (2003) بر 
اين باور است كه همة ما در انجام كارهاي مختلف، براي مثال 
ــف و يا  هنگام يادگيري مطالب، تحليل، قضاوت، ارزيابي، كش
بهينه سازي، در حال نتيجه گيري و استنباط از اطلاعات، عقايد 

و باورهايمان هستيم.
ــن باورند كه فرايند  بيرنـه11 و جانسـون12 (1993) بر اي
ــت كه از اصول و شواهد  ــتنباط هايي اس ــتدلال شامل اس اس
به دست مي آيند و به وسيلة آن، افراد نتايج جديدي را استنتاج 
ــي و ارزيابي قرار  ــده را مورد بررس مي كنند و يا نتيجة ارائه ش
.(Christou & Papageorgiou, 2007 :نقل شده در) مي دهند

وبستر13 (1982) فرايند استدلال را به عنوان توانايي تفكر 
ــجم و منطقي و استنتاج نتايج از بين حقايق مفروض و  منس

.(Mansi, 2003 :نقل شده در) آشنا تعريف مي كند
بروديه (2010) نيز معتقد است كه حاصل فرايند استدلال، 
يك متن، گفت وگو و يا يك نوشته است كه براي نتيجه گيري 
نهايي از اسناد و شواهدي كه در جامعة موردنظر، قابل قبول و 

مورد پذيرش هستند، استفاده مي شود.
ــتدلال كردن، شامل فرايند  به طور كلي مي توان گفت اس
تفكر، نتيجه گيري و ارتباطات بين تجربه ها و دانشي است كه 
فرد براي توضيح آنچه كه مي بيند، مورد استفاده قرار مي دهد. 
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براساس تعاريف بيان شده مي توان گفت، استدلالي كه در حوزة 
رياضيات و با توجه به منطق و واقعيات موجود در رياضي ارائه 
مي شود، «استدلال رياضي» ناميده مي شود. مانسي (2003) 
ــتدلال رياضي را  ــتر از استدلال، اس ــاس تعريف وبس نيز براس
ــجم و منطقي و استنتاج از حقايق  به عنوان توانايي تفكر منس

رياضي آشنا يا مفروض، تعريف مي كند.
همچنين ياكل14 و هنا (2003) استدلال رياضي را استفاده 
از «استقرا»15، «استنتاج»16 و «استنباط»17 براي نتيجه گيري 
در مورد «كميت »18ها و «ساختار»19ها توصيف و آن را به عنوان 
«فعاليتي جمعي»20 معرفي مي كنند كه در آن، يادگيرندگان 

در تعامل با يكديگر براي حل مسائل رياضي شركت دارند. 
(Yankelewitz, Mueller & Maher, 2010 :نقل شده در)

ــگام ارائة يك  ــت كه هن بروديـه (2010) بر اين باور اس
استدلال، شيوه هايي از تفكر ايجاد مي شوند كه مي توانند شامل 
فرايندهايي از جمله متقاعد شدن فرد و متقاعد كردن ديگران 
در مورد يك ادعاي خاص، حل يك مسئله و پيوستن تعدادي 

مفاهيم به يك مجموعة منسجم و كلي تر باشند.
يانكلويتز  (2009) نيز معتقد است كه توانايي براي متقاعد 
ــتي و صحت يك گزاره از طريق  ــردن ديگران در مورد درس ك

بحث و توجيه، اساس استدلال رياضي را تشكيل مي دهد.
ــتدلال معرفي  لايتنر21 (2000) چهار گام را در فرايند اس
ــئله به روش پوليا  ــابه مراحل حل مس مي كند كه تقريباً مش

(1954) است: 
1. ابتدا موقعيتي «سؤال  برانگيز»22 و دشوار پيدا مي شود كه 

مشخص نيست چگونه بايد اقدام كرد.
ــئله  ــلاش مي كند كه راهبردي براي حل مس ــخص ت 2. ش
ــازد و يا كشف كند). سپس  انتخاب كند (به ياد آورد، بس
ــئله را حل  ــي مي كند كه آيا راهبرد موردنظر، مس بررس
مي كند يا نه و اگر نه، به  دنبال راهبرد ديگري خواهد بود.

ــود، مي تواند از  3. اين مرحله كه اجراي راهبرد ناميد مي ش
طريق استدلال هاي تأييدكننده حمايت شود؛ بدين صورت 
ــخص در پي آن است كه: آيا راهبرد موردنظر به كار  كه ش
مي آيد؟ وگرنه دوباره راهبرد ديگري انتخاب و اجرا مي شود.

4. در مرحلة آخر، يعني نتيجه گيري، بعد از طي مراحل بالا 
يك نتيجة كلي به دست مي آيد.

        تعميم و توجيه در استدلال رياضي
ــتدلال  ــم براي اس ــي مه ــق دو ويژگ ــات تحقي در ادبي
ــاي مرتبط با آن، مثلاً  ــود و ديگر فعاليت ه رياضي بيان مي ش
ــي و برقراري  ــي، بازنماي ــتن با نمادهاي رياض ــروكار داش س
ــود را ايفا  ــش خ ــا نق ــن ويژگي ه ــت از اي ــاط، در حماي ارتب

ــتند  ــن دو ويژگي «تعميم»23 و «توجيه»24 هس مي كنند. اي
(Brodie, 2010; Ball & Bass, 2003). توجيه كردن به معناي 
«ارائة دلايل كافي» است و يك فعاليت مهم رياضي محسوب 
مي شود كه به افراد اجازه مي دهد، بين مفاهيم و قسمت هاي 
ــزاره ارتباط برقرار كنند و براي تأييد ادعاها و  گوناگون يك گ
ــواهد لازم را ارائه و مفاهيم و  ــيه هاي خود، مدارك و ش حدس
ايده هاي جديد رياضي را توسعه دهند. فرايند تعميم نيز شبكه اي 
به هم پيوسته از دانش و مفاهيم رياضي را ايجاد مي كند و امكان 
حل مسئله را فراهم مي كند؛ زيرا به  يادگيرنده كمك مي كند 
ــاختار زيربنايي مسئله يا دسته هاي بزرگ تري از مسائل  تا س
ــوند، ببيند. به طور كلي، زماني  و ايده هايي را كه مطرح مي ش
كه يادگيرندگان استدلال رياضي مي كنند، از طريق توجيه و 

.(Brodie, 2010) تعميم با رياضيات ارتباط برقرار مي سازند

                 روش هاي استدلال
براساس تحقيقات انجام شده (استايليانيدز و استايليانيدز، 
2008؛ كريمي و فردين پور، 1385؛ جليلي، 1385؛ جهانشاهي، 
ــتدلال به صورت زير  1380؛ عين اللهي، 1379)، روش هاي اس

طبقه بندي مي شوند: 
ــاهده  ــطة آنچه مش ــن روش به واس 1. روش شـهودي25: اي
ــمان به  ما مي گويد، به دست  مي كنيم يا آنچه كه احساس
مي آيد كه روشي علمي و مطمئن به شمار نمي آيد؛ اما به 

فهم بهتر مفاهيم رياضي كمك مي كند.
2. روش تمثيلي26: در اين روش از طريق تمثيل بين مفاهيم 
ــباهت و يكساني دست مي يابيم. اين  گوناگون به نوعي ش
ــهودي مؤثر واقع  ــد در ايجاد زمينه هاي ش روش مي توان
ــزارة «هر  ــت بودن گ ــود. براي مثال، با توجه به  درس ش
مستطيل يك متوازي الاضلاع است» و «مربع، نوع خاصي 
از مستطيل است»، مي توان نتيجه گرفت كه: «مربع يك 

متوازي الاضلاع است.»
ــه  معناي نتيجه گيري و  3. روش اسـتقرايي27 ـ تجربي: ب
كشف حقايق كلي بر مبناي وقايع جزئي و دستة محدودي 
ــت. در رياضي از اين روش براي بناكردن  از مشاهدات اس

يك قانون كلي استفاده مي شود، نه براي اثبات آن.
4. روش استنتاجي28: اين روش شامل دنباله اي از گزاره هاست 
ــاس  ــتند و براس ــه به طور منطقي با هم در ارتباط هس ك
ــده، به يك نتيجه گيري  حقايق و واقعيت هاي پذيرفته ش

درست منتهي مي شوند.
ــوراي ملي معلمان رياضي آمريكا و كانادا نيز در كتاب  ش
«اصول و استانداردهاي رياضيات مدرسه اي» (2000) به طور 
مفصل و جزئي انواع مهارت هاي استدلالي موردنياز دانش آموزان 

در ادبيات تحقيق 
دو ويژگي مهم 
براي استدلال 

رياضي بيان 
مي شود و ديگر 

فعاليت هاي 
مرتبط با آن، مثلاً 
سروكار داشتن با 
نمادهاي رياضي، 

بازنمايي و 
برقراري ارتباط، 

در حمايت از 
اين ويژگي ها 

نقش خود را ايفا 
مي كنند
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را برمي شمارد و تأكيد مي كند كه آموزش اين مهارت ها بايد در 
تمام سطوح تحصيلي مورد توجه قرار گيرد.

                 طبقه بندي استدلال ها از نگاه برخي محققان
بال و باس (2003) دو مفهوم «استدلال» و «معناسازي»29 
ــازي را فرايندي  ــته اند. آن ها معناس را از يكديگر متمايز دانس
شخصي مي دانند كه خود فرد آن را انجام مي دهد. اما استدلال 
به مجموعه اي از هنجارهاي مشترك جمعي اطلاق مي شود كه 
براساس نظم و انضباط پايه ريزي شده اند. هر چند اين محققان 
از جامعه و هنجارها توضيح شفافي ارائه نكرده اند، اما اظهارنظر 
ــتدلال  ــت كه فرايند اس تلويحي و ضمني آن ها بدين گونه اس
ــتيابي به يك جمع بندي  ــي رخ مي دهد كه براي دس هنگام
ــترك دربارة اصول مورد بحث، نظرات و ايده هاي مختلف  مش
ــتدلال  مورد آزمايش قرار مي گيرند. بال و باس (2003) «اس
ــي»31 را نيز از يكديگر  ــتدلال توجيه كاوش گرايانه»30 و «اس
ــتدلال كاوشگرايانه مبين  متمايز مي دانند. آن ها معتقدند اس
استدلالي است كه به كشف و توضيح ايده هاي جديد رياضي 
مي انجامد و استدلال توجيهي استدلالي است كه براي توجيه 

و اثبات ادعاهاي رياضي به كار مي رود.
ــط پوليا (1954) نيز بيان مي شود. او بين  اين تمايز توس
ــمي مورد  ــي»32 كه براي ارائة اثبات هاي رس ــتدلال «اثبات اس
استفاده قرار مي گيرد، و استدلال هاي محتمل (قابل قبول33) 
ــوند، تمايز قائل  ــم رياضي ارائه مي ش ــف مفاهي كه براي كش
مي شود. پوليا (1954) معتقد است كه در بسياري از موارد، نوع 
ــتدلال مورد استفاده توسط رياضي دانان و  دوم در الگوهاي اس

دانشجويان رياضي، مورد غفلت قرار مي گيرد.
(yankelewitz, 2009 :نقل شده در) 

همچنين پوليا (1954) به استدلال «راه يابانه»34 (اكتشافي) 
اشاره مي كند و بيان مي دارد كه اين نوع استدلال، نه به عنوان 
استدلالي قطعي و نهايي، بلكه تنها به عنوان ابزاري موجه نما و 
موقتي در نظر گرفته مي شود و هدف آن، كشف راه حل مسئله 
ــت. او عقيده دارد: «هنگامي كه مي خواهيم برهاني قطعي  اس
بسازيم، به استدلال راه يابانه نياز داريم. بدان گونه كه براي برپا 

داشتن پل، نخست به چوب بست ها نيازمنديم» (ص 50).
لايتنر (2008) نيز بين دو نوع استدلال تمايز قائل مي شود 

كه عبارت اند از: 
1. استدلال تقليدي35: كه از روي عادت و تكرار ياد گرفته 

مي شود و دو نوع دارد كه عبارت اند از: 
 اسـتدلال به ياد سپاري (مربوط به حافظه)36: براي مثال، 
ــتفاده از يك جواب  ــئله را با اس دانش آموزي كه يك مس
ــي يا حل شده توسط معلم،  كامل و معين در كتاب درس

حل مي كند.
ــئله از طريق   اسـتدلال الگوريتمي37: كه در آن يك مس

به كار بردن رويه اي معين حل مي شود.
ــامل دنباله اي از استدلال هاي  2. اسـتدلال خلاقانه38: ش
ــاس اصول رياضي هستند. تفاوت  جديد است كه براس
ــتدلال تقليدي و خلاقانه اين است كه نوع  مهم بين اس
ــامل تفكر مفهومي و تحليلي نيست، در  اول ضرورتاً ش
ــد تفكري براي  ــة لايتنر، چنين فراين ــه به گفت حالي ك

استدلال خلاقانه ضروري است.

              استدلال در رياضيات مدرسه اي
ــي در رياضيات  ــتدلال بخش مهم ــا كه فرايند اس از آنج
ــود، لذا اين فرايند براي يادگيري در رياضيات  محسوب مي ش
ــا (2003)  ــت. ياكل و هن ــز ضروري و مهم اس ــه اي ني مدرس
ــد مي كنند كه بايد براي همة دانش آموزان از همان اوايل  تأكي
تحصيلات در مدارس ابتدايي، محيط حمايتي مناسبي براي 
تأييد يا رد ادعاها ايجاد شود. تحقيقات نشان مي دهند، تدريس 
صرف الگوريتم ها مي تواند براي توسعة استدلال دانش آموزان 

بي فايده و حتي مضر باشد 
(Mueller, 2007 :نقل شده در)
ميولر (2007) معتقد است: هنگامي كه رياضيات به عنوان 
ــد «قانون مدار»39  ــتدلالي در مقابل يك فراين ــك فرايند اس ي
پذيرفته مي شود، آن گاه شرايط جمعي (محيط اجتماعي)40 نيز 
ــال، ايجاد فضايي كه در آن  ــود. براي مث بايد در نظر گرفته ش
دانش آموزان بتوانند به عنوان يك جامعة يادگيرنده در تعامل با 
يكديگر باشند و نظرات خود را مورد نقد و بررسي قرار دهند، 
يكي از شرايط ضروري فرايند استدلال در رياضيات مدرسه اي 
است. اين فرايند مي تواند به توجيه و اثبات رياضي منجر شود. 
برخي از تحقيقات نيز نشان مي دهند كه ساخت اثبات توسط 
دانش آموزان، با تشويق آن ها به توجيه راه حل هايشان در كلاس 

درس اتفاق مي افتد.
(Mueller & Maher, 2009)

ــي كه  ــر و ديويـس41 (1995)، موقع ــة ماه ــق گفت طب
ــان در رياضيات  ــي و انتقال ايده هايش ــوزان به بررس دانش آم
ــويق مي شوند، قادر خواهند بود كه شكل هايي از استدلال  تش
ــان حرفه اي انجام مي دهند،  ــي كه رياضي دان را به همان روش
ــا معتقدند كه روش  ــرار دهند. در واقع آن ه ــتفاده ق مورد اس
ــان و  دانش آموزان براي تنظيم ايده ها، بحث در مورد تفكراتش
همچنين ابداع روش هايي براي متقاعد كردن خود و ديگران، 
مشابه كار رياضي دانان در فرايند استدلال است (نقل شده در: 

.(Mueller, 2007

پوليا: 
 «هنگامي كه 
مي خواهيم 
برهاني قطعي 
بسازيم، 
به استدلال 
راه يابانه نياز 
داريم. بدان گونه 
كه براي برپا 
داشتن پل، 
نخست به 
چوب بست ها 
نيازمنديم»
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(Stylianides & Styliandes, 2008) «.جدول 1. سه نوع استدلال استنتاجي براي تأييد گزارة «حاصل جمع دو عدد فرد، عددي زوج مي شود

اثبات با استفاده از شكلاثبات با استفاده از نمادهاي جبرياثبات با استفاده از زبان عاميانهمراحل استدلال

مرحلة اول

اعداد فرد، اعدادي هستند كه اگر شما 
آن ها را به صورت جفت جفت كنار هم 

قرار دهيد، يكي اضافه مي آيد.

 2n +1 ــكل اعداد فرد اعدادي به ش
هستند كه n يك عدد صحيح است.

اعداد فرد به اين شكل هستند: 

مرحلة دوم

ــتند كه اگر  ــداد زوج، اعدادي هس اع
به صورت جفت جفت دسته بندي شوند، 

هيچ چيز اضافه نمي آيد.

 n 2 هستند كهn اعداد زوج به شكل
يك عدد صحيح است.

اعداد زوج به شكل زير هستند: 

مرحلة سوم

ــرد را با هم جمع  ــما دو عدد ف اگر ش
كنيد، آن دسته هاي تك عضوي كه از 
هر كدام باقي مي مانند، وقتي در كنار 
هم قرار مي گيرند، يك جفت را تشكيل 

مي دهند.

ــما دو عدد فرد را با هم جمع  اگر ش
كنيد، داريم: 

(2a +1) +(2b +1)=
(2a +2b) +(1+1)=
2(a + b +1)

اگر دو عدد فرد را با هم جمع كنيم، داريم: 

مرحلة چهارم

ــورت  ــد به ص ــل مي توان ــدد حاص ع
جفت جفت دسته بندي شود. پس عدد 

حاصل يك عدد زوج است.

عدد حاصل به صورت 2n، و بنابراين 
زوج است.

اعداد حاصل به شكل يك عدد زوج هستند.

=+

=

ــد، اغلب دانش آموزان  ميولر و همكاران (2010) معتقدن
هنگام توضيح و توجيه تفكراتشان با مشكل مواجه مي شوند. 
آن ها بيان مي دارند كه اگرچه ممكن است دانش آموزان بتوانند 
ــائل پيچيده را حل كنند، اما در اغلب موارد قادر  برخي از مس
به توجيه راه حل هايشان نيستند و يا نمي توانند به خوبي فرايند 
چگونگي رسيدن به جواب را توضيح دهند. يكي از دلايل اين 
ــكل مي تواند تأكيد بيش از اندازة معلمان در كلاس درس  مش
بر يادگيري حقايق رياضي، مهارت ها و رويه هاي مورد نياز تنها 
ــائل الگوريتمي و سرراست باشد. در اين صورت  براي حل مس
ممكن است توانايي دانش آموزان براي استدلال كردن به تعويق 
ــر را به طور كامل و  ــد. تا زماني كه آن ها مفاهيم موردنظ بيفت
به خوبي نفهميده باشند، در به كارگيري اين مفاهيم در استدلال 

و بحث هايشان با مشكل مواجه خواهند بود.
بايد توجه داشت كه برخي مواقع دانش آموزان نمي توانند 
شكل رسمي و نمادين استدلال هاي استنتاجي را به خوبي درك 
ــروع كار با استدلال  كنند. در اين گونه موارد مي توانند براي ش
استنتاجي از شكل هاي غيررسمي آن در آموزش استفاده كنند. 
براي مثال، استايليانيدز و استايليانيدز (2008) سه نوع اثبات 
را كه هر سه برپاية استدلال استنتاجي اند، براي تأييد گزارة زير 

ارائه مي دهند كه در جدول 1 مشاهده مي شود: 
                                            «حاصل جمع دو عدد فرد، عددي زوج مي شود.»                                                        

ــتايليانيدز و استايليانيدز  ــد، اس ــاره ش همان گونه كه اش
ــتدلال  ــاس اس ــده براس ــه روش ارائه ش ــد كه هر س معتقدن
ــت  ــتند و تنها نحوة بيان آن ها متفاوت اس ــتنتاجي هس اس
(تصويري42، جبري، روايتي43) و هر كدام از اين روش ها با توجه 
ــرايط دانش آموزان قابل استفاده اند. لازم به ذكر است كه  به ش
گرچه نتايج رياضي در قالب استدلال هاي رسمي و منطقي ارائه 
ــوند، ولي اين نتايج برگرفته از استدلال هاي غيررسمي  مي ش
ــي نيز مهارت  ــتند. برخي از محققان آموزش رياضي دانان هس
ــتدلال هاي غيررسمي را مورد تأكيد قرار داده  اند و بيان  در اس
مي دارند كه بسياري از تكاليف مرتبط با استدلال در كتاب هاي 
ــعة مهارت هاي  ــمي دارند و لذا توس ــي ماهيت غيررس درس
ــر زيادي در افزايش  ــوزان در اين زمينه مي تواند تأثي دانش آم
ــتدلال هاي رسمي داشته باشد  توانايي آن ها به منظور ارائة اس

.(Wu & Tsai, 2007)
ــان مي دهد كه وقتي  ماك44 (1990) در مطالعة خود نش
ــائل  ــمي خود براي حل مس ــش غيررس ــوزان از دان دانش آم
ــا و رويه ها مي پردازند؛  ــتفاده مي كنند، به ايجاد الگوريتم ه اس
ــا نمونه هاي  ــن الگوريتم ها ب ــوارد اي ــي م ــد در برخ هر چن
ــده در مدارس تفاوت دارند (نقل شده در:  ــنتي تدريس ش س
ــود  ــق خ ــز در تحقي Mueller, 2007). مـور45 (1994) ني
ــجويان بدون درك و فهم غيررسمي مفاهيم  دريافت كه دانش
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ــر را ياد بگيرند و توضيح دهند كه  نمي توانند تعريف موردنظ
اين خود يكي از علل شكست دانشجويان در ارائة اثبات است 
ــده در: Hawro, 2007). هيلي و هويلز (2000)  نيز  (نقل ش
معتقدند براي توسعه و بهبود توانايي و شايستگي دانش آموزان 
ــتنتاجي، ابتدا بايد توانايي آن ها در  ــتدلال هاي اس در ارائة ا س
ــمي و روايتي تقويت شود. علاوه بر اين،  استدلال هاي غيررس
كريستو و پاپاجرجيو (2007)، در مطالعة خود نشان داده اند 
كه استفادة بجا و مناسب از استدلال استقرايي نيز (به خصوص 
در دورة ابتدايي) مي تواند نقش مهمي در يادگيري رياضيات و 

موقعيت هاي حل مسئله داشته باشد.
دويلي يرز46 (2003) نيز در مورد نقش استدلال استقرايي 
ــي در رياضيات صحبت مي كند و برخي از كاركردهاي  و قياس
اين شكل از استدلال را هنگام انجام فعاليت هاي رياضي، مانند 
حدسيه سازي، ساخت يك گزاره و يا ارائة يك مثال نقص نشان 
مي دهد. او معتقد است كه رياضي دانان قبل از اينكه مسئله را 
از يك ديدگاه استنتاجي بررسي كنند، از روش هاي استدلال 
استقرايي، شهودي و يا قياسي استفاده كنند. در واقع اين نوع 
ــتدلال ها پيش زمينه اي براي اثبات هاي رسمي هستند.  از اس
ــتدلال ها محدوديت هايي  دويلي يرز تأكيد مي كند كه اين اس
ــته باشد كه آن ها  ــخص هميشه بايد در ذهن داش دارند و ش
براي ضمانت درستي گزاره هاي رياضي كافي نيستند و مفاهيم 

رياضي را همانند استدلال استنتاجي توضيح نمي دهند.
.(yankelowitz, 2009 :نقل شده در) 

ــت كه براي حل  ــا (1954) معتقد اس ــر اين، پولي علاوه ب
ــهودي مقدم  ــتدلال ش ــئله و يا اثبات يك گزاره، گاه اس مس
است و گاه استدلال صوري و گاه توأماً استفاده كردن از آن ها 
ــت. البته بايد توجه داشت كه تا قبل از  ــودمند و جالب اس س
ورود به دبيرستان، دانش آموزان بايد با محدوديت هاي استدلال 
غيراستنتاجي آشنا شوند. شوراي ملي معلمان رياضي آمريكا و 
كانادا (2000) نيز بيان داشته است كه دانش آموزان كلاس هاي 
ششم تا هشتم به منظور استفاده از استدلال استقرايي به طور 
ــب، بايد محدوديت ها و همچنين شيوة استفاده از آن را  مناس
بدانند؛ زيرا بسياري از تكاليف آن ها بر استدلال هاي استقرايي 
تكيه دارند. لازم به ذكر است كه در فرايند توجيه، اصلاح و رد 
ــيه ها، فرصت آشنايي با محدوديت ها و كاربرد استدلال  حدس

استقرايي نيز براي دانش آموزان فراهم مي آيد.
(Paddack, 2009) 

ــياري از  ــه در بس ــت ك ــد اس واتسـون47 (2008) معتق
ــتقرايي و استنتاجي  ــتدلال هاي اس ــه، اس كلاس هاي مدرس
هم زمان با هم معرفي مي شوند و مورد استفاده قرار مي گيرند. 
ــب از اين دو روش توسط  بايد توجه داشت كه استفادة مناس

ــتدلال  ــعة توانايي آن ها در اس ــوزان و همچنين توس دانش آم
استنتاجي ضروري و البته تاحدودي مشكل است (نقل شده در: 
استيسي و وينكنت، 2009). با وجود اين، استايليانيدز (2005) 
بر اين باور است كه فرصت هاي آموزشي، دانش آموزان را بيشتر 
براي استدلال استقرايي آماده مي كنند تا استدلال استنتاجي. 
ــتدلال و اثبات به طور ناهموار و  از نقطه نظر او فرصت هاي اس
ــطوح متفاوت تحصيلي و مفاهيم گوناگون در  نامتوازن در س

درس هاي رياضي توزيع شده اند.
مانسي (2003) معتقد است، قبل از اينكه از دانش آموزان 
ــته شود به نوشتن اثبات بپردازند، بايد توانايي و مهارت  خواس
استدلال رياضي در آن ها توسعه يابد. در واقع گسترش توانايي 
ــرا يك گزارة  ــتدلال و توجيه اينكه چ ــوزان براي اس دانش آم
رياضي برقرار است و يا چرا يك روية خاص درست است، بايد 
به عنوان قسمت مهمي از آموزش رياضيات محسوب شود؛ زيرا 
ــتدلال در  دانش آموزاني كه مهارت هاي مربوط به توجيه و اس
ــود به احتمال زياد با مفهوم اثبات مشكل  آن ها تقويت نمي ش

پيدا خواهند كرد.
ــت عنوان «قلمرو  ــي را تح ادوارد48 (1997) اصطلاح
پيش از اثبات»49 در مورد دانش آموزان مطرح مي كند. اين 
ــيوه هاي تفكر، گفت وگو و فعاليت هايي  ــامل ش اصطلاح ش
ــف گزاره هاي رياضي است. در واقع  است، كه هدفشان كش
او معتقد است، قلمرو پيش از اثبات، همان استدلال رياضي 
ــوند تا مهارت  ــا آن درگير مي ش ــه دانش آموزان ب ــت ك اس
ــمي در آن ها توسعه يابد. او پنج نوع  نوشتن اثبات هاي رس
ــاً در قلمرو پيش از اثبات به  ــتدلالي را كه عموم فعاليت اس
ــود و داراي سلسله مراتب هستند، چنين  آن ها توجه مي ش

مطرح مي كند:
1. شـناخت و سـاخت الگوها50: اولين مهارت، شناخت و 

ساخت الگوها يا قوانين براي كشف مسائل معين است.
2. توصيف51  الگوها: پس از تسلط بر مرحلة اول، دانش آموزان 
شروع به توصيف الگوها از طريق قانون گذاري به صورت 
رسمي (استفاده از نمادهاي جبري) يا غيررسمي (مثلاً 

توصيف روايتي) مي كنند.
ــة دوم،  ــر مرحل ــلط ب ــس از تس 3. حدسيه سـازي52: پ
دانش آموزان حدسيه سازي مي كنند. يعني قادر هستند 
ــت  ــه الگو يا قانوني را بيان كنند كه به طور كلي درس ك
است؛ گرچه آن ها هنوز ضرورت اثبات كردن را نمي دانند.

4. استدلال استقرايي: ممكن است دانش آموزان با بررسي 
چند مثال و مورد خاص، درستي حدسشان را تأييد كنند 

و بگويند كه گزارة موردنظر هميشه درست است.
5. استدلال استنتاجي: موقعي كه دانش آموزان با استفاده 

مانسي:
 قبل از اينكه 
از دانش آموزان 
خواسته شود 
به نوشتن 
اثبات بپردازند، 
بايد توانايي و 
مهارت استدلال 
رياضي در آن ها 
توسعه يابد
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ــعي مي كنند كه  ــده س از اصول موضوعه53 و قضاياي ثابت ش
درستي حدس خود را تأييد كنند، از استدلال استنتاجي بهره 
ــخص براي يادگيري فرايند اثبات  مي گيرند. در اين مرحله ش

آماده است.
بروديه (2010) بيان مي دارد كه براي برخي از رياضي دانان 
ــتدلال رياضي با اثبات برابر دانسته  ــي، اس و برنامه ريزان درس
شده است، در حالي كه برخي ديگر معتقدند كه اثبات شكلي 
ــت. او معتقد است كه اثبات رسمي  ــتدلال و توجيه اس از اس
ــه يك توجيه يا توضيح كافي از مفاهيم رياضي را ارائه  هميش
نمي دهد. گرچه اثبات هاي رسمي مدت زيادي است كه براي 
توليد دانش رياضي بدون خطا تدريس مي شوند، اما در حقيقت 
ــت. براي مثال، بيشتر معلمان رياضي از طريق  بدين گونه نيس
ــتدلال يك صفحه اي از «قضية فيثاغورس» قانع  ارائة يك اس
ــوند، در حالي كه يك اثبات دقيق منطقي در مورد اين  مي ش
ــت (دويلي يرز، 1990 نقل شده  موضوع، حدود 80 صفحه اس
ــات، ما را از عدم اطمينان و  ــع اثب در: Brodie, 2010). در واق
ــمان حفظ نمي كند، اما در عين حال،  غيرمنطقي  بودن دانش
يك بخش مهم و ضروري از استدلال رياضي است كه به عنوان 

شكل ويژه اي از استدلال، توجيه و تعميم در رياضيات آموخته 
 .(Brodie, 2010 :هنا و جانك، 1996، نقل شده در) مي شود

         بحث و نتيجه گيري
ــي براي  ــتدلال هاي منطق ــت اس ــه كه اهمي همان گون
ــت، دانش آموزان و معلمان نيز  رياضي دانان مشخص شده اس
ــات رياضي را در آموزش  ــتدلال و اثب بايد اهميت و معناي اس
ــتفاده از انواع روش هاي استدلال  درك كنند. به طور كلي، اس
براي آموزش و ارائة اين مفاهيم در رياضيات مدرسه اي مناسب 
است، اما بايد دقت داشت كه هر كدام از اين روش ها در جاي 
ــرايط دانش آموزان مورد استفاده قرار  ــب و با توجه به ش مناس
گيرد تا آن ها نيز براي دقت و رسيدن به اعتبار مورد نياز در اين 

زمينه، ارزش قائل شوند.
ــوزان از مثال ها و  ــتفادة دانش آم برخي از تحقيقات به اس
ــتقرايي در تأييد گزاره ها و عدم توانايي آن ها در  ــتدلال اس اس
تمايز بين روش هاي متفاوت استدلال و اثبات اشاره مي كنند. 
بايد توجه داشت كه هرچند استفادة مناسب از استدلال هاي 
ــمي در آموزش رياضيات مدرسه اي امري  استقرايي و غيررس

ــه  ــورج (1386). چگون ــا، ج 1. پولي
مسئله را حل كنيم. ترجمة احمد 

آرام. كيهان. تهران. چاپ هشتم.
2. جليلي، ميرزا (1385). «اثبات در 
ــتگاه رياضي». مجلة رشد  يك دس

آموزش رياضي. شمارة 83.
 .(1380) ــد  محم ــاهي،  جهانش  .3
اصول فراگيري و آموزش رياضيات 
دبيرستان و پيش دانشگاهي. (چاپ 

دوم). تهران. انتشارات مدرسه.
 .(1379) ــا  عليرض ــي،  عين الله  .4
ــتدلال در رياضيات.  روش هاي اس

پسين. تهران.
ــس  يون ــور،  فردين پ ــي  كريم  .5
ــتدلال در  ــات و اس (1385). «اثب
ــه اي»، مجلة رشد  رياضيات مدرس

آموزش رياضي. ش 83.
ــا  ــين نژاد، غلامرض ــي حس 6. حاج
 .(1389) ــن  سوس ــي زاده،  بالغ و 
«تأثير آموزش مبتني بر «تدريس 
ــي  براي فهميدن» بر برنامة درس
ــده ـ  درس تاريخ هنر».  تجربه ش
ــي  فصل نامة مطالعات برنامة درس

ايران. ش 17.
ــي  ــت (1385). «رياض 7. راس، كن
ورزيدن و اثبات: جايگاه الگوريتم ها 
ــه اي.  ــات در رياضيات مدرس و اثب
ــرادي و محبوبه  ــة فاطمه م ترجم
ــد آموزش  ــة رش ــريعتي. مجل ش

رياضي. ش 83.
8. ملكي، حسن و حبيبي پور، مجيد 
ــرورش تفكر انتقادي  (1385). «پ
ــت»،  ــي تعليم وتربي ــدف اساس ه
ــي.  ــة نوآوري هاي آموزش فصل نام

ش 19.
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ــي را به گونه اي فراهم  ــرايط آموزش ــت، اما بايد ش ضروري اس
ــتدلال هاي استنتاجي پي  كرد كه دانش آموزان به ضرورت اس
ببرند. با وجود اينكه مدرسه مكان مناسبي براي پرورش تفكر 
ــتدلالي دانش آموزان است، اما همان گونه كه  و مهارت هاي اس
آندرسـون54 و همكارانش (2000) بيان مي كنند، لازم است 
ــود كه آيا بين آموخته هاي دانش آموزان و توانايي  مشخص ش
آنان در حل مسائل زندگي حال و آينده ارتباطي وجود دارد يا 

.(Kuhn, 2008 :نقل شده در) نه
در اين راستا، يكي از وظايف معلمان رياضي اين است كه در 
كلاس درس، فرصت ها و شرايطي را فراهم نمايند كه در قالب 
ــتدلال هاي  ــوزان از اهميت و ضرورت اثبات و اس آن، دانش آم
معتبر و كاركردهاي مختلف اين مفاهيم، آگاه شوند. مطالعات 
(براي مثال، شونفيلد، 1994؛ بال و باس، 2003؛ استايليانيدز، 
2007 و 2011) نيز نشان مي دهند كه چنانچه محيط حمايتي 
مناسبي براي پرورش و رشد استدلال هاي دانش آموزان فراهم 
ــد در كلاس درس نظرات  ــا بتوانن ــه آن ه ــود، به طوري ك ش
ــيه هاي  ــتدلال ها و حدس ــان كنند، همچنين اس ــود را بي خ
ــي قرار دهند و معلم  ــان را مورد نقد و بررس هم كلاسي هايش

نيز به خوبي اين جريان نقد و بررسي را هدايت و كنترل كند، 
آن گاه اين استدلال ها مي توانند به سمت استدلال هاي رسمي 
ــوق يابند. بدين ترتيب معلمان مي توانند به  و اثبات رياضي س
ــتدلال و اثبات در  ــاي توانايي و مهارت هاي مربوط به اس ارتق
ــك مؤثري كنند. براي مثال، معلم مي تواند  دانش آموزان، كم
بعد از انجام فعاليت ها و تكاليف مربوط به استدلال و اثبات، با 
بيان سؤالاتي همچون: «مي توانيد توضيح دهيد كه چگونه به 
اين جواب رسيده ايد؟» يا «من و هم كلاسي هايتان را از درستي 
جوابتان مطمئن كنيد»، از يادگيرندگان بخواهد كه جوابشان 
ــح دادن» مي تواند فرايند  ــح دهند. زيرا عمل «توضي را توضي
ــود كه آن ها با  ــعه دهد و موجب ش تفكر دانش آموزان را توس
استدلال هاي يكديگر آشنا و براي ساخت ايده هاي مفيد رياضي 

آماده شوند.
اميد است كه با مطالعات بيشتر و عميق تر در كشور خودمان 
بتوانيم در پرورش و توسعة مهارت هاي استدلالي دانش آموزان، 
قدم هاي مؤثري برداريم كه اين كار به تلاش محققان آموزشي 
و معلمان، و همچنين حمايت مسئولان آموزش وپرورش و بها 

دادن به اين تحقيقات نياز دارد.
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آموزشى

     مقدمه
بسـياري از دانش آمـوزان بر ايـن تصورند كه 
مغالطه تنهـا در حوزة رياضيـات رخ مي دهد، 
و غافـل از اين انـد كـه مـا در صحبت هـاي 
روزمره مان، مرتباً و بدون آنكه متوجه باشـيم، 
در شبكة مغالطات مي افتيم و بندي اين بند هاي 

درهم تنيده مي شويم.
در اين مقاله به صورتي بسـيار كوتاه به پاره اي 
از اين مغالطات اشـاره مي كنيم و خاطرنشـان 
مي سـازيم كه مغالطاتِ محاورات بسي بيشتر 
از اين مواردي اسـت كه ما آورده ايم. خواننده 
خود بايد با دقت و فراسـت مواظب باشد كه با 
شناخت آن ها، نه خود در هزارتويشان گرفتار 
آيـد و نه بـه ديگري اجـازة مانـدن در آن را

 بدهد.

 استدلال رياضي، تفكر منطقي، رياضيات واژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژه
مدرسه اي، آموزش رياضي

غلامرضا ياسي پور

مغالطات در محاورات 

     تعريف مغالطه
ــت و در  ــه در لغت، به معني به «غلط افكندن» اس مغالط
اصطلاح منطق، بدين مفهوم است كه از مقدمات استدلالمان، 
با مقدمه يا مقدماتي به ظاهر موجه، نتيجه اي دلخواه را به دست 

آوريم.
و اينك چند مغالطه كه در محاورات روزانه به كار مي روند 

و مشهورترند: 

       مغالطة «كه» و «چه»
حضرت علي(ع) در «نهج البلاغه» مي فرمايد: «انُظُر الِي ما 

قالَ و لاتنَْظُر الي مَن قالَ.»
ــن صورتي در  ــده را به بهتري سـعدي شـيرازي اين قاع
ــت و مي فرمايد: «ببين چه  «گلستان» خود ترجمه كرده اس

مي گويد، مبين كه مي گويد.»
ــويم و  اغلب ما در محاورتمان، مرتكب اين مغالطه مي ش
ــخصي مشهور نقل قول مي كنيم.  براي اثبات عقيده مان از ش
در حالي كه اگر بعضي از سخنان اين شخص درست است، به 
هيچ وجه معلوم نيست كه تمام سخنان او درست باشد. بسيار 
امكان دارد، اين سخني كه از او نقل كرده ايم، سخني نادرست 
ــد. نيز به اين علت كه اگر سخني بشنويم، توقع داريم كه  باش
ــد، و اگر اين چنين نباشد،  گوينده خود به آن عمل كرده باش
آن كلام را حتي در صورت درست بودن قابل قبول نمي دانيم. 
در حالي كه بسيار امكان دارد گوينده اي سخن بسيار درستي 
بگويد، اما خود به آن عمل نكند. مولوي در اين مورد تمثيلي 

مي آورد كه اشاره به همين حالت دارد. او مي فرمايد: 
همچو جوي است او نه آبي مي خورد

آب از او بر آب خواران بگذرد
آب در جو زان نمي گيرد قرار

زانكه آن جو نيست تشنه و آب خوار

سعدي نيز در گلستان با توجه به اين مطلب مي گويد: 
باطل است آنچه مدّعي گويد: 

«خفته را خفته كي كند بيدار» 
مرد بايد كه گيرد اندر گوش
ور نوشته است پند بر ديوار

ــخن اشاره به اين دارد كه آدمي بايد به «چه»  و در اين س
ــد نه به «كه». به عبارت ديگر، اين «سخن»  توجه داشته باش
ــود نه «گويندة سخن». البته در اين  ــت كه بايد بررسي ش اس

مورد بايد معصومان را مستثنا كرد.
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بخش 
اول

       مغالطة جهان بيني
ــاره اي از افراد بر اين تصورند كه چون به اصطلاح دنيا  پ
ــان مي آيد بگويند،  ــد، پس مي توانند هرچه به زبانش ديده ان
ــنوندة آن ها نيز  ــد. از همه مهم تر ش ــت پندارن و آن را درس
ــد و اقرار كند! در حالي كه خبر  ــتي آن گردن نه بايد به درس
ــت كه پنداشته اند و  ــيار وسيع تر از آن اس ندارند جهان بس

جهان بيني شان از آن حقيرتر كه در خاطر نگاشته اند.
مولوي در اين مورد مي فرمايد: 

تو جهان را قدر ديده ديده اي
كو جهان؟ سبلت چرا ماليده اي

(مثنوي)

و بعد اين تمثيل زيبا را مي آورد: 
آن مگس بر برگ كاه و بول خر

همچو كشتي بان همي افراشت سر

گفت من كشتيّ و دريا خوانده ام
مدتي در فهم آن مي مانده ام

اينك اين كشتيّ و اين دريا و من 
مرد كشتي بان و اهل راي و فن 

(مثنوي)

ــاعر معاصر، حميدي  ــخن هم از ش در اين مورد، اين س
شيرازي شنيدني است: 

پشه اي گردان چو گردي در فضا
روي يال شيري افتاد از قضا

بسكه آن ناچيز خودبينيش بود
پيش خود بر شير سنگينيش بود

لحظه اي نگذشته با شير كلان 
گفت آن مسكين لاغر كاي فلان: 

گر تو را بر دوش سنگينيم ما 
زود گو تا بيش ننشينيم ما 

شير گفت از اين زمان تا هر زمان 
هر كجايي هرچه مي خواهي بمان

گرنه خود گفتي به دوشم جسته اي
خود ندانستم كجا بنشسته اي

ــاره به همين حقارت  ــيخ محمود شبستري نيز با اش ش
جهاني بيني اين گونه اشخاص مي فرمايد: 

تو از عالم همين لفظي شنيدي
بيا بر گو كه از عالم چه ديدي؟

(گلشن راز)

       مغالطة نسبي بودن بدي
اغلب اوقات دچار اين مغالطه مي شويم كه بدي را مطلق 
ــان بد مطلق موجود  ــم و تصور مي كنيم كه در جه مي داني
است؛ در حالي كه چنين نيست. مولوي در اين مورد زهرمار 
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را مثال مي آورد و مي گويد: 
زهرمار آن مار را باشد حيات

از براي ديگري آمد ممات
پس بد مطلق نباشد در جهان

بد به نسبت باشد اين را هم بدان 
(مثنوي)

ــان مي دهد كه چون هر شيء از يك  و به اين ترتيب نش
يا چند جهت خوب، و از جهت يا جهات ديگر بد است، پس 

بد مطلق در جهان موجود نيست.
گرچه در اينجا مي توان خاطرنشان كرد كه هرچه تجربه 
و دانش ما بيشتر شود، بدي اين بد نسبي هم كمتر مي شود، 
ــان مرگ مي آورد ـ  ــلاً از همين زهرماري كه براي انس و مث
ــود ـ پاره اي از داروها  ــتر ش چون دانش و تجربة آدمي بيش
ــازند و در اختيارش قرار  ــان مي س را براي نجات همين انس
ــته باشيم كه  مي دهند. پس در اين مورد نيز بايد توجه داش
ــد، به طور مطلق بهره برداري نكنيم، و در دام اين مغالطه  از ب

نيفتيم.

       مغالطة سفيد و سياه
ــي يا چيزي سخن  ــخاص، زماني كه از كس پاره اي از اش
ــياه  ــياه س ــفيد يا س ــفيد س ــه ميان مي آورند، يا آن را س ب
ــت. در كتاب  ــه چنين نيس ــد، در حالي ك ــر مي گيرن در نظ
«اسرارالتوحيد» ابوسعيد ابوالخير چنين آمده است: روزي 
ــيخ با اصحاب در كوچه اي روان بودند، در مسير به سگي  ش
مرده برخوردند كه مدتي از مرگش مي گذشت و جسدش بو 
ــيخ همه بيني خود را با دست گرفته  گرفته بود. مريدان ش
ــدند، جز شيخ كه نزديك لاشة سگ مرده رفت، و به  دور ش
دندان هايش اشاره كرد و گفت چه دندان هاي سپيدي دارد.

سعدي مي فرمايد: 
دشمن چو بيني ناتوان، لاف از برُوت خود مزن 

مغزي است در هر استخوان، مردي است در هر پيرهن
(گلستان)

ــفيدي و  ــه در اين گونه موارد س ــت ك بايد توجه داش
ــد به درجات  ــدارد و اين دو را باي ــق وجود ن ــياهي مطل س
سنجيد. گرچه در اين اواخر اصطلاح خاكستري نيز مطرح 
مي شود، ولي كافي نيست و بين سياهي و سفيدي به قول 
قدما هزار مرحله موجود است. توجه كنيم كه اين برخورد 
ــت ما از منطق ارسـطويي مان سرچشمه  مي گيرد.  نادرس
مي دانيم كه در منطق ارسـطويي كه «منطق دو ارزشي»1 
ــت يا دروغ. يعني يك گزاره  ــت، يك گزاره يا راست اس اس
ــاي تناقض) هم  ــد (و ديگر وحدت ه ــد در آن واح نمي توان
راست باشد هم دروغ، و نه راست باشد نه دروغ. ناچار بايد 
ــتدلال هاي  ــد. اين منطق به جفا در اس يكي از اين دو باش
ــت و ما را به سمت مطلق گرايي  روزمره مان رخنه كرده اس
ــوق مي دهد و موجب افتادنمان در دام چنين مغالطه اي  س

مي شود.
ــي  اين را هم تذكر بدهيم كه در مقابل منطق دو ارزش
ــرار دارد و اين اواخر  متعارفمان، «منطق چندارزشـي»2 ق
ــط يك ايراني به نام لطفي زاده، «منطق فازي»3 مطرح  توس

شده كه بي شمار ارزشي است.
ــوان كرد، مربوط  ــارة ديگري كه در اين مورد مي ت اش
ــبكه هاي اينترنتي است كه در آن ها تنها لغت  به بعضي ش
«like» موجود است، در حالي كه كاربران بر اين خواسته اند 
ــه موارد ديگري چون «love» و «hate» و تعدادي ديگر  ك
ــان باشد، زيرا فقط يك  از اين گونه موارد نيز در دسترسش

اصطلاح را براي بيان منظورشان كافي نمي دانند.

پي نوشت ها .........................................................................................................
1. two valued logic
2. many valued logic
3. fuzzy logic

گلستانگلستانگلستان
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ايستگاه انديشه 
و ادب رياضي

چند لطيفة رياضيايستگاه چهارم: 

مىگرسر
علمى

بعد از تفكر روي چند معما و پارادوكس، حالا گوش كردن به اين چند لطيفه،  آرام بخش است!

لطيفة اول
يك شيمي دان، يك فيزيك دان و يك رياضي دان در يك 
جزيره گرفتار شده بودند و غذايشان تمام شده بود. تنها يك 
ــتند، اما دربازكن نداشتند. فيزيك دان و  ــرو داش قوطي كنس
شيمي دان در حال بحث گرمي در مورد راه هاي باز كردن در 
قوطي بودند، ناگهان رياضي دان از جا پريد و در حالي كه انتظار 
داشتند حرف تازه اي در اين مورد بگويد، گفت: «بياييد فرض 

كنيم ما يك دربازكن داريم...!»

لطيفة دوم
رياضي دان مي خواست يك ميز كار طراحي كند. او نخست 
ميزي بدون پايه طراحي كرد. سپس ميزي با تعدادي نامتناهي 
ــپس بقية عمرش را صرف تعميم اين  پايه طراحي كرد! س
موضوع كرد كه ميزي با n پايه طراحي كند، به طوري 

كه n لزوماً يك عدد طبيعي نباشد!

لطيفة سوم
اين مسئله را براي يك رياضي دان، يك فيلسوف و يك 
ــب را به عنوان يك پا  ــد: «اگر دم اس ــدس مطرح كردن مهن

تعريف كنيم، حالا اسب چندپا دارد؟» 
ــت: «يكي» و  ــوف گف رياضي دان گفت: «5 تا»، فيلس

مهندس گفت: «نمي توانيد اين كار را بكنيد!»

پاسخ ايستگاه هاي انديشه و ادب رياضي اين شماره
ايستگاه اول: رمز جدول همان عنوان جدول است. فرهنگ و انديشه!

ايستگاه دوم: معماهاي بامزه!
معماي اول: يك راه اين است كه اول ساعت ها را با هم به كار بيندازيم و وقتي ساعت هفت دقيقه اي به آخر رسيد، چهار دقيقه از شن 
ساعت 11 دقيقه اي باقي مانده است. از همان لحظه تخم مرغ ها را در آب قرار مي دهيم و بعد از تمام شدن زمان كار ساعت 11 دقيقه اي، 
آن را سروته مي كنيم تا 11 دقيقة ديگر هم جوشيدن تخم مرغ ها ادامه يابد و در مجموع 15 دقيقه بجوشند. ولي در اين صورت مجبور 

مي شويم براي خوردن آن 22 دقيقه صبر كنيم!
راه بهتر و كمي دشوارتر آن است كه ما انجام داديم: تخم مرغ ها را فوراً در آب گذاشتيم و هم زمان هر دو ساعت را به كار انداختيم. وقتي 
كار ساعت 7 دقيقه اي تمام شد، آن را برگردانديم و وقتي كار ساعت 11 دقيقه اي تمام شد، به اندازة 4 دقيقه شن، ته ساعت 7 دقيقه اي 

جمع شده بود. آن را يك بار ديگر برگردانديم و 4 دقيقة ديگر را براي ادامة جوشيدن تخم مرغ ها اندازه گرفتيم.
معماي دوم: تخم مرغ ها را در آب انداختيم و هر دو ساعت را به كار انداختيم. وقتي ساعت 4 دقيقه اي كارش تمام شد، آن را برگردانديم و 
وقتي ساعت 7 دقيقه اي كارش تمام شد، آن را هم برگردانديم. يك دقيقة بعد ساعت 4 دقيقه اي كارش تمام شد و 8 دقيقه سپري شد و 
به اندازة 6 دقيقه شن در بالاي ساعت 7 دقيقه اي باقي بود. يك دقيقه شن هم در پايين آن ريخته بود. پس بلافاصله ساعت 7 دقيقه اي 

را دوباره برگردانديم تا يك دقيقة ديگر هم محاسبه شود.
معماي سوم: برخلاف تصور اوليه، كار ساده است: دو كتلت را درون ماهي تابه قرار مي دهيم و يك دقيقه بعد يكي از آن ها را برمي گردانيم 
و يكي را از ماهي تابه خارج مي كنيم. سپس كتلت سوم را به جاي آن مي گذاريم. يك دقيقة بعد طرف دوم كتلت اول پخته و آن را خارج 
مي كنيم و كتلت دوم را هم برمي گردانيم. كتلت سوم را هم كه بيرون بود، به داخل ماهي تابه مي بريم و طرف دوم آن را هم به همراه 

طرف دوم كتلت دوم سرخ مي كنيم. پس بعد از سه دقيقه هر سه كتلت آماده اند!

بعد از تفكر روي چند معما و پارادوكس، حالا گوش كردن به اين چند لطيفه،  آرام بخش است!

لطيفة سوم
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ــتفاده قرار مي گيرد. باز  آتي مورد اس
هم با ما در ارتباط باشيد.

 آقاي بهرام دستوريان، از دانشگاه 
آزاد اسلامي واحد دهدشت

ــا  ب ــما  ش ــالي  ارس ــب  مطل دو 
عنوان هاي «جدول فرهنگ و انديشه» 
و «همة اعداد حسابي با هم برابرند؟!» 
به دستمان رسيد. با سپاس فراوان از 
ــما، از جدول عددي ارسالي تان در  ش
ــتگاه انديشه و ادب همين شماره  ايس
ــتفاده كرديم. اما در مورد مقاله تان  اس
ــي كه در  ــويم، ايده هاي ــادآور مي ش ي
مورد پارادوكس هايتان به كار برده ايد، 
ــد و بارها  ــدري كهنه ان ــراري و ق تك
پارادوكس ها  ــتفادة طراحان  اس مورد 
ــرار گرفته اند. اگر  ــطه ها!) ق (يا سفس
بتوانيد روي مسائل جدي تر مورد نياز 
ــز كنيد و برايمان  دانش آموزان تمرك
مطلب بفرستيد، حتماً از آن ها استفاده 
مي كنيم و سپاس گزارتان خواهيم بود.

 خانم فاطمه رضانژاد از شهرستان 
رودبار

ــوان «رياضيات  ــا عن ــان ب مطلبت
ــيد. به نظر  ــتمان رس ــي» به دس ذهن
مي آمد بيشتر براي دانش آموزان دورة 
ــب باشد، لذا آن را به  راهنمايي مناس
ــد برهان  ــة رش ــان در مجل همكارانم
متوسطة 1 تحويل داديم تا ان شاءاالله 

مورد استفاده قرار دهند.

 آقاي محمد رحماني از شهرستان 
تاكستان استان زنجان

ــبة  ــا عنوان «محاس ب ــان  مقاله ت

 آقايان حسن و محمد طبيعي
مطالبتان به دستمان رسيد. مانند 
گذشته به مجله محبت داريد و ما هم 
ــعي مي كنيم از مطالب ارسالي تان  س
استفاده كنيم. پاسخ هاي آقاي محمد 
ــائل بخش «پاي تخته»  طبيعي به مس
ــئول اين بخش تحويل داده  هم به مس

شد.

 آقاي محمدكريم نائل از دانشـگاه 
آزاد اسلامي واحد آبادان

مقاله تان با عنوان «حل يك مسئلة 
ــي با چند راه حل» به دستمان  هندس
رسيد. ان شاءاالله در يكي از شماره هاي 

ــتفاده قرار مي گيرد. باز  آتي مورد اس
هم با ما در ارتباط باشيد.

آقاي بهرام دستوريان، از دانشگاه  
آزاد اسلامي واحد دهدشت

عنوان هاي «جدول فرهنگ و انديشه» 
و «همة اعداد حسابي با هم برابرند؟!» 
به دستمان رسيد. با سپاس فراوان از 
ــما، از جدول عددي ارسالي تان در  ش
ــتگاه انديشه و ادب همين شماره  ايس
ــتفاده كرديم. اما در مورد مقاله تان  اس
ــي كه در  ــويم، ايده هاي ــادآور مي ش ي
مورد پارادوكس هايتان به كار برده ايد، 
ــد و بارها  ــدري كهنه ان ــراري و ق تك
پارادوكس ها  ــتفادة طراحان  اس مورد 
ــرار گرفته اند. اگر  ــطه ها!) ق (يا سفس
بتوانيد روي مسائل جدي تر مورد نياز 
ــز كنيد و برايمان  دانش آموزان تمرك
مطلب بفرستيد، حتماً از آن ها استفاده 
مي كنيم و سپاس گزارتان خواهيم بود.

خانم فاطمه رضانژاد از شهرستان  
آقايان حسن و محمد طبيعي 

مطالبتان به دستمان رسيد. مانند 

همراه با 
مخاطبان

هاسخ
پا

در نهايت خوش بختي، 
پيام نگارهـاي  و  نامه هـا 
عزيـزان،  شـما  متعـدد 
اميـد  بارقـة  همچنـان 
اسـت كـه  راه دشـواري 
مـا برگزيده ايـم. بـه مـا 
و  يـاران  داشـتن  نويـد 
همراهاني وفـادار را براي 
ادامة اين مسـير مي دهد. 
پاسـخ هاي ما را به بخشي 
از اين نامه ها و پيام نگارها 

ملاحظه مي كنيد: 
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انتگرال به كمك مساحت» به دستمان 
رسيد. فرمت ارسال ايميل تان طوري 
ــت گرفتن از آن،  ــود كه هنگام پرين ب
ــكل ها حذف  ــي از فرمول ها و ش بعض
ــما خواهشمنديم كه  ــدند. لذا از ش ش
ــان را بار ديگر اصلاح و برايمان  مطلبت
ارسال كنيد. علاوه بر اين، بارها متذكر 
ــده ايم كه در ابتداي مقالة ارسالي،  ش
مشخصات كامل و سمت خود را ذكر 

كنيد و يك تلفن تماس نيز بگذاريد.
در مورد محتواي مقاله تان هم بايد 
بگوييم كه بحث «انتگرال» آن هم در 
اين سطح، تنها در ماه هاي پاياني سال 
ــطح دانش آموزان  ــي و در س تحصيل
ــتة رياضي  ــگاهي رش دورة پيش دانش
ــا مي تواند  ــذا تنه ــود، ل مطرح مي ش
ــيار كوچكي از  ــتة بس مورد اقبال دس
ــما  ــود. از ش خوانندگان مجله واقع ش
ــمنديم روي  ــز خواهش ــت عزي دوس
ــز كنيد و باز  ــب عمومي تر تمرك مطال
هم ما را مورد عنايت خود قرار دهيد. 
با اين همه، ضمن سپاس از شما و در 
صورت ارسال مجدد مقاله، اميدواريم 
ــماره هاي  ــم از آن در يكي از ش بتواني

بعدي استفاده كنيم.

 آقا يا خانم اسدي
ــوان «احتمال»  ــا عن ــان ب مطلبت
ــم توصيه  ــيد. باز ه ــا رس ــت م به دس
ــمت  ــخصات كامل و س مي كنيم مش

ــيد و  ــود را در ابتداي مقاله بنويس خ
ــن تماس ذكر  ــماره تلف حتماً يك ش
ــپاس از شما اميدواريم در  كنيد. با س
يكي از شماره هاي آينده از آن استفاده 

كنيم.

 خانم رقيه شـهبازي از شهرستان 
عجب شير استان آذربايجان شرقي

ايميل هاي ارسالي تان به دستمان 
رسيد. با سپاس فراوان از توجهتان به 
ــه، توصيه مي كنيم كه مطالبي را  مجل
برايمان بفرستيد كه ايدة آن ها به طور 
كامل از خودتان باشد. به جاي اقتباس 
از منابع داخلي يا خارجي، سعي كنيد 
دربارة مفاهيم سادة رياضي قلم بزنيد 
ــه را كه به نظرتان مفيد مي آيد،  و آنچ
ــازيد. با اين حال در صورت  مطرح س
ــم از مطالبتان  ــعي مي كني ــكان س ام

استفاده كنيم.

 آقاي نويد نصرت زهي از شهرستان 
سراوان

ــارة روش هاي  ــما درب ــب ش مطل
ضرب  سريع اعداد، به دستمان رسيد. 
ــيد كه بيشتر براي طرح  به نظر مي رس
ــب  ــطة 1 مناس در مجلة برهان متوس
باشد و لذا به همكارانمان در آن مجله 

تحويل داده شد.

 خانـم مريم حيـدري عبداللهي از 

شهرستان يزد
ــپاس فراوان از ارسال جدول  با س
ــما بابت ذوق و  ــي، به ش واژگان رياض
ــليقه تان تبريك مي گوييم و توصيه  س
ــتر فعاليت  مي كنيم در اين زمينه بيش
ــان مجله تان شويد. از  كنيد و ياري رس
جدول ارسالي تان در يكي از شماره هاي 
آينده حتماً استفاده مي كنيم. مقاله تان 
ــختي ها...» هم به  با عنوان «گذر از س
ــيد. البته ترجمة مطالب  دستمان رس
ــع (كه  ــا ذكر منب ــلات خارجي ب مج
ــب و  ــما هم چنين كرده ايد)، مناس ش
ــت، ولي تلاش كنيد  قابل استفاده اس
ــم ببريد و  ــت به قل ــان هم دس خودت
مقالات مناسبي، با توجه به اشرافي كه 
ــوزان داريد، براي  به نيازهاي دانش آم
ــان در يكي  ــيد. از مقاله ت ــان بنويس آن
ــماره هاي آينده استفاده خواهيم  از ش
ــما، باز هم با ما در  ــكر از ش كرد. با تش

تماس باشيد.

از  سيداحسـان حسـيني  آقـاي   
شهرستان دره شهر استان ايلام

ــاهزادة  ــوان «ش ــا عن ــان ب مقاله ت
رياضيات» به دستمان رسيد. با تشكر 
فراوان از توجهتان به مجلة خودتان، و 
به خصوص توجهتان به تاريخ رياضيات، 
ــماره هاي آينده از  حتماً در يكي از ش
ــاز هم با ما در  ــتفاده مي كنيم. ب آن اس

ارتباط باشيد.

با عرض معذرت از ديگر دوستاني كه به دليل محدوديت  فضاي مجله، امكان پاسخ گويي در اين شماره به آن ها فراهم نشد، 
ادامة پاسخ به نامه ها و پيام نگار ها را به شمارة بعد موكول مي كنيم. با آرزوي توفيق براي همة خوانندگان و دوستداران مجله، 

تا شمارة ويژة مهرماه همگي را به خدا مي سپاريم.
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مسائل 
رياضي

1 
مصطفي ديداري

مسائل 
رياضي

2 
مصطفي ديداري

1.  جاهاي خالي را با عبارت هاي مناسب 
پر كنيد.

ــدد، عدد  ــة دو ع ــف) در مقايس ال
بزرگ تر در سمت ... عدد كوچك تر 

قرار دارد.
ــور اعداد نقاطي وجود  ب) روي مح
ــدد گويايي  ــد كه نظير هيچ ع دارن
ــداد ...  ــداد را اع ــن اع ــتند. اي نيس

مي ناميم.
ج) عدد π تا دقت دو رقم اعشار برابر 

است با...
x برابر است با ... عدد x تا صفر.

(a b) a(a b)

x y

m

( m )x y

x y
x y
y x

sin cos tan

(sin cos ) sin cos
(sin cos )

(sin cos )

x x
x x
x y x y xy
(x ) x x

°

+ − +

+ − −

−

− 
 + 

− + =

+ =
− =
+ =

θ =

θ− θ+ θ

θ+ θ
= − θ θ

θ+ θ
θ+ θ ≠

− +
−

− −
− +

÷
+ + +

3 3

3 2

3 3

2

3 3

2

2

2 2 2 2

2

40 2 8 50 3 5
2 2

27 8
3
1

22 1 7
3

3 2 5
5

3 2
30

2 2

1

0
1 4

2 3 4 9
4 25 2 5

4 8 16
12 xx x

a a
x x

x x

x x

(m )x x
( x) ( x)

++ −

+

− − =

− − =

− − =

− − + =
− − + ≤

3

2

2

2

2

136 1

1
2 2

6 7 0
2 3 5 0

2 0
1 2 3 0

2 1 3 1 6

د) 
2x. عبارت راديكالي زير را ساده كنيد:
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ــتفاده از  ــل عبارت زير را با اس 3. حاص
اتحادها به دست آوريد.
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4. تجزيه كنيد.
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5. مساحت مستطيل زير را بيابيد.

ــط  خ روي   
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ــة  نقط ــر  اگ  .6
را   m ــد،  باش  
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به دست آوريد.
 را 
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 و 
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ــط  7. دو خ

در نظر بگيريد و به سؤالات زير پاسخ 
دهيد.

الف) محل تلاقي دو خط را به دست 
آوريد.

ــيد كه از  ب) معادلة خطي را بنويس
محل تلاقي دو خط بگذرد و بر خط 
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8. مقدار y، x و z را به  كمك نسبت هاي 
مثلثاتي به دست آوريد.

ــل عبارت  ــد، حاص  باش
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ــر  9. اگ
ــت  به دس را   
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آوريد.
ــت  ثاب را  ــر  زي ــاوي  تس ــتي  10. درس

كنيد.
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11. حاصل عبارات زير را به دست آوريد.
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الف) 
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ب) 

ــد و  ــام دهي ــر را انج ــيم زي 12. تقس
خارج قسمت و باقي مانده را به دست 
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ــرج عبارت راديكالي زير را گويا  13. مخ
كنيد.

x

(a b) a(a b)

x y

m

( m )x y

x y
x y
y x

sin cos tan

(sin cos ) sin cos
(sin cos )

(sin cos )

x x
x x
x y x y xy
(x ) x x

°

+ − +

+ − −

−

− 
 + 

− + =

+ =
− =
+ =

θ =

θ− θ+ θ

θ+ θ
= − θ θ

θ+ θ
θ+ θ ≠

− +
−

− −
− +

÷
+ + +

3 3

3 2

3 3

2

3 3

2

2

2 2 2 2

2

40 2 8 50 3 5
2 2

27 8
3
1

22 1 7
3

3 2 5
5

3 2
30

2 2

1

0
1 4

2 3 4 9
4 25 2 5

4 8 16
12 xx x

a a
x x

x x

x x

(m )x x
( x) ( x)

++ −

+

− − =

− − =

− − =

− − + =
− − + ≤

3

2

2

2

2

136 1

1
2 2

6 7 0
2 3 5 0

2 0
1 2 3 0

2 1 3 1 6

ــا  ــر را ب ــة دوم زي ــادلات درج 14. مع
روش هاي خواسته شده حل كنيد.

الف) (روش مربع كامل)

x

(a b) a(a b)

x y

m

( m )x y

x y
x y
y x

sin cos tan

(sin cos ) sin cos
(sin cos )

(sin cos )

x x
x x
x y x y xy
(x ) x x

°

+ − +

+ − −

−

− 
 + 

− + =

+ =
− =
+ =

θ =

θ− θ+ θ

θ+ θ
= − θ θ

θ+ θ
θ+ θ ≠

− +
−

− −
− +

÷
+ + +

3 3

3 2

3 3

2

3 3

2

2

2 2 2 2

2

40 2 8 50 3 5
2 2

27 8
3
1

22 1 7
3

3 2 5
5

3 2
30

2 2

1

0
1 4

2 3 4 9
4 25 2 5

4 8 16
12 xx x

a a
x x

x x

x x

(m )x x
( x) ( x)

++ −

+

− − =

− − =

− − =

− − + =
− − + ≤

3

2

2

2

2

136 1

1
2 2

6 7 0
2 3 5 0

2 0
1 2 3 0

2 1 3 1 6

 

x

(a b) a(a b)

x y

m

( m )x y

x y
x y
y x

sin cos tan

(sin cos ) sin cos
(sin cos )

(sin cos )

x x
x x
x y x y xy
(x ) x x

°

+ − +

+ − −

−

− 
 + 

− + =

+ =
− =
+ =

θ =

θ− θ+ θ

θ+ θ
= − θ θ

θ+ θ
θ+ θ ≠

− +
−

− −
− +

÷
+ + +

3 3

3 2

3 3

2

3 3

2

2

2 2 2 2

2

40 2 8 50 3 5
2 2

27 8
3
1

22 1 7
3

3 2 5
5

3 2
30

2 2

1

0
1 4

2 3 4 9
4 25 2 5

4 8 16
12 xx x

a a
x x

x x

x x

(m )x x
( x) ( x)

++ −

+

− − =

− − =

− − =

− − + =
− − + ≤

3

2

2

2

2

136 1

1
2 2

6 7 0
2 3 5 0

2 0
1 2 3 0

2 1 3 1 6

ب) (روش كلي)        

x

(a b) a(a b)

x y

m

( m )x y

x y
x y
y x

sin cos tan

(sin cos ) sin cos
(sin cos )

(sin cos )

x x
x x
x y x y xy
(x ) x x

°

+ − +

+ − −

−

− 
 + 

− + =

+ =
− =
+ =

θ =

θ− θ+ θ

θ+ θ
= − θ θ

θ+ θ
θ+ θ ≠

− +
−

− −
− +

÷
+ + +

3 3

3 2

3 3

2

3 3

2

2

2 2 2 2

2

40 2 8 50 3 5
2 2

27 8
3
1

22 1 7
3

3 2 5
5

3 2
30

2 2

1

0
1 4

2 3 4 9
4 25 2 5

4 8 16
12 xx x

a a
x x

x x

x x

(m )x x
( x) ( x)

++ −

+

− − =

− − =

− − =

− − + =
− − + ≤

3

2

2

2

2

136 1

1
2 2

6 7 0
2 3 5 0

2 0
1 2 3 0

2 1 3 1 6

ج) (روش هندسي)       

1. در يك دنبالة حسابي مجموع جملات 
نهم و دهم برابر با 56 و جملة پنجم 
ــت. دنباله را مشخص  برابر با 10 اس
كنيد و جملة بيستم دنباله را به دست 

آوريد.
2. اگر رابطة 
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تابع باشد: 
الف) a و b را به دست آوريد.

 را به دست 
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ب) حاصل 
آوريد.

 

x

x

x

f {( ,a b), (a b, ), ( , ), ( , a b)}

f ( ) f ( )
f (x) x

f (x)
x(x )

xg(x)
x

y

y

log

A log log
log(x ) log(x ) log

sin( ) cos

cos

y cos x
ˆsin C

A

−

+

+

°

= − − − − +

− +

= − + −

=
−

−
=

−

=

=

= −

= −

+ − − = −
π

π
+

≤ θ ≤ π

θ =

=

−
=

2

1

2

1

1

1
4

1
3 3 25
9 5

1 5 1 3 3
1 5

1 2
1

4
4

1
2
3

1
3

2
1 1 2 2 1

11
6

7 210
4

0 2
3
2

4 2

1 2
0 2

( A I)
x y

x y
P(n, ) C(n, )

−

 
 
 

+

− =
 − =

=

2 12
2 3 5

1
2 3

3. نمودار تابع با ضابطة 
ــت آوريد (با  را به كمك انتقال به دس

رسم مراحل).
4. دامنة توابع زير را به دست آوريد:
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دوم  ــة  درجـ ــة  معـــادل ــر  اگـ  .15
ــواب  ج داراي   
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2 1 3 1 ــد، حدود m را به دست 6 حقيقي نباش
آوريد.

16. نامعادلة زير را حل كنيد و جواب را 
روي محور نمايش دهيد.
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ــفر به  ــت س ــة رفت و برگش 17. هزين
ــة  ــان، هزين ــان 70/000 توم اصفه
خوراك 130/000 تومان و هزينة هر 
ــب اقامت در هتل 50/000 تومان  ش
ــان حداكثر  ــت. با 470/000 توم اس
ــوان در اصفهان اقامت  چند روز مي ت

كرد؟ (نامعادلة موردنظر را بنويسيد.)
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    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲
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ب) 

5. مشخص كنيد دو نمودار (الف) و (ب) 
x و 
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مربوط به كدام يك از توابع 
 هستند؟
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ب الف

-1

ب

6. معادلة زير را حل كنيد:
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7. حاصل عبارت زير را به دست آوريد:
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8. معادلة زير را حل كنيد:
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ــان را به درجه تبديل و آن   رادي
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 .9
را در موقعيت استاندارد رسم كنيد.

 را به دست 
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10. حاصل 
آوريد (ساده كردن لازم نيست).

ــاي θ را  ــد، زواي  باش
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ــر  11. اگ
 باشد 
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به گونه اي بيابيد كه 
(با رسم شكل).
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12. الف) نمودار تابع با ضابطة 
را در يك دورة تناوب رسم و حداقل و 

حداكثر آن را تعيين كنيد.
   ب) محل برخورد تابع با محور xها را 

در نمودار مشخص كنيد.
 BC 13. با توجه به شكل زير طول ضلع
 را به دست 
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ــاحت مثلث و  و مس
Bآوريد.
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ــل  ــد، حاص  باش
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ــر  14. اگ

 را به دست آوريد.
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ــه روش ماتريس  ــتگاه زير را ب 15. دس
معكوس حل كنيد:
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كلمة FLOWER كلمة چهارحرفي 
ساخت كه (تكرار مجاز نيست):

ــد و داراي  ــف) داراي حرف L باش ال
حرف O نباشد.

ب) دو حرف O و L در كلمه موجود 
و در كنار هم باشند.

ــت  ــاوي زير به دس 17. مقدار n را از تس
آوريد.
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ــي، 5  ــوز تجرب ــن 4 دانش آم 18. از بي
ــي و 3 دانش آموز  ــوز رياض دانش آم
ــاني مي  خواهيم شورايي سه نفره  انس
تشكيل دهيم. به چند روش مي توان 

اعضا را انتخاب كرد، در صورتي كه: 
الف) رشتة دانش آموزان مهم نباشد.

ــته به تعداد مساوي در  ب) از هر رش
شورا انتخاب شود.

مسائل 
هندسـة

1 
هوشنگ شرقي

3. ثابت كنيد هر مثلثي كه در آن ميانة 
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ــث  4. در مثل
ــاع AH را  ــت. طول ارتف  اس
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به دست آوريد.
ــة CD، ABCD و AB به  5. در ذوزنق
 AD ترتيب قاعده هاي بزرگ و كوچك و
ــاق ها هستند. مي دانيم كه: و BC س

ــه  ــاحت ذوزنق . مس
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 و 
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ــد، اگر  ــت آوري را به دس
 باشد.
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ــابه، نسبت  6. ثابت كنيد در دو مثلث متش
مساحت ها توان دوم نسبت تشابه  است.

 BF بر CD و EF ، AB ــكل زير 7. در ش
عمود شده اند. ثابت كنيد: 
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ــكل زير  8. در ش
وسط AC باشد، ثابت كنيد: 
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1. ثابت كنيد هر ذوزنقه اي كه دو قطر آن با 
هم برابر باشند، متساوي الساقين است.
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2. در شكل زير 
را به دست آوريد.
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 BM ــاي ــث ABC، ارتفاع ه 9. در مثل
ــم  ــلاع AC و AB رس ــر اض و CN ب
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ــده اند. اگر  ش
ــد، طول BC را   باش
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و 
به دست آوريد.

10. طول يال هاي مكعب مستطيلي 1، 
 و 2 واحد است. زاوية قطر اصلي 
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ــال بزرگ تر  ــتطيل را با ي مكعب مس
به دست آوريد.

11. مساحت كل يك منشور قائم با قاعدة 
مربع برابر 182 واحد سطح است. اگر 
مجموع طول هاي ارتفاع و ضلع قاعدة 
ــد، حجم منشور را  آن 10 واحد باش

به دست آوريد.
ــت آوريد كه  12. حجم هرمي را به دس
قاعدة آن مربعي به ضلع a و هر يك 
ــي آن مثلث هاي  ــاي جانب از وجه ه

متساوي الساقين به ضلع b باشد.
ــت آوريد  13. حجم مخروطي را به دس
ــعاع قاعدة آن با شعاع كره اي  كه ش
به حجم 288π، و ارتفاع آن، با ارتفاع 
 كه قاعدة آن 
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منشوري به حجم 
ــاوي الاضلاع به ضلع 2  ــي متس مثلث

واحد است، برابر باشد.
ــتطيل  ــول قطر يك مكعب مس 14. ط
ــاحت كل آن   و مس
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ــت. حجم اين  ــاوي 24 واحد اس مس
مكعب مستطيل را به دست آوريد.

سؤالات 
هندسـة

2 
هماهنگ كشوري ـ خرداد ۹۱

1. مثلث هاي شكل هاي 1، 2 و 3 با هم 
ــابه و مثلث هاي كوچك همه با  متش
يكديگر هم نهشت هستند. با توجه به 

شكل هاي زير و با استفاده از استدلال 
استقرايي جدول زير را كامل كنيد:

n...1234شمارة شكل
؟...؟149تعداد مثلث هاي كوچك

ــر مثلث،  ــت كنيد در ه 2. قضيـه: ثاب
مجموع طول هاي هر دو ضلع از طول 

ضلع سوم بزرگ تر است.
ــة M روي  نقط  ،PAK ــث مثل در   .3
ــرار دارد. ثابت كنيد اگر  ضلع PK ق

.
PM AK
AM MK
R
R
A( , )
B( , )
C( , )
D( , )
T(x, y) (x , y )
L : x y

D(x, y) ( x, y)

AD BE
ˆAFB

P

°

=
>

=
′ =

= − −
− − =

=

=

=
′

4
9

6 1
8 3
6 5
4 3

5 2
3 2 12 0

1 1
2 2

60
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P M K

ــد  كــــني ــت  ثــاب قضيـــه:   .4
عمودمنصف هاي ضلع هاي هر مثلث 

همرس اند.
5. خط d و نقطة A غيرواقع بر آن، داده 
شده اند. نقطه اي روي خط d تعيين 
 R به فاصلة معلوم A كنيد كه از نقطة
باشد. با توجه به اندازة R روي تعداد 

جواب هاي مسئله بحث كنيد.
6. قضيـه: ثابت كنيد طول مماس هاي 
ــده بر يك دايره از هر نقطة  رسم ش

خارج آن با هم برابرند.
ــانتي متر  7. پاره خط AB به طول 4 س
ــده است. كمان در خور زاوية  داده ش
ــه رو به اين پاره خط مفروض  °30 روب

است. شعاع دايره اي را كه اين كمان 
ــت و فاصلة  ــي از آن اس درخور بخش
ــره از پاره خط AB را  ــن داي مركز اي

تعيين كنيد.
ــدازة زاويه اي  8. قضيـه: ثابت كنيد ان
ــداد دو وتر از يك  ــه از برخورد امت ك

ــد، برابر قدرمطلق  دايره پديد مي آي
نصف تفاضل اندازة كمان هايي از آن 
ــت كه به ضلع هاي آن زاويه  دايره اس

محدودند.
9. در دايرة O، مماس AC و وتر AB با 

يكديگر مساوي اند.
ــط BC دايره را در نقطة D قطع  خ

كرده است.
 ADC ــث ــت كنيد مثل ثاب

متساوي الساقين است.
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ــان دهندة دو دايرة  ــر نش ــكل زي 10. ش
مماس برون است.
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C´

الف) اين دو دايره داراي چند مماس 
مشترك خارجي و چند مماس مشترك 

داخلي هستند؟
 آن گاه اندازة 
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 و 
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ب) اگر 
مماس مشترك خارجي آن ها را به دست 

آوريد.
و   
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ــاط  نق  .11
 رأس هاي يك مربع هستند.
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الف) مربع و تصويرش را تحت انتقال 
 رسم كنيد.
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ب) طول و شيب خط AB و تصويرش 
را به دست آوريد و با هم مقايسه كنيد.
پ) آيا تبديل ايزومتري است؟ چرا؟
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ــه معادلة  12. خط ب
ــرش را تحت تبديل تجانس  و تصوي
ــد.  كني ــم  رس  
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سپس معادلة خط تصوير را به دست 
آوريد.

 ECD ــث  مثل و   ABC ــث  مثل  .13

(3) (2) (1)
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ــاوي الاضلاع هستند. با استفاده از  متس
تبديل دوران ثابت كنيد: 
.
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ــتي يا نادرستي جملات زير را  14. درس
تعيين كنيد: 

الف) هر زاوية خارجي يك چندضلعي، 
از هر زاوية داخلي آن بزرگ تر است.

ــكل را  ب) تبديل بازتاب جهت ش
حفظ نمي كند.

پ) اگر دو خط متقاطع باشند، تحت 
يك بازتاب نيم ساز زاوية تشكيل شده 
ــور تقارن  ــن خط و تصويرش مح بي

است.
 برهم عمود 
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ت) اگر دو صفحة P و 

باشند، هر خط عمود بر صفحة P بر 
 نيز عمود است.
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صفحة 

ــر خط L با  15. قضيـه: ثابت كنيد اگ
صفحة P موازي باشد، هر صفحه كه 
از L بگذرد و با P متقاطع باشد، P را 

در يك خط موازي L قطع مي كند.
ــط L2 ،L1 و L3 دوبه دو  ــه خ 16. اگر س
ــند، ثابت كنيد اين سه  متقاطع باش
ــرار دارند و يا  ــط در يك صفحه ق خ

همرس اند.
 موازي 
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17. ثابت كنيد دو صفحة P و 

هستند، اگر و تنها اگر هر خط واقع بر 
يكي  از اين صفحه ها با صفحة ديگر 

موازي است.
18. الف) دو خط متنافر را تعريف كنيد.

ــر خطي بر  ــد اگ ــان دهي ب) نش
صفحه اي عمود باشد، بر هر خط از آن 

صفحه نيز عمود است.

ــير و  1. 144 ليتر آب ميوه، 45 ليتر ش
63 ليتر دوغ در شيشه هايي با حجم 
ــده اند. حداقل  يكسان بسته بندي ش
ــه ها را بيابيد. (گنجايش  تعداد شيش
شيشه ها را برحسب ليتر، عدد طبيعي 

فرض كنيد.)
ــي نامتناهي زير،  ــة هندس 2. در دنبال

مجموع تمام جملات را بيابيد.
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 را با روش 
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3. معادلة 
هندسي حل كنيد.

ــارات رياضي  ــاي خالي را با عب 4. جاه
مناسب پر كنيد: 

ــة  معادل ــواب  ج ــة  مجموع ــف)  ال
 برابر است با...
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ــة تابع  ــد، ضابط  باش
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ــر  ب) اگ
ــتفاده از  ــدون اس  ب
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قدرمطلق برابر است با...
ج) تابع زير در بازة... صعودي اكيد و 
در بازة ... نزولي اكيد و در بازة ... ثابت 

است.
y

x
3210 4 5 6 7

3

2
1

-2

-1

د) اگر α و β ريشه هاي معادلة درجة 
 باشند، ريشه هاي 
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دوم 
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ــة دوم  ــة درج معادل
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برابرند با ... و ... 
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ــكل زير، نمودار تابع  5. در ش
رسم شده است. با استفاده از انتقال، 
 و سپس 
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ابتدا نمودار تابع 
ــم   را رس
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ــودار تابع  نم
كنيد.
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6. اگر 
 دو تابع باشند: 
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ــع fog را به صورت زوج هاي  الف) تاب

مرتب بنويسيد.
 را بنويسيد.
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ب) دامنة تابع 
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7. ثابت كنيد تابع 
وارون پذير است. سپس ضابطة وارون 

آن را بنويسيد.
8. سينوس زاوية ° 22/5 را حساب كنيد.
ــة  معادل ــاي  جواب ه ــي  تمام  .9

 را تعيين كنيد.

x

x

x

, , ,...

x x x
x

x x
x
y x x

ax bx c

cx bx a
(c )
y f (x)
y f (x )
y f (x )

f (x) x
g {( , ), ( , ), ( , )}
f
g
x

f (x) (x )

cos x cos x

cos(tan )

xlim
x

lim (x [x])

lim

+

−

→

→

π
→

− − = −

+ =
− −
≤

= − + −

+ + =

+ + =
≠
=
= −
= − −

= −
=

≥

= −

− =

−
−
−

2

2

2

2

2

1

24

3

1 1 1
3 9 27
1 1 2

3 5
3 1
1

3 1

0
0

0

3
2 3

3
0 4 3 2 5 6

2
2

2 0
3
4
2

16

cos x
cos x sin x

x

a x x
f (x) x x

x
f (x) x x

y (x )
x

y ( x ) x

sin xy
x

x sin x
f (x) x

x

−

=

 − − ≥
=  −

<
−

= −

= +

= − +

=
+
 ≠= 
 =

4

2

3

3

4 3

2

2

1
1 1

1 1
1

2
1

3 2 5

1
1 0

0 0

 را حساب كنيد.
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10. مقدار 
ــر را در صورت وجود،  ــد توابع زي 11. ح

محاسبه كنيد: 
 (الف
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12. مقدار a را طوري بيابيد كه تابع زير 
 پيوسته شود.
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ــم كنيد كه در  13. نمودار تابعي را رس
يك همسايگي راست 2 تعريف شده  

سؤالات 
حسابان

هماهنگ كشوري ـ خرداد ۹۱

مسائل امتحان نهايي



56 ش�رۀ ۴
    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

باشد، ولي در هيچ همسايگي چپ 2 
تعريف نشده باشد و در اين نقطه حد 

داشته باشد.
ــودار تابع  ــط قائم بر نم ــة خ 14. معادل
 را در نقطه اي به طول 
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1 واقع بر منحني به دست آوريد.
15. مشتق بگيريد (ساده كردن الزامي 

نيست):
 (الف
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ــا تابع  16. آي

صفر مشتق پذير است؟ (دليل خود را 
توضيح دهيد.)

سؤالات 
جبر

 و احتمال

هماهنگ كشوري ـ خرداد ۹۱

مسائل امتحان نهايي

1. با استدلال استقراي رياضي، براي هر 
عدد طبيعي n، ثابت كنيد:
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ــت  2. كدام يك از عبارت هاي زير درس
ــت؟ (با ذكر  ــت اس و كدام يك نادرس

دليل)
الف) اگر a و b دو عدد صحيح و فرد 
ــند آن گاه  ــر دو مضربي از 5 باش و ه

مجموع آن ها مضرب 10 است.
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ــر a يك عدد حقيقي و  ب) اگ
 است.
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باشد، آن گاه 
پ) اگر b ، a و c اعداد طبيعي باشند، 

 يك عدد گنگ است.
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آن گاه 
ــي متمايز را در نظر  3. 50 عدد طبيع

گرفته و هر يك از اين اعداد را بر عدد 
ــيم كرده ايم. حداقل چند تا  24 تقس
ــاني را بر 24  از آن ها باقي ماندة يكس

خواهند داشت و چرا؟
4. اگر b ، a و c سه عدد حقيقي باشند، 

ثابت كنيد: 
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5. با استفاده از برهان خلف، ثابت كنيد 
 زوج 
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اگر n يك عدد طبيعي و 
باشد، آن گاه n يك عدد فرد است.

 و 
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ــاي  6. مجموعه ه
 مفروض اند: 
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ــتن عضوها  ــا نوش ــف) A و B را ب ال
مشخص كنيد.

ب) AΔB را مشخص كنيد.
را مشخص و نمودار آن 
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ج) 
را رسم كنيد.

ــر  ــن جب ــتفاده از قواني ــا اس 7. ب
مجموعه ها ثابت كنيد: 
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ــة R روي R2 به صورت زير  8. رابط
تعريف شده است: 
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ــن رابطه  ــد كه اي ــان دهي الف) نش
هم ارزي است.

را   
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ــم ارزي  ه كلاس  ب) 
مشخص كنيد.

ــكة سالمي عدد 1 و در  9. يك طرف س
ــته ايم.  طرف ديگر آن عدد 2 را نوش

اين سكه را 3 بار پرتاب مي كنيم: 
ــن تجربة  ــاي نمونه اي اي ــف) فض ال

تصادفي را بنويسيد.
ــامد A را كه در آن، مجموع  ب) پيش
اعداد ظاهر شده در پرتاب اول و دوم 

برابر 3 باشد، مشخص كنيد.
ــدد  ــه در آن، ع ــامد B را ك پ) پيش
ظاهر شده در پرتاب دوم برابر 1 باشد، 

بنويسيد.
ت) پيشامد آن كه B رخ دهد، ولي 

A رخ ندهد را تعيين كنيد.
ــفيد، 6  ــه اي 5 مهرة س 10. درون كيس
مهرة سياه و 4 مهرة قرمز وجود دارد. 
از اين كيسه 3 مهره با هم به تصادف 

خارج مي كنيم. مطلوب است: 
ــاً 2 تا از  ــال آن كه دقيق ــف) احتم ال

مهره هاي خارج شده سفيد باشند.
ــه مهره هاي خارج  ب) احتمال آن ك

شده از 3 رنگ متفاوت باشند.
11. تاس سالمي را 12 بار پرتاب مي كنيم. 
ــدد فرد روي  ــال آن كه 4 بار ع احتم

تاس ظاهر شده باشد، چه قدر است؟
ــدة b، a و c در يك  ــر دون ــه نف 12. س
مسابقه شركت مي كنند. احتمال برد 
 b و احتمال برد b نصف احتمال برد a

 احتمال برد c است: 
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ــف) احتمال برد هر يك از دونده ها  ال
را بيابيد.

ب) احتمال آن كه b يا c برنده شوند 
را تعيين كنيد.

13. تيري را به سمت هدفي مربع شكل 
به ضلع 4 پرتاب مي كنيم. احتمال آن 
ــة اصابت تير درون  را بيابيد كه نقط
ــعاع 0/5 قرار بگيرد كه  دايره اي به ش
مركز آن منطبق بر مركز مربع است.

ــاي  ــامد از فض ــر A و B دو پيش 14. اگ
نمونه اي S باشند، به طوري كه داشته 
 ،
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ــيم:  باش
.
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مطلوب است محاسبة 
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رياضي
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رياضيرياضي
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1. الف) راست
ب) گنگ
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 L ساير خانه ها     انتخاب يك خانه براي

ــته قرار  ــك دس ب) O و L را در ي
مي دهيم. بنابراين دو خانه باقي مي ماند. 
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ــم.  AH و  مي كني
در نتيجه با هم موازي اند. 
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ــت. در نتيجه: مستطيل اس
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در نتيجه، مثلث AEH قائم الزاويه 
ــت و بنابراين زواياي حادة آن  هم هس

CD DFCD || AB
AB BF
CD BDCD || EF
EF BF

CD CD DF BD BF
AB EF BF BF

CD( )
AB EF

CD AB EF
ˆ ˆ ˆM̂ A, C C MCN ABC

AC
MN CN MC MC
AB BC AC BC AC
AC MC.BC

AC MC.BC
ˆ ˆ ˆ ˆA A, M N AMB ANC

AM AN
AB AC

ˆ ˆ(A

°

⇒ = 

⇒ =


+
⇒ + = = =

⇒ + =

⇒ = +

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = = ⇒ =

⇒ =

⇒ =

= = = ⇒ ∆ ∆

⇒ =

=





1

2

2

1

1 1 1

1 1 1

2

2
2

90

AM ANA, ) AMN ABC
AB AC

AN AM MN
AC AB BC

/ BC / cm
BC

AH AG GH

AE a b c ,
HE

AE AH HE
ˆˆAEH HAE

S ah a

a ah , a h

h a a a( a)

a a (a )(a )

°

= ⇒ ∆ ∆

⇒ = =

⇒ = ⇒ =

= + = + =

= + + = + + =
=

= +

= =

= + =

⇒ + = + =

⇒ = − ⇒ + − =

⇒ − + = ⇒ − − =
⇒



2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

2

2 1 5 3 75
5

3 1 2

1 4 3 2 2
2

45
4 2 182

2 91 10
10 2 10 91
20 91 0 7 13 0

a ,a h

V a h

aHA AB

OHA : OH HA OA

aOH b

a aOH b OH b

aV S.h a . b

R R R

S.h ,S a ( )

h ,h

V R h ( )

a b c

a

= = ⇒ =

= = × =

= =

∆ + =

⇒ + =

⇒ = − ⇒ = −

⇒ = = −

π = π⇒ = ⇒ =

= = = × =

⇒ = =

= π = π × = π

+ + =

⇒

2

2 2 2

2
2 2

2 2
2 2 2

2
2 2

3 3

2 2

2 2

2 2 2

2

13 7 3
49 3 147

1 2
2 2

2

2 2

1 1
3 3 2

4 288 216 6
3

3 310 3 2 3
4 4

3 10 3 10
1 1 6 10 120
3 3

2 3
b c , (ab ac bc)

a b c ab ac bc

a b c ab ac bc

(a ab b ) (a ac c )

(b bc c )

(a b) (a c) (b c) ,

(a b) ,

(a c) , (b c)
a b a c b c

a b c a a
a b c V

+ + = + + =

⇒ + + = + + =

⇒ + + = + +

⇒ − + + − +

+ − + =

⇒ − + − + − =

− ≥

− ≥ − ≥
⇒ − = − = − =

⇒ = = ⇒ = ⇒ =
⇒ = = = ⇒ =

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2

2

2 2

2 2

12 2 24
12

2 2 2 2 2 2
2 2

2 0
0

0
0 0

0
3 12 4

2 abc = 8

°45 هستند:           

ــور  11. اگر ضلع قاعده را a و ارتفاع منش
را h در نظر بگيريم، طبق فرض داريم: 
 مساحت كل
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EF BF
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                           (غ ق ق)

12. پاي ارتفاع هرم، وسط قاعده (محل 
برخورد قطرها) است. بنابراين مي توان 

Oنوشت: 

B

A

H

b

b

a
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MN CN MC MC
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13. اگر شعاع قاعدة مخروط و شعاع كره 
را R بناميم، طبق فرض داريم: 

CD DFCD || AB
AB BF
CD BDCD || EF
EF BF

CD CD DF BD BF
AB EF BF BF

CD( )
AB EF

CD AB EF
ˆ ˆ ˆM̂ A, C C MCN ABC

AC
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
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 h و اگر ارتفاع مخروط و منشور را با
نمايش دهيم، داريم: 
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و از آنجا حجم مخروط برابر است با: 
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 c و b ، a 14. اگر ابعاد مكعب مستطيل را
بناميم، طبق فرض داريم: 
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2 abc = 8

حل مسائل 
هندسـة

2 
هوشنگ شرقي

 .1
n...1234شمارة شكل

n 2...؟149تعداد مثلث هاي كوچك
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حكم: 
 B را از رأس BC ــع برهـان: ضل
امتداد مي دهيم و به اندازة AB روي آن 
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همچنين در مثلث ADC داريم: 
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ــكل  ــه ش ــه ب ــا توج ب
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. در نتيجه: 
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بنابراين 
.
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. بنابراين: 
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AB BC AC
ˆˆBD AB D A

DC DB BC DC AB BC
ˆ ˆDAC A
ˆ ˆDAC D

DC AC
AB BC AC

PM AK
AMP,AMK : AM AM AP MK

ˆM̂ A
MB MC
MA MB
MA MC
AH R
AH R
AH R
ˆ ˆT T

ˆ ˆT T
OT OT OMT OMT
OM OM

MT MT
aR R

sin s

∆ ∆

°

°
∆ ∆

+ >

= ⇒ =

= + ⇒ = +

>

>

>
+ >

=


= ⇒ >
> 

=
=
=
>
=
<

′= =

 ′= =


′ ′= ⇒ ≅
 =

′⇒ =

= ⇒ =
α

1 1

1

1

1 1

90

90

4
2 2

 

 





in
OH R cos OH cos
AA
BB
AB

ˆˆ ˆAB B B AM AMB
AMB

AB A Bˆˆ ˆAMB AB B B AM

AB ABˆ ˆAMB AMB

ˆˆAC AB B C

ADABC : B

ADˆDAC

ˆ ˆDAC C DC DA

∆

=

= α ⇒ = =

′
′
′

′ ′ ′= +
′

′ ′
′ ′ ′⇒ = − = −

′−′⇒ = =


 = ⇒ =

 =



=


⇒ = ⇒ =

4
30
4 30 2 3

2 2

2

2

2

                                            (زاوية خارجي)  
 

4. عمودمنصف هاي دو ضلع AB و BC از 
مثلث ABC را رسم مي كنيم تا يكديگر را در 
M قطع كنند. چون M روي عمودمنصف 
. و چون 
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ــس: (1)  ــت، پ M اس
ــت، پس:  ــف AB اس M روي عمودمنص
. از (1) و (2) نتيجه مي شود: 
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 (2)
ــر  . بنابراين نقطة M از دو س
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پاره خط AC به يك فاصله است. يعني 
ــت.  نقطة M روي عمودمنصف AC اس
ــاي ضلع هاي هر  ــس عمودمنصف ه پ

مثلث همرس اند.

5. دايره اي به شعاع R و به مركز A رسم 
مي كنيم. محل برخورد اين دايره با خط 

d جواب مسئله است.
، مسئله جواب ندارد.
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اگر: 
، مسئله يك جواب دارد.
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ج) بله، چون تبديل انتقال ايزومتري 
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ــدازة °60 را  ــول C و به ان 13. دوران ح
تبديل T مي ناميم. با اين تعريف روشن 
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D (4,3)



62 ش�رۀ ۴
    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

و چون دوران ايزومتري است، پس: 
 AD و نيز طبق ويژگي دوران 
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و BE زاويه اي مساوي زاوية دوران با هم 
.
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مي سازند: 

14. الف) نادرست       ب) درست
پ) درست          ت) نادرست

ــه دو حالت  ــراي اثبات اين قضي 15. ب
ــودن يك خط و يك صفحه در  موازي ب

فضا را در نظر مي گيريم. 
الف) خط L در صفحة P قرار ندارد. 
 صفحة گذرنده از L باشد 
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فرض كنيم 
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 قطع مي كند. L و 
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كه P را در خط 
 هستند و يكديگر را 
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هر دو در صفحة 
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قطع مي كند كه اين خلاف فرض است. 
پس با هم موازي اند.
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پس در اين حالت هر صفحة 
ــه از L مي گذرد، صفحة P را در  از P ك
ــتي  همان خط L قطع مي كند و درس

قضيه روشن است.
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ــم:  ــرض كني 17. ف
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ــة  ــط d با صفح خ
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ــة  ــة P با صفح پس صفح
ــت.  خواهد بود كه اين خلاف فرض اس
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پس: 
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ــد d از صفحة P با صفحة  خط مانن
 

R
R

TT d (R R )

TT (R R ) (R R )

TT
T(x, y) (x , y )
A( , ) A ( , )
B( , ) B ( , )
C( , ) C ( , )
D( , ) D ( , )

AB ( ) ( )

AB
A B ( ) ( ( ))

=
 ′ =

′ ′= − −

′ ′ ′= + − −

′ = − = =
= − −

′→ − 
′→ 
′→ 
′→ − 

= − + − 
= = ⇒
′ ′ = − + − −


= = 

2 2

2 2

2 2

2 2

4
9

169 25 144 12
5 2

6 1 1 1
8 3 3 1
6 5 1 3
4 3 11

8 6 3 1

8 2 2

3 1 1 1

8 2 2

AB

AB A B

A B

D

D

A B

m
m m

( )m

L : x y

D(x, y) ( x, y)

A( , ) A ( , )

B( , ) B ( , )

m L : y (x )

y x

T(A) B,T(D) E,T(C) C
T( ADC) BEC

BE AD
ˆAFB

P
L

′ ′

′ ′

°

′ ′=

− = = − ⇒ =− − = =
− 

− − =

=

′− → −

′→
+′ ′= = ⇒ − = −
−

⇒ = −

= = =
⇒ ∆ = ∆

=

=
′
′

3 1 1
8 6
1 1 1
3 1

3 2 12 0
1 1
2 2

0 6 0 3

4 0 2 0
0 3 3 30 2
2 0 2 2
3 3
2

60

P || P
d P
d || P
L

′

⊂
′

′′

موازي باشد. اگر صفحة P با صفحة 
متقاطع باشد، آن گاه در يك خط مانند 
ــترك خواهند بود. اگر خط d در  L مش
صفحة P متقاطع با L در نقطة A رسم 
 A را در نقطة 
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ــود، خط d صفحة  ش
ــت.  قطع كرده كه اين خلاف فرض اس

.
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ــف) دو خط در فضا را كه در يك  18. ال
ــرار نمي گيرند، دو خط متنافر  صفحه ق

مي گوييم.
 P بر صفحة L ب) فرض كنيد خط
عمود است و آن را در نقطة A قطع كرده 
 خط دلخواهي در 

R
R

TT d (R R )

TT (R R ) (R R )

TT
T(x, y) (x , y )
A( , ) A ( , )
B( , ) B ( , )
C( , ) C ( , )
D( , ) D ( , )

AB ( ) ( )

AB
A B ( ) ( ( ))

=
 ′ =

′ ′= − −

′ ′ ′= + − −

′ = − = =
= − −

′→ − 
′→ 
′→ 
′→ − 

= − + − 
= = ⇒
′ ′ = − + − −


= = 

2 2

2 2

2 2

2 2

4
9

169 25 144 12
5 2

6 1 1 1
8 3 3 1
6 5 1 3
4 3 11

8 6 3 1

8 2 2

3 1 1 1

8 2 2

AB

AB A B

A B

D

D

A B

m
m m

( )m

L : x y

D(x, y) ( x, y)

A( , ) A ( , )

B( , ) B ( , )

m L : y (x )

y x

T(A) B,T(D) E,T(C) C
T( ADC) BEC

BE AD
ˆAFB

P
L

′ ′

′ ′

°

′ ′=

− = = − ⇒ =− − = =
− 

− − =

=

′− → −

′→
+′ ′= = ⇒ − = −
−

⇒ = −

= = =
⇒ ∆ = ∆

=

=
′
′

3 1 1
8 6
1 1 1
3 1

3 2 12 0
1 1
2 2

0 6 0 3

4 0 2 0
0 3 3 30 2
2 0 2 2
3 3
2

60

P || P
d P
d || P
L

′

⊂
′

′′

ــت. فرض كنيد اس
 P در صفحة A ــد. از نقطة صفحة P باش
 رسم مي كنيم. از 

R
R

TT d (R R )

TT (R R ) (R R )

TT
T(x, y) (x , y )
A( , ) A ( , )
B( , ) B ( , )
C( , ) C ( , )
D( , ) D ( , )

AB ( ) ( )

AB
A B ( ) ( ( ))

=
 ′ =

′ ′= − −

′ ′ ′= + − −

′ = − = =
= − −

′→ − 
′→ 
′→ 
′→ − 

= − + − 
= = ⇒
′ ′ = − + − −


= = 

2 2

2 2

2 2

2 2

4
9

169 25 144 12
5 2

6 1 1 1
8 3 3 1
6 5 1 3
4 3 11

8 6 3 1

8 2 2

3 1 1 1

8 2 2

AB

AB A B

A B

D

D

A B

m
m m

( )m

L : x y

D(x, y) ( x, y)

A( , ) A ( , )

B( , ) B ( , )

m L : y (x )

y x

T(A) B,T(D) E,T(C) C
T( ADC) BEC

BE AD
ˆAFB

P
L

′ ′

′ ′

°

′ ′=

− = = − ⇒ =− − = =
− 

− − =

=

′− → −

′→
+′ ′= = ⇒ − = −
−

⇒ = −

= = =
⇒ ∆ = ∆

=

=
′
′

3 1 1
8 6
1 1 1
3 1

3 2 12 0
1 1
2 2

0 6 0 3

4 0 2 0
0 3 3 30 2
2 0 2 2
3 3
2

60

P || P
d P
d || P
L

′

⊂
′

′′

 را به موازات 

R
R

TT d (R R )

TT (R R ) (R R )

TT
T(x, y) (x , y )
A( , ) A ( , )
B( , ) B ( , )
C( , ) C ( , )
D( , ) D ( , )

AB ( ) ( )

AB
A B ( ) ( ( ))

=
 ′ =

′ ′= − −

′ ′ ′= + − −

′ = − = =
= − −

′→ − 
′→ 
′→ 
′→ − 

= − + − 
= = ⇒
′ ′ = − + − −


= = 

2 2

2 2

2 2

2 2

4
9

169 25 144 12
5 2

6 1 1 1
8 3 3 1
6 5 1 3
4 3 11

8 6 3 1

8 2 2

3 1 1 1

8 2 2

AB

AB A B

A B

D

D

A B

m
m m

( )m

L : x y

D(x, y) ( x, y)

A( , ) A ( , )

B( , ) B ( , )

m L : y (x )

y x

T(A) B,T(D) E,T(C) C
T( ADC) BEC

BE AD
ˆAFB

P
L

′ ′

′ ′

°

′ ′=

− = = − ⇒ =− − = =
− 

− − =

=

′− → −

′→
+′ ′= = ⇒ − = −
−

⇒ = −

= = =
⇒ ∆ = ∆

=

=
′
′

3 1 1
8 6
1 1 1
3 1

3 2 12 0
1 1
2 2

0 6 0 3

4 0 2 0
0 3 3 30 2
2 0 2 2
3 3
2

60

P || P
d P
d || P
L

′

⊂
′

خط ′′
 موازي 

R
R

TT d (R R )

TT (R R ) (R R )

TT
T(x, y) (x , y )
A( , ) A ( , )
B( , ) B ( , )
C( , ) C ( , )
D( , ) D ( , )

AB ( ) ( )

AB
A B ( ) ( ( ))

=
 ′ =

′ ′= − −

′ ′ ′= + − −

′ = − = =
= − −

′→ − 
′→ 
′→ 
′→ − 

= − + − 
= = ⇒
′ ′ = − + − −


= = 

2 2

2 2

2 2

2 2

4
9

169 25 144 12
5 2

6 1 1 1
8 3 3 1
6 5 1 3
4 3 11

8 6 3 1

8 2 2

3 1 1 1

8 2 2

AB

AB A B

A B

D

D

A B

m
m m

( )m

L : x y

D(x, y) ( x, y)

A( , ) A ( , )

B( , ) B ( , )

m L : y (x )

y x

T(A) B,T(D) E,T(C) C
T( ADC) BEC

BE AD
ˆAFB

P
L

′ ′

′ ′

°

′ ′=

− = = − ⇒ =− − = =
− 

− − =

=

′− → −

′→
+′ ′= = ⇒ − = −
−

⇒ = −

= = =
⇒ ∆ = ∆

=

=
′
′

3 1 1
8 6
1 1 1
3 1

3 2 12 0
1 1
2 2

0 6 0 3

4 0 2 0
0 3 3 30 2
2 0 2 2
3 3
2

60

P || P
d P
d || P
L

′

⊂
′

 با ′′

R
R

TT d (R R )

TT (R R ) (R R )

TT
T(x, y) (x , y )
A( , ) A ( , )
B( , ) B ( , )
C( , ) C ( , )
D( , ) D ( , )

AB ( ) ( )

AB
A B ( ) ( ( ))

=
 ′ =

′ ′= − −

′ ′ ′= + − −

′ = − = =
= − −

′→ − 
′→ 
′→ 
′→ − 

= − + − 
= = ⇒
′ ′ = − + − −


= = 

2 2

2 2

2 2

2 2

4
9

169 25 144 12
5 2

6 1 1 1
8 3 3 1
6 5 1 3
4 3 11

8 6 3 1

8 2 2

3 1 1 1

8 2 2

AB

AB A B

A B

D

D

A B

m
m m

( )m

L : x y

D(x, y) ( x, y)

A( , ) A ( , )

B( , ) B ( , )

m L : y (x )

y x

T(A) B,T(D) E,T(C) C
T( ADC) BEC

BE AD
ˆAFB

P
L

′ ′

′ ′

°

′ ′=

− = = − ⇒ =− − = =
− 

− − =

=

′− → −

′→
+′ ′= = ⇒ − = −
−

⇒ = −

= = =
⇒ ∆ = ∆

=

=
′
′

3 1 1
8 6
1 1 1
3 1

3 2 12 0
1 1
2 2

0 6 0 3

4 0 2 0
0 3 3 30 2
2 0 2 2
3 3
2

60

P || P
d P
d || P
L

′

⊂
′

′′

 عمود و 

R
R

TT d (R R )

TT (R R ) (R R )

TT
T(x, y) (x , y )
A( , ) A ( , )
B( , ) B ( , )
C( , ) C ( , )
D( , ) D ( , )

AB ( ) ( )

AB
A B ( ) ( ( ))

=
 ′ =

′ ′= − −

′ ′ ′= + − −

′ = − = =
= − −

′→ − 
′→ 
′→ 
′→ − 

= − + − 
= = ⇒
′ ′ = − + − −


= = 

2 2

2 2

2 2

2 2

4
9

169 25 144 12
5 2

6 1 1 1
8 3 3 1
6 5 1 3
4 3 11

8 6 3 1

8 2 2

3 1 1 1

8 2 2

AB

AB A B

A B

D

D

A B

m
m m

( )m

L : x y

D(x, y) ( x, y)

A( , ) A ( , )

B( , ) B ( , )

m L : y (x )

y x

T(A) B,T(D) E,T(C) C
T( ADC) BEC

BE AD
ˆAFB

P
L

′ ′

′ ′

°

′ ′=

− = = − ⇒ =− − = =
− 

− − =

=

′− → −

′→
+′ ′= = ⇒ − = −
−

⇒ = −

= = =
⇒ ∆ = ∆

=

=
′
′

3 1 1
8 6
1 1 1
3 1

3 2 12 0
1 1
2 2

0 6 0 3

4 0 2 0
0 3 3 30 2
2 0 2 2
3 3
2

60

P || P
d P
d || P
L

′

⊂
′
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 هم عمود است.
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است. L بر

حل سؤالات 
حسابان

هماهنگ كشوري ـ خرداد ۹۱
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    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

پاسخ به نامه ها،  ايميل ها و...



پاسخ به نامه ها،  ايميل ها و...پاسخ به نامه ها،  ايميل ها و...

      
ك يكساله مجلات عمومي (هشت شماره): 300/000 ريال

 هزينة اشترا
ك يكساله مجلات تخصصي (چهار شماره): 200/000 ريال

 هزينة اشترا

  نشاني: تهران، صنـدوق پستي  امور مشتركين: 16595/111
www.roshdm

ag.ir                                                      :ت رشد
  وبگاه مجلا

ك مجله:                            14 ـ77339713/ 77335110 /   77336656ـ021
  اشترا

ت  در خواستي:
 نام مجلا
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......................................................................................
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 نام و نام خانوادگي:................................................................
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ــت پذير  و چون همة مراحل برگش
هستند، پس اثبات كامل است.
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