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تنها يك واژه است!
ــت،  ــه اي ما، تحت تأثير پديده اى منحصر به فرد به نام «كنكور» قرار گرفته اس ــت كه زندگى مدرس سال هاس
كنكورى كه به گفته زنده ياد پرويز شهريارى «دانش مملكت را ويران مى كند». كنكورى كه آن آموزشگر بزرگ 
از آن با نگرانى سخن مى راند، پديده اي است كه همچنان، آموزش عمومى و آموزش عالى را به نوعى، در سيطرة 
خود گرفته به طوري كه مراكزى كه وظيفة  راهبرى آينده سازان جامعه و بعد، آماده كردنشان براى توليد علم و 
خدمت به همان جامعه را دارند، مستقيم يا غيرمستقيم، از اين پديده آسيب ديده و مى بينند. اكثر افراد جامعه 
ــتر مصائب جريان ياددهى- يادگيرى مى دانند. ولى «پارادوكس»  نيز از كنكور مى نالند و آن را باعث و بانىِ بيش
ــته اى به وجود آمده كه انگار، براى در امان ماندن از اين غولِ  ــت كه اجِماع نانوش يا «باطل نماى» عجيب اين اس
دست ساز، ساده ترين راه اين است كه از يك سو بيشتر و بيشتر تغذيه اش كنيم و عرصه را برايش آماده تر سازيم و 
از سوي ديگر، بيشتر و بيشتر نسبت به آن نفرت ايجاد كنيم و هم زمان به آن متوسل شويم! خلاصه، هم برِانيم 
و هم بخِوانيمش! پارادوكس اينجاست كه عامل هر ناكامى را كنكور ببينيم و براى عبور از سدِ آن، همگى تلاش 

كنيم و بهايش دهيم و به بهانه اش گرفتار شويم و مسير آموزش جامعه را وارونه كنيم! 
بدين سبب، لازم است براى سازماندهى اين اوضاع و كنترل احساس نيازهاى كاذبى كه نه فقط در والدين و 
دانش آموزان، بلكه گاهى در مسئولان و تصميم گيرندگان هم ايجاد شده، زمينه اى براى هم انديشى فراهم كنيم. 
در غير اين صورت، بازار عظيم و بى قواره و غيرقابل كنترلى كه به نام «كنكور» و به كام بسيارى، در تمام سطوح 
ايجاد شده، با استفاده از حساسيت هاى والدين و مسئولان، يكه تاز ميدان مى شود و  مرتب هم نويد موفقيت، اما 
ــرطِها و شُروطِها» مى دهد! طبيعى است تصور كنيم كه شرط اول، پيدا كردن شانس حضور و بهره مندى  به «شَ
از برنامه ها و منابعِ اين مراكز و مؤسسات و ناشرانِ به اصطلاح آموزشىِ «معتبر» و اكثراً «تضمينى»، براى قبول 
شدن در رشته هاى دلخواه داوطلبان است و ادامه اين مسيرِ هوشيارانه را هم كه مبتنى بر نيازهاى احساسى جامعه 
است، بيش و كم مى شناسيم. اما سؤال اصلى اين است كه «چرا چنين شد؟» و از كِى، همه آماده باش ايستادند 

و اين چنين، عنان و اختيار را به فرمانِ سرنوشتى سپردند كه بشر رقمش زده بود نه تقدير؟! 
يكى از اتفاقات پيش بينى نشده اى كه تقريباً در دو دهة اخير در ايران رخ داده است، استفاده از ابزارى به نام 
ــره است. اين اتفاق، آن چنان سريع روي داد و به قدرى سودآور بود  ــره اى از ناسَ «آزمون»، براى جداكردن هر سَ
كه براى قبولاندن آن به جامعه، مدارس خاص و مسئولان آموزشى، از هيچ تلاشى فرو گذاشته نشد. يكى از آن 
تلاش ها كه عامدانه يا از سرِ ناآگاهى صورت گرفت، استفاده از عنوان «كنكور» بود؛ كلمه اي كه تنها در پايان سال 
خروج از آموزش مدرسه اى، يعني ديپلم، معنا دارد و از آغاز برگزاري كنكور دانشگاه ها در دهة 40، هدفش تسهيل 
تصميم گيرىِ دانشگاه ها براى انتخاب دانشجو از بين داوطلبان بوده است. اما «كنكور»، تبديل به اسم عامى براى 
ــه را به هم زد و مدرسه را از توجه به كاركرد اصلى خود كه  ــد! آزمون هايى كه آرامش مدرس تمام «آزمون»ها ش
ــتقل، تصميم گيرنده، خلاّق و نقّاد و قانون پذير بود، بازداشت و  ــهروندانى مس جامعه پذير كردن افراد و پرورش ش

خطر تبديل «مدرسه به عنوان خودِ زندگى» را به «مدرسه؛ آموزشگاهى براى كنكور»، جدى تر نمود.   
ــت بدانيم كه در مجموعه  ــت و حاصل خلاقيت هاي وطنى! لازم اس اما گمان نكنيم كه اين اتفاق، بومى اس
كشورهاى جنوب شرقى آسيا، تأكيد بر «تست و تست زنى»، قدمتى ديرينه دارد. چنين تبى از دو دهه گذشته 

زهرا گويازهرا گويا

آرامش را به مدرسه باز گردانيم!
«كنكور»
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ــى اصلى1» كه يك روز هم در كلاس درس،  ــتانداردهاى برنامه درس ــط هواداران «اس نيز در ايالات متحده، توس
رياضى تدريس نكرده بودند، بالا گرفته است. در ابتدا در آمريكا، بعضى ها صادقانه، از تصور به نظم كشيدن مدرسه 
ــبت به موفقيت تحصيلى دانش آموزان، از  ــخگو كردن همة دست اندركاران آموزش مدرسه اى نس و برنامه و پاس
ــنگاپور- بدون در نظر گرفتن تفاوت همه جانبة شرايط بومى در دو كشور- استقبال كردند. آن ها  ــوغات س اين س
همچنين، به دليل امكاني كه اين برنامه، براى كنترل معلمان فراهم مى نمود، به طور ضمنى از آن حمايت كردند، 
غافل از آنكه وقتى برنامه از «نيِِستان» خود «ببُريده» شود، در جاى ديگر، احتمال خشكيده شدنش زياد است، 
ــى» ديگرى دارد، چه، شرايط «زيست محيطى» هر كجا، ويژه و منحصر به همان جاست. با وجود  زيرا «بوم شناس
ــترين صدمه را به اعتمادبه نفس و عزت  اين، در آمريكا، به نصايح متخصصان تعليم و تربيت گوش ندادند و بيش
ــه زدودند كه نتيجة آن، اغتشاشى است كه در ساليان  ــكينه و طمأنينه را از مدرس نفس معلمان وارد كردند و سَ
اخير در آموزش مدرسه اى آمريكا به وجود آمده است و فعلاً هم كسى را ياراى جلوگيرى از آن نيست. از يك طرف 
بنيادهايى مانند «بيل گِيتس2» اختياردار آموزش شده اند و از طرف ديگر، ناشرانى كه دلسوزانه! معلمان را براى 
اجراى «برنامه اصلى3» آماده مى كنند. والدين هم براى ثبت نام در كلاس هاى بعد از مدرسه «كيومون4» به سبك 
ژاپنى كه هدفش افزايش «سرعت5» و «دقت6» در دانش آموزان است، به صف ايستاده اند، و رسانه ها نيز با توليد 
ــوپرمن7» كه تمثيلى براى مدارس «چارترى8» است، قند در دل ها،  ــاختى مانند «بازگشت س فيلم هاى خوش س
اشك در چشمان و بغض در گلوها ايجاد كرده اند و خلاصه در اين آشفته بازار- هم در آمريكا و هم در ايران-  از 
طريق ايجاد اضطراب در خانواده ها، برندگانِ اصلى ماجرا، صاحبانِ سرمايه هستند و بازندگان واقعى، دانش آموزان 
و معلمان شريف و زحمتكش؛ با اين تفاوت عمده كه در نهايت، دانشگاه هاى آمريكايى به جاى جذب آمريكاييانِ 
ــر دنيا براى ورود  آزمون دادة متقاضىِ ورود به آموزش عالى كم توان، از بهترين هاى چين و هند و ايران و سراس
ــجو مى پذيرند، اما صندلى هاى خود را حراج نمى كنند و هميشه، آن ها را براى بهترين ها  نگه   ــگاه، دانش به دانش
ــجويان، همگى داراى نمره «آزمون هاى استاندارد» مانند GRE و GMATH هستند و در هر  مى دارند. اين دانش
كجاى اين كره خاكى، مى توانند اين آزمون ها را بدهند. در صورتى كه در ايران، داوطلبانِ ورود به دانشگاه، با اين 
همه هزينه اى كه مى كنند و اين همه زحمتى كه مى كشند، بعضى سال ها، به دليل اين كه «حدنصاب» نمره وجود 

ندارد، با پايين ترين كيفيت وارد دانشگاه شده و به سرعت در آموزش عالى، دچار سرخوردگى مى شوند.  
ــئلة مهم و فراگير در جامعه ايران بود. تجربه كشورهاى  ــته، فقط طرح يك مس در هر صورت، هدف اين نوش
ــان بياموزيم و آزموده ها را  ــى قرار گيرد، كمك مى كند تا از مشابهت هايش ديگر، اگر با نقد بى غرضانه مورد بررس
دوباره نيازماييم. همچنين، دقت كنيم كه «آزمون»، معادل «كنكور» نيست. در ايران، «كنكور» به خودىِ خود، 
ــة خود را دارد. زمين و زمان هم در خدمتش هستند. از  ــت و مشتريان دوآتش ــده اس به اصطلاح، يك «برَِند» ش
كودك پيش دبستانى گرفته تا مسئولان رده بالا، از خانواده هاى كم سواد تا والدين متخصص، خلاصه همه و همه، 
ــان مى دهند. اما واى به روزى كه آسيب ديدگانِ  ــبت به آن واكنش نش ــنايند و نس با پديده اى به نام «كنكور» آش
ــند و با اين نگرانى كه نمى توان اين واقعيت  ــهيل كنندگان و تقويت كنندگان آن باش از «كنكور»، خود جزو تس
عريان را ناديده گرفت، يا به دنبال وضع قانون براى از بين بردن آن باشند و يا به كمند گيسويش گرفتار آيند و 
خودشان، برايش هزينه نمايند. اتفاقى كه سال هاست واقع شده و آرامش و قرار را از خانواده ها ربوده و مسئولان را 
به حركت هاى انفعالى سوق داده است. شايد، و تنها شايد، لازم باشد از زاوية جديدى به اين پديده مهم كه پر از 
خير و شر است، بنگريم و اين پيش فرض را در نظر داشته باشيم كه «كنكور» و «آزمون»، يكى نيستند و زندگى 
مدرسه، نبايد تحت تأثير «كنكور» كه براى سال خروج از مدرسه طراحى شده است، دچار ناآرامى گردد و كاركرد 

اصلى خود را فراموش كند. 

پي نوشت ها
1. Core Curriculum Standards
2. Bill Gates Foundation
3. Core Curriculum
4. Kumon Schools
5. Speed
6. Accuracy
7. The Return of Superman
8. Charter Schools
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مقدمه
ــئله اى  ــيار مبتكرند. وقتى با مس دانش آموزان بس
ــوند كه نمى دانند چگونه آن را حل كنند،  مواجه مى ش
الگوريتم هايى ابداع مى كنند و آن ها را براى حل مسئله 
به كار مى برند، هرچند اغلب اين الگوريتم ها به پاسخ هاى 
نادرست منتهى مى شوند. مثلاً در فرايند يادگيرى عمل 
تفريق، اكثر دانش آموزان، اشتباه معروفِ «كوچك تر را 
از بزرگ تر كم كن» را مرتكب مى شوند (بن زيو، 1996)

ــى در  ــى از مهم ترين موضوع هاى درس رياضى يك
ــا تدريس مؤثر و  ــت، ام ــدارس، در جوامع كنوني اس م
ــت. مي دانيم كه رياضى  ــيار مشكل اس مطلوب آن بس
علمي انتزاعى است، بنابراين به محض اينكه ارتباط خود 
را با دنياى واقعى، كه دانش آموزان مى شناسند، از دست 
مى دهد، براى بسيارى از آن ها بى معنى مى شود. به همين 
دليل است كه در سراسر دنيا، دانش آموزان در درس هاى 
ــيارى از بزرگ سالان  رياضى خود افت دارند و حتي بس
ــيارى از  ــن، بس ــد. هم چني ــز آن را درك نمى كنن ني
ــكل مى دانند (بيشاب،  معلم ها نيز درك رياضى را مش

ــكل آفرين در  ــراى مثال، يكى از مفاهيم مش 1998). ب
شروع يادگيرى جبر، درك علامت تساوى است. 

ــلام آزاد (1380)، دانش آموزان عموماً  ــه غ به گفت
ــمى جبر شوند، شروع به  قبل از آنكه وارد آموزش رس
حل معادلات ساده مى كنند. اما تجربة آن ها از علامت 
ــاب، كه در واقع براى آن ها به معناى  ــاوى در حس تس
«دنبال جواب بودن» است، ممكن است در درك آن ها 
ــذارد. آن ها عموماً علامت  ــه و عبارت ها اثر بگ از معادل
ــاوى را به عنوان علامت «جواب را بنويس» در نظر  تس
مى گيرند، به جاى آنكه اين علامت، مفهوم هم ارزى دو 
ــان تداعى كند. در نتيجه، به اين دليل  عبارت را برايش
ــت  ــى جبر اس كه معادله يكى از مفاهيم اوليّه و اساس
كه دانش آموزان از آن براى ايجاد مدل ها و حل مسائل 
رياضى استفاده مى كنند، بسيارى از محققان، در زمينة 

درك دانش آمـوزان 
پاية  اول متوسـطه (نهم)  
ازمفهـوم

مليحه دهقان نيري، كارشناس ارشد آموزش رياضي و دبير رياضي باقرشهر، 

شهرستان هاي استان تهران

زهرا گويا، دانشگاه شهيد بهشتي

تساوي درحل معادلات 
درجـة اول
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ــايى  ــادلات درجة اول، بدفهمى هايى را شناس حل مع
ــبت  ــد و اكثراً بر بدفهمى هاى دانش آموزان نس كرده ان
به علامت تسـاوى تأكيد نموده اند. از نظر كارپنتر و 
همكاران (2003)، درك محدود دانش آموزان از معنى 
ــاوى، يكى از موانع اصلى در يادگيرى جبر  علامت تس

است. 

كليدواژه هـا: حل معادله، علامت تساوي، رياضي 
پاية  اول متوسطه، معادله درجة اول

كاربرد و تفسيرهاى علامت تساوى
ــان دادن روابط رياضى، از علامت هاى <  براى نش
(بزرگ تر از) و > (كوچك تر از) و ≤ (بزرگ تر يا مساوى) 
و ≥ (كوچك تر يا مساوى)، استفاده مى شود، اما ميزان 
به كارگيرى علامت تساوى (=) در تمام شاخه هاى رياضى، 
بيش از همه است و بر وجود يك رابطة تعادلى دلالت 
مى كند. علامت تساوى، به عنوان يك نماد رابطه اى، به 
ــود. مثلاً گاهى  روش هاى مختلفى نمايش داده مى ش
اوقات، از آن براى نشان دادن يك اتحاد استفاده مى شود، 
ــى  براى تعريف  ــل 2 = (a + b)(a + b)(a + b). گاه مث
 .(f(x)= 2x + 3) ــل ــود، مث يك تابع به كار برده مى ش
ــود و  ــتفاده مى ش زمانى ديگر، به همراه جاى خالى اس
به عنوان نمادى براى انجام دادن چيزى تفسير مى شود 
ــت كه «جواب را  يا به عنوان نمادى كه پيامش اين اس

پيدا كن» (--- = 3+4). 
ــت كه سينز- لودلو1 و والگاموث2  اين در حالى اس
ــاره دارند كه دانش آموزان،  (1998) نيز به اين نكته اش
الزاماً انتخابى براى تعريف و تعيين نمادهايى كه به كار 
ــا قراردادها را  ــورت، تنه ــد و در اين ص ــد ندارن مى برن
مى پذيرند. براى مثال، قبول علامت تساوى يا استفاده 
ــت كه آن ها از نظر رياضى آن  از آن، به اين معنى نيس

را فهميده اند. 

معانى تساوى و علامت تساوى
ــز مهم بين دو معنى  ــيارى از محققان، بر تماي بس
عملياتى و رابطه اى براى تساوى تأكيد دارند (كى يرِِن، 
1981؛ وينتر، 1982؛ وُلترز، 1991؛ فيلوى و همكاران، 
ــكاران، 2006). كى يرِِن (1981)  ــوث و هم 2003؛ ن
ــاوى  دريافت كه دانش آموزان دورة ابتدايى علامت تس
ــئله و پاسخ مسئله  را به عنوان نمادى مى بينند كه مس
ــر وى، فقط تغيير معانى  ــم جدا مى كند. از نظ را از ه
ــراردادى «جملات  ــه اى، قانون ق ــى به رابط از عمليات

ــه مى كند.  ــوان» را توجي ــرف معادله را بخ ــر دو ط ه
پريديگر3 (2010) نيز معتقد است كه آموزش حساب 
ــاوى هاى نامتقارن مثل ــى با تمركز بر تس دورة ابتداي
ــاوى  ــاى عملياتىِ علامت تس ــر معن 1= 3 - 6÷ 24، ب
تأكيد دارند. در نتيجه، كاربرد متقارن و رابطه اىِ علامت 
ــطه، با مشكل مواجه  ــاوى در جبرِ دورة اول متوس تس
ــود كه به عنوان نمونه، مى توان به عباراتى مانند:   مى ش
ــادلات جبرى مانند ــا مع 7  × 4 + 7 × 20= 7 × 24 ي

x2= -x + 6 اشاره نمود. 
ــوزش رياضى  ــيارى از محققان آم ــه، بس در نتيج
ــعة معناي رابطه اى، در ارتباط  در مورد مشكلات توس
ــهيل گذر دانش آموزان از  ــاوى براى تس با علامت تس
ــنهاد كرده اند كه كاربرد رابطه اى  حساب به جبر، پيش
ــاوى نيز، در برنامة درسى رياضى  و متقارن علامت تس
دورة ابتدايى وارد شود (كى يرِِن، 1981؛ وينتر4، 1982؛ 

ولترز5، 1991؛ تيِس6، 2005).
پريديگر (2010، به نقل از مِيل، 1993 و كورتسِ 
ــكاران، 1990) بيان مى كند كه فرايند يادگيرى  و هم
جبر، تحت تأثير معناي رابطه اى است و علامت تساوى، 
معناها و تفسيرهاى متفاوتى دارد كه مهم ترين آن ها در 

شش مورد زير، آورده شده  است:
ــت با جواب: ــاي عملياتى: عمليات برابر اس 1. معن

1 = 3- 6 ÷ 24؛
2. معناى رابطه اى: 

ــارن: 5 + 7 = 7 + 5 يا ــابى متق 2. آ - عبارت حس
92 - 102= 19؛

2. ب- تعادل رسمى كه جملات معادل را توصيف 
مى كند: x2 + x - 6 =(x - 2)(x + 3) ؛

ــخص  ــرطى كه مجهول ها را مش 2. ج- معادلة ش
مى كند: معادله x2= -x + 6 را حل كنيد. 

2. د- پارامترهاى زمينه اى در فرمول؛ مانند فرمول 
مساحت دايره (A = πr2) يا مثلث قائم الزاويه با وتر c و 

اضلاع a و b، كه در a2+b2= c2 صدق مى كنند؛
3. تعيين يا توصيف:

  m =  (a+b) يا y = 2x + 52
ــراى كاربرد  دسـته اول؛ معنـاى عملياتـى ب
ــرد: «عمليات  ــتفاده قرار مى گي غيرمتقارن مورد اس
ــت با جواب» (مك نيل7 و همكاران، 2006)،  برابر اس
ــاب دورة ابتدايى توضيح  ــته اغلب براى حس اين دس
داده مى شود. هم چنين در رياضيات پايه هاى بالاتر مثل 
حسابان هنگام مشتق گيرى از تابع چندجمله اى به كار 
 .f ′(x)=(3x2)′ = 6x :مى رود و براى مثال نوشته  مى شود

بسيارى از محققان 
آموزش رياضى در مورد 
مشكلات توسعة معناي 

رابطه اى، در ارتباط با 
علامت تساوى براى 

تسهيل گذر دانش آموزان 
از حساب به جبر، 

پيشنهاد كرده اند كه 
كاربرد رابطه اى و متقارن 

علامت تساوى نيز، در 
برنامة درسى رياضى دورة 

ابتدايى وارد شود
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دسـتة دوم، معناى رابطـه اى متمركز بر كاربرد 
ــت. اين دسته، خود شامل  ــاوى اس متقارن علامت تس
چهار زيردسته است، كه هريك متفاوت از ديگرى است. 
ــة عبارت  ــرِن (1981) كلم ــر (2010) از كى يِ پريديگ
ــتة 2. آ). كى يرِِن  ــرد (زيردس ــابى را قرض مى گي حس
ــه را براى ارتباط با دانش آموزان ابداع  (1981) اين كلم
كرد كه بتوانند تساوى هاى حسابى متقارن را از آن هايى 

كه شامل متغيرهاست تشخيص دهند. 
ــه تعادل  تعادل رسـمى (زيردسـتة 2. ب) ب
ــاره مى كند: ــا اش ــامل متغيره ــرى ش ــلات جب جم
 x ــام مقادير ــراى تم ــه ب x2 + x -6 =(x-2)(x+3) ك
ــير  ــته به تفس ــمى، بس صدق مى كند. اين تعادل رس
ــامل آن، مى تواند به روش هاى متفاوت  متغيرهاى ش

تفسير شود. 
در كلاس درس جبر، مهم است كه تعادل رسمى، 
با تفاسير متفاوتي كه دارد، از معادلات شرطى براى 
ــه، معادله ــود. اگرچ ــخيص مجهول ها متمايز ش تش
 x2 + x -6 =(x-2)(x+3) به طور نمادين شبيه x2=-x+6
ــت، اما ويژگى كاملاً متفاوتى دارد كه براى تمام  اس
ــلاوه، مجهول هاى خاصى را  xها به كار نمى رود. به ع
ــخص مى كند و با حل معادله، يك عدد مى تواند  مش

به عنوان مجهول مشخص شود. 

در زيردستة (2. د)، پارامترهاى زمينه اى در 
ــاوى قراردارند، فرمولى  فرمول كه در يك طرف تس
ــة فيثاغورس  ــره يا معادل ــاحت داي مثل فرمول مس
ــا از طرف  ــتند، ام ــه عبارات اصلى هس a2+b2=c2 ك

ديگر آن ها براى تمام a و bها مثل تعادل هاى رسمى
ــد. آن ها فقط در  ــه كار نمى رون   a2-b2=(a+b)(a-b) ب
ــراى مثال، به كار  ــتند؛ ب زمينه هاى خاص اصلى هس

بردن b، a و c براى طول هاى مثلث قائم الزاويه. 
ــكاران (1990) معرفى دسـتة  ــس8 و هم كورت
سومى را به نام تعيين يا توصيف، پيشنهاد كردند 
ــوند بلكه مثل  ــريح نمى ش ــه در آن  ، پارامترها تش ك
ــوند. تفاوت آن با پارامتر زمينه  اى  تعاريف بيان مى ش
اين است كه به تشخيص بين تعاريف و پيش فرض ها 
ــير بسيار متنوعى از  كمك مى كند. در مجموع، تفاس

علامت تساوى وجود دارد. 

درك تساوى به عنوان يك رابطه
ــاوى رابطه اى  ــوزان بايد بفهمند كه تس دانش آم
است كه بيان مى كند دو عبارت رياضى ارزش يكسان 

دارند. به دست آوردن اين درك، ارتباطات بين حساب 
و جبر را بيشتر مى كند. براى مثال، وقتى يك دانش آموز 
ــئلة 1+(8-10)= (1-8)-10 را حل مى كند درگير  مس
حساب است و در ضمن در حال يادگيرى مهارت هاى 
ــر، به ويژه  ــدن در جب ــرورى براى درگير ش ــرى ض فك

خاصيت شركت پذيرى در اعداد صحيح، است. 
ــنايى با اين نوع رابطه، مسائل مشكل   بعد از آش
ــوار  ــد: a-(b-c)=(a-b)+c براى دانش آموزان دش مانن
ــاوى به اين  ــت. اما اگر فكر كنند كه علامت مس نيس
ــان  ــود، برايش ــت كه بايد عملياتى اجرا ش معنى اس
ــى مقداري مثل  ــود بفهمند كه وقت ــوار خواهد ب دش
ــود، از طرف ديگر  ــرف معادله كم مى ش ــك ط c از ي
ــوز، 2001). در  نيز همان مقدار كاهش مى يابد (اكُس
اين شرايط، تنها روشى كه آن ها مى توانند درگير آن 
ــوند، «به خاطر سپردن يك سرى قوانين براى حل  ش
معادلات است». به دليل اينكه چنين قوانينى با درك 
ناقص همراهند، دانش آموزان قادر نيستند به درستى 
ــتفاده  آن ها را به خاطر بياورند و به راحتى از آن ها اس
ــوى و كارپنتر، 1999). دليل ديگرى  كنند (فاكنر، ل
ــت  ــوزان به اين درك نياز دارند، اين اس كه دانش آم
ــط جملات عددى  ــده توس كه بتوانند روابط بيان ش
ــك دانش آموز جملة  ــراى مثال، وقتى ي ــد. ب را ببينن
ــد «من  ــد و مى گوي ــددى 1+7+7=8+7 را مى بين ع
ــود، اما  به خاطر نمى آورم كه 7 به علاوه 8 چند مى ش
ــود 14 و سپس يكى  مى دانم كه 7 به اضافه 7 مى ش
ــود»، او يك  ــه آن اضافه مى كنم و حاصل 15 مى ش ب
رابطه خيلى مهم يعنى ويژگى شركت پذيرى را شرح 
ــت  ــاب، يك اصل اس مى دهد كه اين ويژگى در حس

(فاكنر، لوى و كارپنتر، 1999. )
ــترش توانايى بيان روابط، دانش آموزان  بعد از گس
ــائل  ــد بتوانند همان اصول رياضى را براى حل مس باي
ــد، يعنى با بيان آن  ــوارتر مثل 18- 45 به كار ببرن دش
به صورت 2+ 20 - 45= 18- 45 (فاكنر، لوى و كارپنتر، 
ــكل a-b=a-b+2-2 دربياورند.  ــا a-b را به ش 1999) ي
هم چنين، اكُسوز (2001) عقيده دارد كه درك تساوى 
ــك رابطه، فرصتى عالى فراهم مى كند تا در  به عنوان ي
ــوند  ــادگى حذف ش حل معادلات، جملات قرينه به س

(ساده شوند). 

بدفهمى هاى علامت تساوى
براساس يافته هاى تحقيقى متعدد (سينز- لودلو 
ــر و نيكولز، 1980؛  ــوث، 1998؛ برِ، ارِلوانگ و والگام
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فاكنر، لوى و كارپنتر، 1999)، دانش آموزان، از سال 
ــاوى  ــم ابتدايى، دربارة معناى علامت تس اول تا شش
ــن بدفهمي ها  ــد، ولي اي ــدى دارن ــاى ج بدفهمى ه
هنگامي كه دانش آموزان فعاليت هاى حسابى را انجام 
مى دهند، معمولاً مورد توجه قرار نمى گيرند؛ زيرا در 
اين فعاليت ها، رابطة بين دو طرف تساوى مورد نظر 
ــت و فقط يك عدد در سمت راست اين علامت  نيس
ظاهر مى شود. بدين سبب، هنگامى كه دانش آموزان 
ــا انواع ديگر جملات و به ويژه عبارات جبرى مواجه  ب
مى شوند، موقع استفاده از علامت تساوى، با مشكلات 
جدى مواجه مى شوند. آن ها تلاش مى كنند قوانين و 
درك خودشان از علامت تساوى را به كار ببرند، مثل 
ــبه مى كنند و  ــه گاهى اوقات، جواب ها را محاس اينك
ــت وجوى روابط هستند، گاهى اوقات  گاهى در جس
ــاوى توجه مى كنند و گاهى فقط به  به دو طرف تس
ــترو،  ــك طرف توجه دارند (مولينا، آمبروس و كاس ي

(2004
ــده در  ــليمَن و بريزولا (2000- نقل ش كاراهِر، ش
مولينا، آمبروس و كاسترو، 2004) مطرح مى كنند كه 
ــاي مقدماتي دانش آموزان در رياضى، يكى از  آموزش ه
ــت.  ــكلات آن ها در يادگيرى جبر اس دلايل اصلى مش
ــر و نيكولز (1980) با كودكان  در مطالعات برِ، ارِلوانگ
ــاله، مشاهده شد كه دانش آموزان نه  شش تا دوازده س
فقط علامت تساوى را به عنوان محركى براى يك پاسخ 
ــورد عباراتى كه بايد  مى بينند و مى فهمند، بلكه در م
نوشته شوند نيز ايده هايى قطعى دارند و اين نوع نگاه به 
علامت تساوى، باعث ايجاد بدفهمى هاى جدىِ بعدى 

در آن ها مى شود. 
ــوى (1999) نيز در تحقيقات  كارپنتر، فرانك و ل

خود به بدفهمى هاى زير اشاره كردند:
ــاوى به عنوان يك فرمان  ــير علامت تس 1. تفس
ــخ دادن. با اين فرض كه  ــت آوردن و پاس براى به دس
ــود و  ــاوى انجام ش ــات بايد در طرف چپ تس عملي
ــخ آن در طرف راست تساوى قرارگيرد.  بلافاصله پاس
براى مثال، برخى دانش آموزان به معادلة 5+ --- = 8+4 

پاسخ 12 دادند. 
2. عمليات تمام اعداد با هم. براى مثال، پاسخ 17 

را براي معادلة 5+ --- =4+8 نوشتند. 
هم چنين، متيوز و همكاران (2012) به دو مشكلى 
كه ممكن است دانش آموزان در زمان حل معادله با آن 

مواجه شوند، اشاره كردند:
1. با اينكه كاربرد متغير و جاى خالى از نظر منطقى 

ــت، دانش آموزان، معادلاتى را كه در آن ها  ــان اس يكس
به جاى متغير، جاى خالى به كار رفته است راحت تر حل 

مى كنند؛
ــه در يك طرف  ــى را ك ــوزان، معادلات 2. دانش آم
علامت تساوى عمليات دارد، نسبت به معادله اى كه در 
دو طرف علامت تساوى عمليات حسابى دارد، راحت تر 

حل مى كنند. 

درك دانش آموزان از علامت تساوى
ــيارى از  ــه براى بس ــان مى دهد ك ــات نش تحقيق
دانش آموزان دورة ابتدايى علامت تساوى يعنى به طور 
خودكار پاسخ را بنويس (برِ و همكاران، 1980؛ كارپنتر 
و همكاران، 2003؛ دمونتى و ولاسيس، 1999؛ فاكنر 
ــرِن، 1980؛  ــكوويچ و كى يِ ــكاران، 1999؛ هرس و هم
ــو و والگاموث،  ــينز- لودل ــكى و اتُو، 2002؛ س لوبينس
ــى و مك گريگور، 1997- نقل شده در  1998؛ استيس
اسِيين و سِتَتى، 2006). از اين گذشته، برِ و همكاران 
ــش و  ــرِن (1981) با دانش آموزان ش (1980) و كى يِ
ــاله كاركردند و فهميدند كه اكثر آن ها علامت  هفت س
تساوى را فقط وقتى قبول مى كنند كه در مقابل جمع و 
تفريق باشد. بنابراين يك عبارت شبيه 4+2 = --- براى 
آن ها مفهومى ندارد و بيان كردند كه علامت تساوى در 

مكان اشتباهى قراردارد. 
فاكنر و لوِى و كارپنتر (1999) نيز تحقيق مشابهى 
ــم،  ــام دادند. آن ها به دانش آموزان پاية اول تا شش انج
ــتند تا  ــارت 5+ --- =4+8 را دادند و از آن ها خواس عب
جاى خالى را پركنند. اكثر دانش آموزان تمايل داشتند 
ــخ سمت چپ را محاسبه كنند و در مقابل علامت  پاس

تساوى، آن را بنويسند. 
ــكاران (1980) و كى يرِِن  ــن، برِ و هم افزون بر اي
(1981) بدفهمى دانش آموزان از مفهوم علامت تساوى 
را به روشى كه به آن ها تدريس مى شود، نسبت دادند. 
ــوزان از علامت  ــد كه درك دانش آم ــا بحث كردن آن ه
ــار از آموزش هايى  ــاوى يعنى «خروجى مورد انتظ تس
ــى و مك گريگور  كه بچه ها دريافت كرده اند». استيس
(1997) و كارپنتر و همكاران (2003) هم بحث كردند 
كه استفاده از ماشين حساب به تقويت اين ايده كمك 
ــوان يك فرمان، يك  ــاوى به عن مى كند كه علامت تس
محاسبه را انجام مى دهد، زيرا اين همان كارى است كه 
با فشردن دكمة تساوى، ماشين حساب انجام مى دهد. 

دمونتى و ولاسيس (1999- نقل شده در اسِيين و 
سِتتى، 2006) اشاره كردند كه برخى از بدفهمى هاى 
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استيسى و مك گريگور (1997) 
و كارپنتر و همكاران (2003) 
هم بحث كردند كه استفاده از 
ماشين حساب به تقويت اين ايده 
كمك مى كند كه علامت تساوى 
به عنوان يك فرمان، يك محاسبه را 
انجام مى دهد، زيرا اين همان كارى 
است كه با فشردن دكمة تساوى، 
ماشين حساب انجام مى دهد
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ــاوى به دليل استفاده از  دانش آموزان دربارة علامت تس
ــتعاره ها در بيان چرايى يك موضوع است، به عنوان  اس

مثال، a +3 بيشتر از اين نمى تواند ساده شود. 
ــتباه جبرى معمول دانش آموزان اين است  يك اش
ــاده كنند و آن را به  ــتر س كه مى خواهند a +3 را بيش
ــازند. در اين مورد  ــد 3a يا a3 تبديل س ــى مانن عبارت
ــان از  ــير خودش ــوزان كاملاً تحت تأثير تفس دانش آم
ــراى انجام دادن  ــاوى، به عنوان يك نماد ب علامت تس

چيزى، هستند. 
ــد كه  ــث كردن ــكاران (1999) بح ــر و هم فاكن
«به محض اينكه نمادها براى نمايش عمليات روى اعداد 
معرفى مى شوند، معلمان بايد دربارة فهم دانش آموزان 

از تساوى نگران باشند». 
كارپنتر و همكاران (2003) نيز مطرح مى كنند 
ــاوى به روش هايى كه  ــه از به كار بردن علامت تس ك
ــان نمى دهد دورى  ــاوى بين اعداد را نش رابطة تس
كنيد. مثال هاى چنين نمايش هاى اشتباه از علامت 
تساوى عبارت اند از: ليست هاى سنى (مثل جان=8 
و ماركى=9) يا مشخصه هاى عددى افراد يا چيزها يا 
استفاده از علامت تساوى در معرفى تعداد اشياء در 
يك مجموعه يا مقايسة دو عكس (كارپنتر، 2003)

پژوهش حاضر
ــود،  ــه در اين مقاله معرفى مى ش ــى ك در پژوهش
نويسندة اول، پس از معرفى خود و توضيح سؤالات، از 
ــت كرد كه،  دانش آموزان يك كلاس پاية نهم درخواس
ــؤالاتى  در صورت تمايل، با دقت و حوصلة كافى به س
در مورد چگونگى درك آن ها از علامت تساوى، پاسخ 
ــخ  دادن به  دهند. در اين كار آن هايى كه مايل به پاس
ــتند از كلاس خارج شوند.  ــؤالات نبودند، مى توانس س
ــد كه  ــاً  به دانش آموزان اين اطمينان نيز داده ش ضمن
نمرة  آزمون، هيچ تأثيرى بر نمرة  رياضى آن ها نخواهد 

ــت و نوشتن نام  ــت و صرفاً يك كار تحقيقاتى اس داش
ــان ضرورتى ندارد. لازم به ذكر است  و نام خانوادگى ش
ــده براى پاسخگويى به  كه مدت زمان در نظر گرفته ش
سؤالات، پانزده دقيقه بود. ابزار جمع آورى داده ها در اين 
پژوهش، چند مسئله بود كه قبل از اجراى اصلى، چند 
بار اجراى آزمايشى شد تا مشكلات احتمالي آن برطرف 

و اعتبار ابزار در رابطه با هدف تحقيق روشن شود. 

نتايج
ــج آزمون اصلى، به  ــمت، به تحليل نتاي در اين قس

تفكيك هر سؤال، مى پردازيم. 
سـؤال1. در جاهـاى خالـى عـدد مناسـب 

بنويسيد. 
ــؤال 1، به نوعى حل معادلة  بخش هاى مختلف س
درجة اول بدون استفاده از متغيرها بود تا ميزان درك 
ــاوى، قبل از اينكه وارد قوانين  دانش آموزان از نماد تس

حل معادله شوند، مشخص شود. 

الف. 3-. . . . . = 3×14
به اين سؤال حدود 66 درصد (29 نفر) دانش آموزان 
پاسخ درست دادند و عدد 45 را در جاى خالى قراردادند. 
ــؤال پاسخ هاى  حدود 34 درصد (15 نفر) نيز به اين س

متفاوت دادند. 
ــوزان عدد 42 را  ــدود 7 درصد (3 نفر) دانش آم ح
به عنوان پاسخ در جاى خالى نوشتند، كه به نظر مى رسد 
ــاى خالى حاصل  ــن عددِ بعد از ج ــدون در نظرگرفت ب
ــت  آوردند و يادداشت  عمليات قبل از تساوى را به دس
ــاوى را  ــته از دانش آموزان علامت تس ــد. اين دس كردن

«نمادى براى انجام دادن چيزى» مى بينند. 
ــدود 7 درصد (3 نفر)، عدد 48 را در جاى خالى  ح
قراردادند، كه به نظر مى رسد بر اثر اشتباه محاسباتى اين 

اتفاق رخ داده  است. 
ــدود 7 درصد (3 نفر)، عدد 39 را در جاى خالى  ح
ــخيص داده  بودند كه  ــرار دادند. اين دانش آموزان تش ق
ــا بدون در  ــد ام ــاوى بايد با هم برابر باش دو طرف تس
ــد از جاى خالى، عدد 39  نظرگرفتن علامت تفريقِ بع
ــخ نوشته و درحقيقت 39 را با 3 جمع  را به عنوان پاس

كرده بودند. 
ــد (3 نفر) از  ــدود 7 درص ــز ح ــارت 14× را ني عب
ــد  دانش آموزان در جاى خالى قرار دادند، به نظر مى رس
ــاوى نمادى براى  ــوزان علامت تس ــراى اين دانش آم ب

جابه جايى اعداد است. 
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ب. 9-. . . . .= 9-5
70 درصد (31 نفر) دانش آموزان به اين سؤال پاسخ 
ــت دادند؛  ــخ نادرس صحيح و 30 درصد (13 نفر) پاس

اعداد 4 و 5 را در جاى خالى قراردادند. 
ــدد 4 را بعد از  ــد (6 نفر) دانش آموزان ع 14 درص
ــر مولينا و  ــتند. اين ها، طبق نظ ــاوى نوش علامت تس
آمبروس و كاسترو (2004) نماد تساوى را فرمانى براى 

انجام عمليات ديده بودند. 
ــد (7 نفر) دانش آموزان عدد 5 را در جاى  16 درص
خالى نوشتند. اينان، طبق نظر اسِييِن و سِتَتى (2006) 

به بيش تعميمى خاصيت جابه جايى تمايل دارند. 

ج. 27+31 =. . . . . +24
ــخ  ــؤال، حدود 90 درصد (40 نفر) پاس به اين س
ــخ نادرست (عدد 58)  ــت و 5 درصد (2 نفر) پاس درس
دادند؛ 5 درصد (2 نفر) نيز پاسخى به اين سؤال ندادند. 
ــته  ــخ نوش از دو نفرى كه عدد 58 را به عنوان پاس
ــخ  ــؤال 1پاس ــد، يك نفر به تمامى بخش هاى س بودن
ــه عمليات قبل از علامت  ــت داده  بود و بلافاصل نادرس

تساوى را انجام داده  بود. 

د. 5+. . . . . = 5÷100
93 درصد (41 نفر) دانش آموزان به اين سؤال پاسخ 
ــر) عدد 20 را در جاى  ــت دادند و 7 درصد (3 نف درس

خالى قرار دادند. 

ه. . . . . . -13 = 
در مجموع، 73 درصد (32 نفر) به اين سؤال پاسخ 
ــت و 23 درصد (10 نفر) پاسخ نادرست دادند. 4  درس

درصد (2 نفر) نيز به  كلي پاسخ ندادند. 
ــخ نادرست  ــؤال پاس از بين ده نفرى كه به اين س
ــد، پنج نفر عدد 26، دو نفر عدد 169، دو نفر عدد  دادن
ــك نفر حاصل  را 5/30  ــال تعجب ي 12 و در كم
ــت آورده  بود و در كنار سؤال، يادداشت كرده  بود  به دس
ــد و در جاى  ــاوى بايد با هم برابر باش كه دو طرف تس

خالى عدد 18/30 را قرارداده بود. 

نتايج به دست آمده از سؤال 1
ــاوى  ــه مراحل تكامل درك علامت تس با توجه ب
ــاره كردند،  ــروس (2008) به آن اش ــه مولينا و آمب ك
نتايجى كه از اين تحقيق به دست آمد، مشخص كرد كه 

دانش آموزان به مراحل اول و دوم درك دست يافته اند، 
ــاوى را محركى براى پاسخ مى دانند  يعنى علامت تس
و به عنوان فرمانى براى اجراى عمليات درك مى كنند، 
ــت و از راست  همچنين ويژگى تقارنى (از چپ به راس
ــد، اما هنوز به  ــخيص مى دهن به چپ) اين نماد را تش
مرحلة بيان تعادل، كه باعث درك كامل مفهوم تساوى 

مى شود، دست نيافته اند. 
ــاوى را نمادى براى اجراى  در حقيقت، علامت تس
ــخ براى آن مى بينند و بنا به  عمليات و يافتن يك پاس
عقيدة برِ و همكاران (1980) اين علامت را نمادى براى 

انجام دادن چيزى مى بينند. 
به عنوان مثال، در قسمت الف سؤال 1، دانش آموزانى 
ــتند نشان دادند كه  كه عدد 42 را در جاى خالى نوش
تنها به مرحلة اول درك تساوى رسيده اند، يعنى علامت 

تساوى را محركى براى پاسخ مى دانند. 
دانش آموزانى كه عدد 39 را به جاى پاسخ نوشتند، 
مرحلة دوم درك يعنى ويژگى تقارنى علامت تساوى را 
ــت  فهميده اند و مى توانند به اين علامت از چپ به راس
ــت به چپ نگاه كنند، اما هنوز به مرحلة بيان  و از راس

تعادل نرسيده اند. 
ــاى  ــه 14× را در ج ــوزان ك ــته از دانش آم آن دس
خالى نوشتند، مطابق با نظر اسِيين و سِتتى (2006) 
ــا توجه به خاصيت جابه جايى كه قبلاً در مورد ضرب  ب
ياد گرفته اند، به بيش تعميمى اين خاصيت تمايل پيدا 

مى كنند. 
دانش آموزاني كه پاسخ هاى نادرستى به قسمت ب 

سؤال 1 دادند، به دو دسته تقسيم مى شوند: 
ــدد 4 را در جاى  ــى كه ع ــتة اول، دانش آموزان دس
خالى قرار دادند. اين دانش آموزان حاصل عبارت 5-9 را 
به دست  آوردند و به عمليات بعد از جاى خالى توجهى 
نشان ندادند؛ كه طبق نظر پريديگر (2010) فقط معنى 
عملياتى علامت تساوى، يعنى كاربرد غيرمتقارن آن را 

درك كرده اند. 
ــاني بودند كه عدد 5 را به عنوان  دستة دوم، كس
ــتند. آن ها كاربرد متقارن علامت تساوى  پاسخ نوش
ــود تفكر رابطه اى  ــا به  خاطر عدم وج ــد ام را مى دانن
ــى در تفريق  ــت جابه جاي ــه خاصي ــط، آن را ب مرتب

گسترش مى دهند. 
ــابه  ــمت ج و د نيز مش ــت آمده از قس نتايج به دس

قسمت هاى الف و ب است. 
ــر عدد 26 را در جاى  ــمت ه حدود ده نف در قس
ــن دانش آموزان  ــد اي خالى قرار دادند. به نظر مى رس
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ــاوى بايد  ــرده بودند كه دو طرف علامت تس درك ك
ــى اين پاسخ نشان داد كه  ــد، اما بررس به تعادل برس
ــت دانش آموزان به طور ضمنى مفهومى را  ممكن اس
ــتند آن مفهوم را در  درك كنند در حالي كه قادر نيس

فرايند حل مسائل مرتبط به كار برند. 
ــت آمده با نتايج تحقيقى كه  همچنين نتايج به دس
ــر روى دانش آموزان پاية  ــتتى (2006) ب ــيين و سِ اسِ
هشتم و نهم انجام دادند، سازگار است. به اين معنى كه 
با بزرگ تر شدن دانش آموزان از نظر سنى و بالارفتن پاية 
تحصيلى آن ها، دركشان از علامت تساوى به طور كامل 
اصلاح نمى شود و هنوز اين نماد را علامتى براى رسيدن 

به جواب مى دانند. 
ــه در  ــد اين بدفهمى، از جمله، ريش به نظر مى رس
آموزش پيشين دانش آموزان دارد، زيرا به گفتة پريديگر 
ــا تمركز بر  ــاب دورة ابتدايى ب ــوزش حس (2010) آم
تساوى هاى نامتقارن مثل 1=3-6÷24 به معنى عملياتىِ 
علامت تساوى تأكيد مى كند و در نتيجه، كاربرد متقارن 
ــر دورة راهنمايى و  ــاوى در جب ــه اى علامت تس و رابط

دبيرستان با مشكل مواجه مى شود. 
ــر، فرانك و لوى (2003) نيز با تحقيقى كه  كارپنت
ــم انجام دادند، به  بر روى دانش آموزان پاية اول تا شش
ــيدند كه حتى با بالارفتن پاية تحصيلى  اين نتيجه رس
ــؤال 5+ --- = 4 + 8 با  دانش آموزان، باز هم در حل س
مشكل مواجه مى شوند و عدد 12 يا 17 را در جاى خالى 

قرار مى دهند. 
ــل داده ها و آگاهى از  براى انجام بهتر تجزيه وتحلي
چگونگى و چرايى درك دانش آموزان از علامت تساوى، 
مصاحبه اى با دو نفر از دانش آموزان كه به سؤال 1 پاسخ 

اشتباه دادند، صورت گرفت:
پژوهشگر: چرا در قسمت د عدد 20 را قرار دادى؟

دانش آموز 1: چون 100 تقسيم بر 5 مى شود 20. 
ــاوى به چه معنى  ــگر: به نظر تو علامت تس پژوهش

است؟
ــاوى مثل اين مى ماند كه  دانش آموز 1: علامت تس
دو چيز را جمع كنى و در نهايت جواب را بنويسى يا دو 
چيز را از هم كم كنى و بعد از علامت تساوى جوابش را 

بنويسى. تساوى، برابر بودن را نشان مى دهد. 
ــمت ب، عدد 5 را قرار  ــگر: در سؤال 1، قس پژوهش

دادى. توضيح بده كه چطور به اين عدد رسيدى. 
دانش آموز2: چون سؤال مى گويد 9 منهاى 5 برابر 
ــت با يك چيزى منهاى 9. من گفتم، چون برابرند  اس
پس همان چيزى كه در طرف چپ است بايد در طرف 

ــتم 9 منهاى 5  ــت قرار بگيرد، به همين دليل نوش راس
مساوى است با 5 منهاى 9. 

ــت، اين  ــخص اس همان طور كه از مصاحبه ها مش
ــاوى  دو دانش آموز هر كدام درك خاصى از علامت تس
ــاب دورة ابتدايى علامت  دارند. دانش آموز 1 مانند حس
ــيدن به جواب مى داند و به  ــاوى را نمادى براى رس تس
عملياتى كه بعد از جاى خالى قرار گرفته است، توجهى 

نشان نمى دهد. 
دانش آموز 2 نيز به بيش تعميمى خاصيت جابه جايى 
تمايل دارد و چون مى داند علامت تساوى ويژگى تقارنى 
ــخ به اين سؤال استفاده  دارد از اين خاصيت براى پاس

مى كند. 
ــد، به نظر  ــت آم ــه نتايجى كه به دس ــا توجه ب ب
ــر آموزش  ــى ب ــان، مبن ــنهاد محقق ــد پيش مى رس
ــنهاد  ــر يعنى از دوران ابتدايى پيش زود هنگام جب

ــد.  منطقى اى باش
بنابراين به دليل اين كه علامت تساوى پل ارتباطى 
بين حساب و جبر است، توجه ويژه به يادگيرى كامل 

اين مفهوم در دوران ابتدايى توصيه مى شود. 

سـؤال2. عبارت رياضى زير درسـت است يا 
نادرست؟ دليل خود را توضيح دهيد. 

5+9 =14÷2 =7×3 =21
ــر) دانش آموزان به اين  ــدود 63 درصد ( 28 نف ح
سؤال پاسخ درست و حدود 34 درصد ( 15 نفر) پاسخ 

نادرست دادند. 3 درصد (1 نفر) نيز پاسخ نداند. 
از بين پاسخ هاى متفاوتى كه به اين سؤال داده  شده 
ــت، دو پاسخ، نظر پژوهشگر را بيشتر به خود جلب   اس

كرد:
1. درست است؛ چون ابتدا ضرب يا تقسيم هركدام 
را، كه از سمت چپ اولويت دارد، بايد انجام داد، سپس 

جمع را؛
2. درست است؛ چون هركدام از عبارت ها مضربى 

از 7 هستند. 
اين پاسخ ها در واقع تأييد گفتة آيزنر (2000) است 
ــتر و هم كمتر از  كه مي گويد: «دانش آموزان، هم بيش

آنچه كه به آن ها تدريس مى شود، مى آموزند». 
ــاوى به عنوان يك نماد تك جهتى  فهم علامت تس
ــادى براى انجام  ــلاً مرتبط با درك آن به عنوان نم كام
ــبة  ــر دو مفهوم به دنبال محاس ــت. ه  دادن چيزى اس
ــتند (اسِيين و  ــاوى هس كميت طرف چپ علامت تس

سِتتى، 2006). 
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كى يرِِن (1981) دريافت 
كه دانش آموزان دورة 

ابتدايى علامت تساوى 
را به عنوان نمادى 

مى بينند كه مسئله و 
پاسخ مسئله را از هم 

جدا مى كند. از نظر 
وى، فقط تغيير معانى 

از عملياتى به رابطه اى، 
قانون قراردادى 

«جملات هر دو طرف 
معادله را بخوان» را 

توجيه مى كند

ة رة رة 4/ تابستان 111394 اة سى و دوم/ شمـــاة سى و دوم/ شمـــا ة سى و دوم/ شمـــرة سى و دوم/ شمـــر رشد آموزش رياضى/ دو

ــكاران (1980) و كى يرِِن  ــر و هم ِ ــال، ب براى مث
ــوزان از پذيرش اين كه  ــد كه دانش آم (1981) دريافتن
ــت،  عبارت رياضى4+2= ---، از نظر رياضى صحيح اس
خوددارى مى كنند و اظهار مى كنند كه علامت تساوى 
ــر اين دانش آموزان  ــتباهى قراردارد. از نظ در مكان اش
فقط وقتى اين عبارت رياضى صحيح است كه به شكل

--- = 4+2 نوشته شود و بتوان اين عبارت را از چپ به 
راست خواند. 

ــروس (2008) بيان كردند  همچنين مولينا و آمب
ــنا مواجه  كه دانش آموزان وقتي با جملات عددى ناآش
 a ± b=c ــراردادى ــكل ق ــوند، كه متفاوت از ش مى ش
هستند، در تفسير علامت تساوى به عنوان نماد تعادلى 

با مشكل روبه رو مى شوند. 
پژوهشگر براى اينكه از چگونگى و چرايى پاسخ به 
ــود، از يكى از دانش آموزان در مورد  ــؤال آگاه ش اين س

نحوة پاسخگويى به اين سؤال مصاحبه به عمل آورد:
پژوهشگر: تو در سؤال 2 بيان كردى كه اين عبارت، 

صحيح است. چطور به اين نتيجه رسيدى؟
دانش آموز: اين عبارت، از نظر رياضى درست است. 
چون 9+5 برابر است با 14 و 14 تقسيم بر 2 برابر است 
ــود، 21. كه جواب آن هم  با 7، 7 هم ضرب  در 3 مى ش

درست است. 
ــگر  بعد از گفت وگو با اين دانش آموز، براى پژوهش
مشخص شد كه نحوة آموزش گذشتة دانش آموزان در 
حساب مى تواند يكى از دلايل اين اشتباه باشد. به همين 
دليل است كه استانداردهاى انجمن ملى معلمان رياضى 
(NCTM، 2000) پيشنهاد مى كند كه تفكر جبرى بايد 

در اوايل دورة ابتدايى گسترش يابد. 
با توجه به مراحل درك تساوى كه مولينا و آمبروس 
(2008) در نظرگرفته اند، به نظر مى رسد دانش آموزان 
ــت  ــخ دس به مرحلة اول درك يعنى محركى براى پاس

يافته اند. 
ــؤال حتى به ويژگى تقارنى علامت  در مورد اين س
ــاوى (مرحلة دوم درك) نيز توجه نكرده اند. همين  تس
ــان مى دهد كه دانش آموزان در محاسبات  موضوع نش
ــد اما درك ناقص آن ها از  مى توانند به خوبى عمل كنن
ــود كه اين عبارت را از نظر رياضى  تساوى باعث مى ش

درست بدانند. 
ــؤال به دست  نتايجى كه از تجزيه وتحليل اين س
ــتتى (2006)  ــيين و سِ ــه اسِ ــى ك ــا نتايج ــد، ب  آم
ــازگار است. به اين معنى كه هنوز  به دست آوردند، س
ــتند  ــطه (نهم) دانش آموزانى هس در پاية اول متوس

ــاوى ندارند و به اين  ــى از علامت تس ــه درك كامل ك
علامت به صورت نمادى تك جهتى نگاه مى كنند و به 
ــاوى بايد  اين موضوع توجه نمى كنند كه علامت تس
ــد، بنابراين عدد 14  ــان ده يك رابطة تعادلى را نش

نمى تواند با 21 برابر باشد. 

سـؤال 3. در يـك ظرف ميوه 5 عدد سـيب 
قرار دارد. اگر يك سـيب ديگر به سيب ها اضافه 
شود، تعداد سيب هاى ظرف، 6تا مى شود. اگر باز 
هم دو سـيب ديگر در ظرف گذاشته شود، تعداد 
سـيب هاى داخل ظرف ميوه چندتا مى شـود؟ با 

نوشتن راه حل توضيح دهيد. 
اين سؤال در ابتدا، براى دانش آموزان، ساده به نظر 
مى رسيد و آن ها بلافاصله جواب را اعلام مى كردند، اما 
ــد كه راه حل سادة  آن را  ــته  ش زمانى كه از آن ها خواس
ــند، 27 درصد (12 نفر) آن ها پاسخ را به صورت  بنويس
ــييِن و سِتَتى  ــتند كه به عقيدة اسِ 8=2+6=1+5 نوش
ــته از دانش آموزان علامت تساوى را  (2006) اين دس
نمادى تك جهتى مى بينند، يعنى نمادى كه از چپ به 

راست براى آن ها معنى دارد. 
ــت نفر از  ــه هش ــب بود ك ــگر جال ــراى پژوهش ب
ــؤال 2 پاسخ نادرست دادند، راه  دانش آموزانى كه به س
ــتند و پنج نفر از آن ها كه  ــؤال 3 را درست نوش حل س
ــؤال 3 پاسخ  ــخ صحيح دادند براى س ــؤال 2 پاس به س
8=2+6=1+5 را نوشته  بودند. شش نفر هم هر دو سؤال 

2 و 3 را اشتباه جواب دادند. 
در مجموع، 68 درصد (30 نفر) به اين سؤال پاسخ 
ــت و 27 درصد (12 نفر) پاسخ نادرست دادند؛ 5  درس

درصد (2 نفر) نيز به كلي پاسخ ندادند. 
ــوة تفكر  ــورد نح ــگر در م ــه پژوهش ــراى اينك ب
ــود، با يكى از  ــؤال آگاه ش دانش آموزان راجع به اين س
ــؤال پاسخ نادرست داده  بود  دانش آموزان كه به اين س

مصاحبه اى انجام داد. 
پژوهشگر: مى توانى در مورد راه حلى كه نوشته اى، 

توضيحى بدهى؟
دانش آموز: در ابتدا به 5 سيب خود، 1 سيب ديگر 
اضافه مى كنيم تا تعداد سيب ها به 6 برسد. اگر باز هم 
ــيب ديگر به مجموع سيب هاى خود اضافه كنيم،  2 س

حاصلِ ما به 8 مى رسد. 
ــى از ترجمة عبارت  ــن خطا در نمادگذارى، ناش اي
كلامى به جملة رياضى است (ليون، 2003، نقل شده 

در اسِيين و سِتتى، 2006 )
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ــح اما  ــوز صحي ــن دانش آم ــفاهى اي ــح ش توضي
ترجمه اش به جملة رياضى نوشتارى نادرست است. 

شليمن، كاراهر، بريزولا و جونز (1998) و فاكنر و 
همكاران (1999) نيز مشاهده كردند كه دانش آموزان 
ــائل  زمانى كه درگير زمينه هاى فيزيكى واقعى يا مس
ــوند، درك صحيحى از تساوى  ــفاهى مى ش كلامى ش

نشان مى دهند. 
ــد دانش آموزان  ــؤال 3، به نظر مى رس در مورد س
علامت تساوى را براى بيان تعادل بين دو عبارت به كار 
نمى برند، بلكه از آن به عنوان يك دستور براى محاسبة 

مقدار عبارت قبلى استفاده مى كنند. 
در واقع، نتيجه اى كه از اين سؤال به دست آمد، 
ــكيو و ويليام (1995- نقل شده  تأييدى بر گفته اسَ
در لى، 2006) است كه مي گويند: «به نظر مى رسد، 
آموزش به روشى كه مانع ايجاد هر نوع بدفهمى در 
دانش آموزان شود، ممكن نيست. ما بايد بپذيريم كه 
ــتند  دانش آموزان برخى تعميم ها را كه صحيح نيس
مي سازند. بسيارى از اين بدفهمى ها پنهان مى ماند 
ــكار  ــا اينكه معلم با تلاش هاى ويژه اى آن ها را آش ت

كند. »
شايد به همين دليل است كه يكى از نگرانى هاى 
ــرى و درك  ــى، اصلاح يادگي ــى معلمان رياض اصل
ــت (هال، ؟). تحليل خطا مى تواند  دانش آموزان اس
ــد. همان طور كه  ــن فرايند باش ــزار مفيدى در اي اب
ــال، ؟) بيان  ــده در ه ــل ش ــچ (1993، نق لابينووي
ــد «خطاهاى كودك در واقع، مراحل طبيعى  مى كن

يادگيرى هستند». 
ــت آمده از اين سؤال، مشخص كرد  نتيجة به دس
ــى كه پريديگر (2010)  كه با توجه به معانى متفاوت
براى علامت تساوى در نظرگرفته  است، معنى عملياتى 
اين نماد باز هم بيشتر مورد توجه دانش آموزان است و 
به جز تعداد كمى از آن ها، به اين علامت به عنوان يك 

رابطة تعادلى نگاه نمى كنند. 
ــه مراحل دركى كه مولينا و  همچنين، با توجه ب
آمبروس (2008) براى علامت تساوى در نظرگرفته اند، 
ــود كه، با اينكه دانش آموزان مى توانند  مشخص مى ش
ــند، اما به دليل  ــفاهى به جواب درست برس به طور ش
اينكه به مرحله سوم درك تساوى، يعنى بيان تعادلى، 
ــتند علامت تساوى را به درستى  نرسيده اند، قادر نيس

تفسير كنند. 
ــت آمد،  ــؤال به دس نتايجى كه از تحليل اين س
ــتتى (2006) سازگار  ــيين و سِ با نتايج تحقيق اسِ

ــت، به اين معنى كه دانش آموزان در پاسخ گويى  اس
به اين سؤال نشان دادند كه علامت تساوى را نه تنها 
ــام دادن چيزى مى بينند،  ــوان نمادى براى انج به عن
بلكه آن را به عنوان نمادى تك جهتى تفسير مى كنند. 

سؤال 4. معادلة زير را حل كنيد. هر مرحله از 
راه حل خود را بنويسيد و بيان كنيد در هر مرحله، 

چه كارى انجام داده ايد. 
4x+4 = 4x+1
ــن شدن اين موضوع طراحى  اين سؤال براى روش
ــورى كه از  ــوزان، با توجه به تص ــد كه آيا دانش آم ش
مفهوم تساوى دارند به اين نتيجه مى رسند كه معادله 
جواب ندارد؟ و يا اينكه براساس رويه هايى كه براى حل 
معادله ياد گرفته اند، معادله را حل مى كنند و به جواب 

مى رسند. 
تنها حدود 38 درصد (17 نفر) به اين سؤال پاسخ 
ــام دادن رويه هاى  ــه البته بعد از انج ــت دادند، ك درس
ــه عبارت ــول كردن) ب ــوم و مجه ــه (معل ــل معادل ح

ــيدند و در نهايت به اين نتيجه رسيدند كه  3- = 0 رس
معادله جواب ندارد. 

ــدود 57 درصد (25 نفر) معادله را حل كردند و  ح
به پاسخ نادرست x = -3 رسيدند و حدود 5 درصد (2 

نفر) به اين سؤال پاسخى ندادند. 
ــنِ بدون دليل  ــد، حفظ كردن قواني به نظر مى رس
آن قدر در ذهن دانش آموزان رسوخ كرده است كه حتى 
دانش آموزانى كه به سؤالات قبلى پاسخ درست دادند، 

نتوانستند به اين سؤال پاسخ صحيح دهند. 
ــر) دانش آموزان به  ــوع، 20 درصد (9 نف در مجم
تمامى سؤالات پاسخ صحيح دادند و بقيه آن ها حداقل 

يك پاسخ نادرست در آزمون داشتند. 
ــير  ــد كه تفس ــان مى ده ــدد نش ــات متع تحقيق
ــوان نمادى براى  ــاوى به عن دانش آموزان از علامت تس
ــى از روش  انجام دادن چيزى يا نمادى تك جهتى، ناش
ــت (برِ و همكاران، 1980؛  آموزشى سال هاى قبل اس
ــى و مك  ــال، 1983؛ كى يرِِن، 1980؛ استيس فرودنت
گريگور، 1997؛ كارپنتر و همكاران، 2003- نقل شده 

در اسيين و ستتى، 2006. )
در پايه هاى بالاتر تحصيلى، اين تصور همچنان باقي 
مي ماند و حتى از طريق آموزش دستورالعمل ها در جبر 
تقويت مى شود: آموزش قوانين (بدون دليل) براى كار 
ــود. براى  با عبارات جبرى منجر به درك محدود مى ش
مثال، پژوهشگر، از يكى از دانش آموزانى كه به اين سؤال 
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پاسخ نادرست داده  بود، مصاحبه به عمل آورد:
ــن معادله را چگونه حل  ــگر: توضيح بده اي پژوهش

كردى؟
دانش آموز: ابتدا بايد تمام جملات مشابه را به يك 
طرف منتقل كنيم، بنابراين تمام اعداد را به يك طرف 
ــپس جملات  ــام xها را به طرف ديگر مى بريم، س و تم
متشابه را با هم مى گيريم. يك 4x در اين طرف داريم، 
ــراى آوردن 4x ديگر از طرف ديگر بايد علامت آن را  ب
عوض كنيم، كه در اينجا علامتش منفى مى شود، يعنى 

 .4x-4x
عدد 4 هم بايد در كنار عدد 1 قرار بگيرد، پس آن 
ــود. يعنى بعد از معلوم مجهول كردن،  هم منفى مى ش

معادله را حل مى كنيم. 
ــؤال نشان مى دهد، كه  پاسخ دانش آموز به اين س

درك او از علامت تساوى، ابزارى است. 
هيچ يك از دانش آموزان، روش حل خود را طورى 
توضيح نداد كه به نقش مهم علامت تساوى در معادله 
ــح نداد كه وقتى يك  ــاره كند. هيچ يك حتى توضي اش
ــود، چگونه علامتش  ــت به طرف ديگر برده مى ش كمي
تغيير مى كند، يا اضافه كردن مقادير يكسان به دو طرف 
ــتن دو طرف، ضرورى است.  معادله، براى برابر نگه  داش
آن ها فقط «قوانين بدون دليل» را مى دانند. (اسكمپ، 

1976- نقل شده در اسِيين وسِتتى، 2006)
ــث مى كند كه «يادگيرى  اوليوير (1996) نيز بح
جديدِ نادرست، اساساً نتيجه يادگيرى درست گذشته 

است». 
ــيارى وجود دارد كه با تفسير  البته نمونه هاى بس
علامت تساوى به عنوان نمادى براى انجام دادن چيزى 

يا نمادى تك جهتى، پاسخ صحيح را فراهم مى آورد. 
ــرد كه حتى  ــاهده ك ــز مش ــرِن (1981) ني كى يِ
دانش آموزانى كه يك روش آموزشى مناسب را دريافت 
كرده اند، كه در آن روش بر علامت تساوى به عنوان يك 
ــود، هنوز نمى توانند مفهوم صحيح  رابطه تأكيد مي ش
ــن بدفهمى هايى در  ــاوى را بپذيرند. چني ــت تس علام
دبيرستان و دانشگاه نيز وجود دارد. (كلمنت، 1982- 

به نقل از لى، 2006)
ــؤال، تأييدى  ــوزان به اين س ــخ هاى دانش آم پاس
ــت، كه  ــر يافته هاي مك نيل و آلى بالى (2005) اس ب
ــوزان به الگوى  ــتگى دانش آم ــد: درجة پيوس مي گوين
ــاً مرتبط است با اينكه  ــاوى اساس عملياتىِ علامت تس
ــح را براى حل معادلات  ــه آن ها يك روش صحي چگون

توليد مى كنند. 

ــؤال 4، دانش آموزان با استفاده از معنى  در مورد س
ــدون اينكه معادله را حل  ــاوى و ب رابطه اىِ علامت تس
كنند، مى توانستند از دو طرف معادله دو جملة يكسان 
ــند كه معادله  ــذف كنند و به اين نتيجه برس 4x را ح
ــه چون قوانين معادله را بدون  جواب ندارد. در حالى ك
دليل ياد گرفته اند، ابتدا معادله را حل مى كنند و سپس 

بيان مى كنند كه معادله غلط است و جواب ندارد. 
نتايج به دست آمده با نتايج تحقيقات پيشين سازگار 

است، به اين معنى كه:
ــه  ــد ك ــرح كردن ــتتى (2006) مط ــيين و سِ اسِ
ــتفاده از  ــتند، معادله را، بدون اس دانش آموزان نتوانس
ــن حل آن، حل كنند و به معنى رابطه اى علامت  قواني

تساوى توجهى نشان ندادند. 
ــان كردند كه،  ــكاران (2012) نيز بي متيوز و هم
ــك طرف علامت  ــى را كه در ي ــوزان، معادلات دانش آم
ــبت به معادله اى كه در دو  ــاوى عمليات دارد، نس تس
ــابى دارد، راحت تر  ــاوى عمليات حس طرف علامت تس

حل مى كنند. 
با تفسيرى كه پريديگر (2010) از علامت تساوى 
ــه معنى عملياتى  ــؤال دانش آموزان ب ــن س دارد، در اي

علامت تساوى توجه دارند. 
با توجه به مراحل تكامل دركى كه مولينا و آمبروس 
(2008) از علامت تساوى بيان كرده اند، نتيجه تحليل 
اين سؤال نشان مى دهد كه دانش آموزان در زمان حل 
ــيده اند اما به اين  معادله به مرحلة اول و دوم درك رس
ــه معادله به نوعى بيان يك رابطة  نكته توجه ندارند ك

تعادلى است. 
ــرِ معادله  ــراى يادگيرى بهت ــى از محققان ب برخ
ــتفاده از ترازوى متعادل را پيشنهاد مى كنند،  ايدة اس
ــت.  ــه بازنمايى يك رابطة معادل بين دو كميت اس ك
ــتتى (2006) عقيده دارند كه چگونه  ــيين و سِ اما اسِ
ــتفاده از ترازوى متعادل sin30 = 0/5 يا.  مى توان با اس
ــا حتى اين موضوع،  ــان داد. ي . . 1/4142 =  را نش
ــود، وقتى كه موضوع بحث وارد جبر  ــكل تر مى ش مش

مى شود. 

بحث و نتيجه گيرى
تجزيه وتحليل داده هاى تحقيق نشان داد كه اكثر 
ــراى حل معادله، كه  ــوزان ابزارهاى لازم را ب دانش آم
ــت، در اختيار دارند. اما  ــان قوانين حل معادله اس هم
ــتى از علامت تساوى ندارند  به دليل اينكه درك درس
قادر نيستند با كمك گرفتن از معنى رابطه اىِ علامت 
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تساوى به حل معادله بپردازند. 
ــيرى كه دانش آموزان از  ــترين تفس در واقع، بيش
علامت تساوى دارند، اين است كه آن را نمادى براى 
انجام دادن چيزى يا يافتن يك پاسـخ مى دانند. 
از اين نظر، علامت تساوى ابزارى براى نوشتن جواب 

است. 
ــخص شد،  مفهوم ديگرى كه در اين مطالعه مش
ــادى تك جهتى  ــاوى به عنوان نم درك علامت تس
ــؤال هاى 2 و 3 مشخص  بود، كه اين نوع درك در س
شد. يعنى اين نماد براى اكثر دانش آموزان از چپ به 

راست معنى دارد. 
ــطه (نهم) در مورد  ــوزان پاية اول متوس دانش آم
ــاى زير مواجه  ــاوى با بدفهمى ه ــوم علامت تس مفه

هستند. 
1. به علامت تساوى به عنوان نمادى براى اجراى 
ــگاه مى كنند و به عمليات بعد از جاى  يك عمليات ن

خالى توجهى ندارند؛
ــت جابه جايى تمايل  ــه بيش تعميمىِ خاصي 2. ب

دارند؛ 
3. علامت تساوى را نمادى تك جهتى مى بينند، 

كه عمليات را از چپ به راست اجرا مى كند؛
ــد، در مورد  ــخص ش 4. بدفهمى ديگرى كه مش
ــئله كلامى به زبان رياضى بود. يعنى  ترجمة يك مس
ــفاهى قادرند راه حل مسئله را  دانش آموزان به طور ش
ــته مى شود،  بيان كنند، اما هنگامى كه از آن ها خواس
ــند، علامت تساوى را  راه حل را به زبان رياضى بنويس
ــؤال به كار  ــاط و اتصال بين مراحل حل س براى ارتب
مى برند. على رغم اينكه در ابتدا، دانش آموزان به ساده 
بودن سؤال اشاره كردند، اما 27 درصد (12 نفر) آن ها 

راه حل را به صورت 8=2+6=1+5 نوشتند. 
ــترين اشتباه در حل معادله، اين است كه  5. بيش
ــاوى را به منزلة يك  ــوزان معادله و نماد تس دانش آم
ــاده كردن  ــاد براى انجام چند عمليات رياضى و س نم
ــدن آن بدون حتى لحظه اى درنگ،  مى بينند و با دي
ــه كمك گرفته و  ــان در مورد نوع معادل از اطلاعاتش
ــروع به حل مى كنند و حل معادله را مستلزم طى  ش
ــد و در ميان راه حل خود،  ــرى مراحل مى دانن يك س
ــند، كمتر توجه دارند و فقط  به مفهوم آنچه مى نويس
سعى مى كنند از يك مرحله، مرحلة ديگرى را نتيجه 
ــتباه در بررسى  بگيرند (برهمند، 1386). اين نوع اش

سؤال 4 مشخص شد. 
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وزارت آموزش وپرورش. 
22. چمن آرا، سپيده. (1383). تدريس رياضى: انتقال مفاهيم 
ــد آموزش رياضى. سال  يا كمك به كشـف آن ها؟!. مجلة رش
ــمارة (78)، صص 7 تا 12. دفتر انتشارات كمك آموزشى،  21، ش
سازمان پژوهش و برنامه ريزى آموزشى، وزارت آموزش وپرورش. 

ــپيده. (1384). آشنايى با روش هاى تدريس  23. چمن آرا، س
رياضى مبتنى بر ديدگاه سـاخت وسـازگرايى. مجلة رشد 
ــمارة (81)، صص 21 تا 31. دفتر  ــال 23، ش آموزش رياضى. س
انتشارات كمك آموزشى، سازمان پژوهش و برنامه ريزى آموزشى، 

وزارت آموزش وپرورش. 
ــواد. (1375). در بـاب برنامة درسـى  ــى، ج 24. حاجى باباي
ــد آموزش رياضى. سال 12،  رياضيـات دبيرسـتان. مجلة رش
شمارة (46)، صص 2 تا 6. دفتر انتشارات كمك آموزشى، سازمان 

پژوهش و برنامه ريزى آموزشى، وزارت آموزش وپرورش. 
ــام، عبداالله. (1383). شـهود، رياضيـات و آموزش.  25. حس
ــد آموزش رياضى. سال 21، شمارة (78)، صص 13 تا  مجلة رش
22. دفتر انتشارات كمك آموزشى، سازمان پژوهش و برنامه ريزى 

آموزشى، وزارت آموزش وپرورش. 
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آموزش رهيافت هاى
 حل مسئله

بهناز ساويزى
دكتراى آموزش رياضى و دبير رياضى منطقه 1 تهران
مقالة ارائه شده در سيزدهمين كنفرانس آموزش رياضى

چكيده
ــتار، مرورى بر نظريات و نتايج تحقيقات  اين نوش
ــئله  ــف در زمينة آموزش رهيافت هاى حل مس مختل
است. هدف مقاله رد يا تأييد آموزش رهيافت ها نيست 
بلكه  هدف آن بررسى موضوع از زواياى مختلف و تأمل 
ــت.  عميق تر بر چرايى و چگونگى آموزش رهيافت هاس
البته در تهية اين نوشتار فصل اول كتاب رياضى هفتم 
ــورد اين فصل با  ــنده در م مورد نظر بوده و نظر نويس
توجه به تحقيقات و نظريات موجود در زمينة آموزش 

رهيافت ها بيان شده است. 

كليدواژه ها: رهيافت، حل مسئله، آموزش 
 

مقدمه
ــئله از اركان مهم آموزش رياضيات است.  حل مس
ــتاد ميلادى،  ــل NCTM در آغاز دهة هش ــة عم بياني
ــته اصلى آموزش رياضيات معرفى  حل مسئله را هس
نمود. در بخشى از اين بيانيه آمده بود: «... تلاش براى 
ــواى رياضيات، پيش از  ــوزش تمام مهارت ها و محت آم
ــئله كارايى چندانى ندارد... مشكل  [آموزش] حل مس
[دانش آموزان] در محاسبات نبايد مانعى براى يادگيرى 
راهبرد هاى حل مسئله باشد...» (كلاين، 2003). حل 
ــتاندارد فرايند NCTM، يكى  ــئله يكى از پنج اس مس
ــت گانة  1CCSSI، محور اصلى  ــتانداردهاى هش از اس
برنامه درسى رياضيات در سنگاپور و يكى از موضوعات 
ــى چين است. (دو كشور اخير  مورد تأكيد برنامه درس

ــه اى  از موفق ترين ها در عرصة آموزش رياضى مدرس
ــو، 2012) (كار،  ــرون، 2013) (دبلي ــند. (ب مى باش
ــم: غلام آزاد). رويكردهاى مختلفى براى حضور  مترج
«حل مسئله» در برنامة درسى رياضى وجود دارد كه 
ــئله، آموزش  از آن جمله مى توان به آموزش حل مس
ــئله و آموزش از طريق حل  رياضى به منظور حل مس
ــه رويكرد با سه مقطع  ــاره نمود. اين س ــئله اش مس
ــى دورة تدريس محور2 در  ــى در آموزش، يعن تاريخ
اوايل قرن بيستم، دورة پردازش اطلاعات3 در اواسط 
ــازگرايى و محوريت  ــتم و دورة ساخت وس ــرن بيس ق
فعاليت دانش آموز از اواخر قرن بيستم تاكنون مطابقت 
دارد. آموزش رهيافت هاى حل مسئله در عصر طلايى 
ــتم، مصادف بود با دورة  خود، يعنى اواسط قرن بيس
ــى به اينكه  ــان هوش مصنوع علاقه مندى متخصص
ماشين ها بتوانند مسئله حل كنند، بنابراين استخراج 
ــئله، مستقل از  الِمان ها و رهيافت هاى كلى حل مس
ــتراتژى هاى قابل  ــئله و به عنوان اس محتوا و نوع مس
تعميم مورد توجه بود. (پرِكينس و سالمون، 1989)

ــئله  در تحقيقات اخير آموزش از طريق حل مس
ــد قرار  ــورد تأكي ــر م ــاى ديگ ــش از رويكرده را بي
ــتر، 2010)، (تاپالين، مترجم:  ــد(كاى و لسِ مى دهن
ــئله  ــروزه، 1392). آموزش حل مس ــش، في فروزبخ
ــت  ــتراتژى ها و رهيافت هايى اس به معناى آموزش اس
ــئلة رياضى در  ــاد مهارت حل مس ــه منجر به ايج ك

دانش آموز مى گردد. 

از سايت رياضي سرادانلود

www.riazisara.ir
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رهيافت چيست؟
ــت  ــده ترين افرادى اس پوليا (1945) از شناخته ش
ــئله را به شكلى نظام مند فرموله و  كه فرايند حل مس
تبيين كرد (پوليا 1945). وى فرايند حل مسئله را در 
چهار گام كلى فهم مسئله، طرح نقشه، اجراى نقشه و 
بازگشت به عقب (به پس نگريستن) مدل سازى نمود. 
ــد.  ــتراتژى هايى نيز مطرح مى ش البته براى هر گام اس
جان ديويى4 (1933) و كروليك5 و رادنيك6 (1980) 
نيز به نوبة خود مدل هايى براى حل مسئله ارائه داده اند 

كه در جدول 1 آورده شده است (كارسون 2007).
ــى معرفى  ــان راهبردهاي ــا رهيافت ها را هم پولي
مى كند كه رياضى دانان و مسئله حل كن هاى ماهر براى 
حل مسائل رياضى از آن ها بهره مى برند (پوليا 1945). 
شونفيلد رهيافت هاى حل مسئله را راهبرد هايى مى داند 
ــئله را  ــه دانش آموز كمك مى كنند تا صورت مس كه ب

بفهمد و حل كند (1985 شونفيلد).
برونر (1960) رهيافت ها را روش ها و راهبرد هايى براى 
آسان تر شدن حل مسئله تعريف مى كند (سيو،  2005). 

ــن نااميدكننده بود  ــاد نمى گيرند. اگرچه اي آن ها را ي
ــى مفيد و جديد مواجه  ولى آموزش رياضى را با چالش
ــونفيلد ICME 2012). شونفيلد نتايج  ساخت...» (ش
تحقيقات تجربى (آزمايشگاهى) چند سالة خود در حل 
مسئله، چگونگى حل مسئلة متخصصان و نوآموزان و 
ــئله را در كتاب «حل مسئلة رياضى»  عناصر حل مس
ــت  ــونفيلد 1985). وى معتقد اس جمع بندى كرد (ش
ــئله تحت  ــداد محدودى رهيافت حل مس آموزش تع
شرايطى معلوم و كنترل شده مى تواند منجر به بهبود 
ــئله در تازه كاران شود ولى به دليل پيچيدگى  حل مس
استفاده از رهيافت ها در عمل اين موضوع قابل تعميم 

به كل نيست. (شونفيلد 1983)
ــه هيچ يك از  ــان مى كند ك ــتر7  (2010) بي لس
ــئله  ــده تقويت مهارت حل مس ــات انجام ش تحقيق
ــى كه  ــق يك برنامة درس ــوزان را از طري در دانش آم
ــئله و  ــم و رويهّ ها، طرح مس ــوزش مفاهي ــامل آم ش
ــئله باشد به طور قطعى  آموزش رهيافت هاى حل مس
ــن رو امروزه  ــتر 2010) . از اي ــد (لس ــد نمى كن تأيي
ــود  تحقيقات كمترى دربارة اين موضوع انجام مى ش
ــت اگر انتظار داريم  ــتر 2010). لستر معتقد اس (لس
دانش آموزان مسئله حل كن هاى ماهرى شوند ناچاريم 
ــمان در موضوع حل مسئله را بدين گونه تغيير  نگرش
دهيم كه «مسئله عاملى خارجى و تزريقى در برنامة 
درسى رياضى نيست كه براى آموزش حل آن ناگزير 
از تدريس رهيافت ها و استراتژى ها باشيم. بلكه برنامه 
ــى رياضى تلفيقى از مسئله و حل مسئله است.  درس
ــئله و مفاهيم، از دل حل  ــوزش، از طريق حل مس آم
مسئله بيرون كشيده شده و آموخته مى شود» (لستر 
ــئله»  ــه هر نوع تمرين و تكليفى «مس 2010). البت
ــائل مفيد براى برنامة درسى  محسوب نمى شود. مس
ده ويژگى دارند كه لاپان8 و فيليپس9 (1998) آن ها 
ــان چهار ويژگى براى  ــان كرده اند كه از اين مي را بي
ــائل كلاس درس ضرورى است. اين چهار ويژگى  مس

عبارتند از:
1. مسئله بايد حاوى رياضيات مهم و مفيد باشد؛

 2. حل مسئلة مطرح شده بايد نيازمند تفكر سطح 
بالا باشد.

ــئله بايد در رشد مفهومى دانش آموز نقش  3. مس
داشته باشد.

ــم به ميزان  ــد تا معل ــئله بايد طورى باش  4. مس
ــوارى هاى دانش آموزان طى  ــم و دش يادگيرى مفاهي

گام هاى 
حل مسئله

جرج پوليا جان ديويى (1933)
(1945)

كروليك 
و رادنيك 
(1988)

خواندندرك مسئلهبا مسئله مواجه شدن

جست وجو طرح نقشهتشخيص و تعريف مسئله
كردن

فهرست كردن راه حل هاى 
ممكن

انتخاب اجراى نقشه
استراتژى

حدس زدن روابط و نتيجة 
راه حل ها

بازپس نگريستن 
(به عقب 
بازگشتن)

حل كردن

مرور و توسعة آزمون نتيجه
حل

ديدگاه هاى مختلف در رابطه با تدريس 
رهيافت هاى حل مسئله

ــئله  ــا اولين ارائه كنندة رهيافت هاى حل مس پولي
ــى نكرد كه مى توان  ــت؛ با وجود اين هيچ گاه ادعاي اس
ــا 1945 در  ــوزش داد (پولي ــا را آم ــن رهيافت ه اي
ــان مى كند:  ــونفيلد (2012) بي ــونفيلد 1983). ش ش
ــرح داد، من فهميدم و از آن ها  ــا رهيافت ها را ش «پولي
ــف مى خوردم كه چرا  ــتفاده كردم! در آن وقت تأس اس
ــى كه گرفتم  پيش تر آن ها را آموزش نديده بودم. درس
ــراد مى خواهند راهبرد هاى كتاب  اين بود كه وقتى اف
ــتفادة مؤثر از  ــوزش دهند دانش آموزان اس پوليا را آم
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حل آن نظارت و كنترل داشته باشد (لاپان و فيليپس 
1998 به نقل از لستر 2010). 

ــئله دانش آموز آزاد  ــوزش از طريق حل مس در آم
ــت هر نوع رويكردى را كه مايل است انتخاب كند،  اس
ــد فراخواند و نظرات خود  ــى را كه مى دان هر نوع دانش
ــيوه اى كه با آن راحت تر است ارزيابى نمايد  را به هر ش
(لستر 2010). دانش آموز طى چالش براى حل مسئله، 
ــة خود و نيز همكلاسى هايش،  ــرح و ارزيابى انديش ش
موفق مى شود انديشة خود را سازماندهى كند و صاحب 
ــد (لمپرت 1990 به نقل از لستر  «دانستن» خود باش

 .(2010
كارسون10 (2007) موضع مخالفى در قبال تئورى 
ــون  ــئله اتخاذ مى كند (كارس آموزش مهارت حل مس
2007). محوريت حل مسئله در استانداردهاى نوين 
برنامه درسى رياضى به شكل ضمنى بدين معناست كه 
ــتراتژى هاى حل مسئله مقدم بر تسلط  رهيافت و اس
بر مفاهيم و دانش ها هستند (مراجعه كنيد به بخشى 
ــده  ــه در مقدمه آورده ش ــل NCTM ك ــة عم از بياني
ــون بيان مى كند كه تئورى حل مسئله،  است). كارس
ــوا11 را مقدم بر دانش محتوايى و  رهيافت هاى بى محت
ــون 2007). وى مهارت حل  مفهومى مى داند (كارس
مسئله را بدون دانش محتوايى و مفهومى لازم و اوليه 
ــود در ادبيات تحقيقات  ممكن نمى داند. تناقض موج
حل مسئله آنجا آشكار مى گردد كه طرفداران آموزش 
از طريق حل مسئله و آموزش حل مسئله، رويكرد خود 
را ضد محتوا ـ محور بودن برنامه درسى معرفى مى كنند 
ــوى ديگر حل مسئله را مستلزم داشتن دانش  و از س
ــون معتقد  محتوايى و مفهومى قبلى مى دانند. كارس
ــت اين تناقض خود «مشكل يا مسئلة حل مسئله  اس
است» و نتيجه مى گيرد كه «تسلط بر دانش مفهومى و 
محتوايى» مقدم بر «مهارت حل مسئله» است و اين دو 
با هم ملازمه دارند. كارسون بيان مى كند رهيافت هاى 
حل مسئلة پوليا و ديويى، به روشنى معلوم نمى كنند 
تا چه حد مستقل از محتواى دانشى مى توانند كارايى 
داشته باشند. رهيافت هاى حل مسئلة «خالى از محتوا» 
از نظر كارسون خود داراى مسئله اند، زيرا دانش و تفكر 
ــئله  ــوزه و مقولة جدا از هم مى دانند. حل مس را دو ح
به طور طبيعى منجر به كشف الگوريتم ها و رهيافت هاى 
حل مسئله مى شود و بايد دانش آموز را در جهتى سوق 
داد كه بتواند معلومات و دانش لازم را بياموزد، به خوبى 
ــئله از آن بهره گيرد.  ــا را فرا خواند و در حل مس آن ه

(كارسون 2007)

در سيلابس آموزش رياضى سنگاپور 13 رهيافت 
حل مسئله معرفى شده است ولى به هيچ يك از آن ها 
در متن كتاب هاى درسى اشارة مستقيمى نشده است 
ــيزده رهيافت را در سه  ــيو اين س ــيو 2005). س (س
ــتة كلى: رهيافت هاى بيان12 مسئله، رهيافت هاى  دس
ــيم بندى  ــير14 تقس ــازى13 و رهيافت هاى مس ساده س
ــه آموزش جداگانه و به اصطلاح  مى كند. وى معتقد ب
ــت ولى همة رهيافت ها را  از بالا به پايين رهيافت هاس
ــس نمى داند. تدريس  ــه هر طريق دلخواه قابل تدري ب
ــپس مطرح نمودن مسئلة مرتبط با  يك رهيافت و س
همان رهيافت، از نظر سيو، كارايى چندانى ندارد زيرا 
ــده و  ــا هر يك به طور جدا از هم تدريس ش رهيافت ه
ــتتر در آن ها  ــاط بين رهيافت ها و ايدة اصلى مس ارتب

آشكار نمى شود (سيو 2005). 

كدام رهيافت ها و چگونه؟
ــس و به كارگيرى رهيافت ها  ــونفيلد براى تدري ش
ــرورى مى داند:  ــش را ض ــخگويى به تعدادى پرس پاس
«پيش زمينه و معلومات قبلى دانش آموزان چقدر باشد 
ــتراتژى هاى حل مسئله را آموزش  تا بتوان به آن ها اس
ــخصى حل مسئله به  ــتراتژى هاى ش داد؟ علاوه بر اس
ــتفاده  ــه چيزهاى ديگرى نيازمنديم؟ تدريس و اس چ
ــتراتژى كلى مانند تعيين اهداف جزئى تر به چه  از اس
طريق و تا چه حد ممكن است؟» (آموزش مهارت هاى 
ــونفيلد). به بيان شونفيلد دشوارى ها و  حل مسئله ش
نكات مهمى در رابطه با آموزش رهيافت ها وجود دارد: 
اول اينكه رهيافت ها بسيار پيچيده تر از آن هستند كه 
در نگاه اول و در بيان شان به نظر مى رسند. دوم تدريس 
رهيافت ها تنها به شرط اينكه به تعداد كم و محدود و 
ــرايط كاملاً كنترل شده باشند منجر به ايجاد  تحت ش
تغيير در مهارت حل مسئلة دانش آموز مى گردد و اين 
موضوع در حالت كلى تعميم پذير نيست و سوم اينكه 
ــتن تنها استراتژى هاى حل مسئله كافى نيست.  دانس
ــت را چه زمان به كار گيرد.  فرد بايد بداند كدام رهياف
ــه با پيچيدگى  ــونفيلد در رابط ــونفيلد1983). ش (ش
ــد. براى مثال  ــتفاده از رهيافت ها مثال هايى مى زن اس
يكى از رهيافت هاى معروف و سرانگشتى «استفاده از 
مسئله ساده تر» است. در همة موارد زير استفاده از اين 

رهيافت كارساز است.
ــند  ــداد بين صفر و يك باش ــر a ،b ،c ،d اع 1. اگ

ثابت كنيد:
(1-a)(1-b)(1-c)(1-d)>1-a-b-c-d
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2. حاصل جمع زير را بيابيد.

[ ] [ ]

x

x

x

a
b

a a
b b

a a

a a
a a

a a

a a

a

a

(x )
n...

! ! (n )!

x x

x x
x x

= −

=

= −

− + + = =

−

= −
−

− = −

− = −

− = −

− = −

=

+ 〈− −

+ + +
+

+ = → = −

− = → =
− = → = +

4 4

3 3

4 26 3

4 6

2 3

2

5
2

5
2
1
2

1 1 52 1 2
2 2 2

5 2 1
1 2
2 3 1

12 1 0
2

2 0 2
1 0 1

  a2+b2+c2+d2=ab+bc+cd+ad 3. ثابت كنيد اگر
a=b=c=d آن گاه

ــت  ــئلة اول يك فرد تازه كار ممكن اس ــراى مس ب
ــم ضرب كند و عمليات را ادامه دهد.  پرانتزها را در ه
درحالى كه مسئله حل كن ماهر با كاهش تعداد متغيرها 
ــاده تر كردن مسئله  آغاز مى كند. در مورد مسئلة  و  س
ــاده تر عبارت از محاسبة چند جملة اول  2، مسئلة س
ــت. گاهى ديدن متغير طبيعى (n) مى تواند  سرى اس
ــتقرا و آزمودن چند جملة اول باشد.  يادآور مسئلة اس
در حالى كه در مسئلة «ثابت كنيد 2n-1 به ازاى اعداد 
ــت» فرد باتجربه سراغ اثبات به  طبيعى عددى اول اس
ــئله حل كن تازه كار به  كمك برهان خلف مى رود و مس
ــروع به امتحان كردن اعداد مختلف و  احتمال زياد ش
محاسبة عدد مى نمايد. در مسئلة سوم، مسئلة ساده تر 
(با متغير كمتر)  به دو شكل به ذهن دانش آموز مى رسد 

(شونفيلد 1985): 
a=b آن گاه a2+b2=ab .الف

a=b آن گاه a2+b2=ab+ba .ب
در دو مسئلة اول رهيافت «مسئلة ساده تر» به شكل 
متفاوتى به كار رفته است. در اولى به شكل كاهش تعداد 
متغيرها و در دومى به شكل محاسبة چند جملة اول. 
در مسئله  سوم مسئلة ساده تر با كاهش تعداد متغيرها 
حاصل مى شود ولى اين كاهش منجر به دو نوع مسئلة 
ــونفيلد بيان مى كند به كارگيرى  ساده تر مى گردد. ش
رهيافت هاى به ظاهر ساده براى تازه كارها اغلب كارى 
ــت آموزش رهيافت هاى  پيچيده است. وى معتقد اس
حل مسئله تنها زمانى مفيد است كه تعداد رهيافت ها 
كم باشند، در رابطه با تعداد محدودى مسئله مستقيماً 
بيان شده باشند و به صورت گام به گام و دوره اى يادآورى 
ــونفيلد1983). به علاوه، شونفيلد  و تشريح گردند (ش
آموزش رهيافت هاى كلى مانند «يافتن مسئلة مشابه» 
ــئله» را مفيد نمى داند؛  يا «تعيين اهداف جزئى تر مس
در عوض شكستن رهيافت هاى كلى را به رهيافت هاى 

جزئى تر كارامد مى داند (شونفيلد 1985 ص 95). 
برخلاف شونفيلد كه تدريس رهيافت هاى جزئى تر 
ــئله را  ــس رهيافت هاى كلى حل مس ــاى تدري به ج
ــيو تدريسِ از بالا به پايين15 و  ــنهاد مى دهد، س پيش
ــله مراتبى رهيافت ها را مفيد مى داند. براى مثال  سلس
ــاخة رهيافت  ــم كن» را زيرش وى رهيافت «نمودار رس

ــئله» دانسته و رهيافت «هيستوگرام  كلى «نمايش مس
ــم كن» را زيرشاخة آن دو ديگر معرفى مى كند. وى  رس
بيان مى كند كه دانش آموز ابتدا بايد ايدة رهيافت كلى 
«بيان يا نمايش مسئله» را درك كند و سپس به مرحلة 
«نمودار رسم كن» و بعد از آن به «هيستوگرام رسم كن» 
ــتلزم تمرين گام به گام و آهسته  ــد كه اين كار مس برس
است. وى نظر خود را وام دار نظر برونر (1960) مبنى بر 
تدريس اولية ساختارهاى كلى مى داند (سيو 2005). با 
ــيو در مثالى كه ارائه مى دهد سناريوى حل  اين حال س
مسئله را از فعاليت هاى شخصى و گروهى دانش آموزان، 
ــى رهيافت هاى  ــان، معرف ــج كار ايش ــث روى نتاي بح
ــپس بيان  ــاس نتايج كار دانش آموزان و س كلى تر براس
رهيافت هاى جزئى تر ترسيم مى كند (و نه بالعكس يعنى 
ــئله) (سيو  ــروع به حل مس معرفى رهيافت پيش از  ش

 .(2005
ــى18  ــر17 و شونس دانلوپ16 (1988) به نقل از ماس
ــئله را مناسب تر از باقى  (1980) پنج رهيافت حل مس
ــتان معرفى مى كند. اين پنج  رهيافت ها در دورة دبيرس
رهيافت عبارت اند از: آزمون و خطا، الگويابى، ساده سازى 
مسئله، يافتن مسئلة مشابه و به عقب نگريستن. دانلوپ 
طى تحقيق تجربى (آزمايشگاهى) كه انجام داد به اين 
ــداد رهيافت هايى كه آموزش  ــيد كه اولاً تع نتيجه رس
ــد (دو يا سه رهيافت) و دوم  ــود بايد كم باش داده مى ش
ــتفاده از يك رهيافت را  ــه دانش آموزان منطق اس اينك
ــرح داده شود و نحوة  در نمى يابند مگر آنكه به خوبى ش
ــتفاده از آن در مسائل  متعدد و مرتبطى كه زمينة  اس
كاربرد آن رهيافت را دارند بيان شده باشد. به علاوه وى 
تأكيد مى كند دانش آموز بايد به اندازة كافى وقت داشته 
باشد تا روى حل مسئله و استفاده از رهيافت ها كار كند 

(دانلوپ 1988). 
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ــم ابتدايى  ــده روى 72 معل ــة انجام ش  در مطالع
ــا تمام رهيافت هاى  ــى، برون دريافت كه آن ه آمريكاي
حل مسئلة پيشنهاد شده توسط استانداردهايى مانند 
ــاى درس خود به كار  NCTM و CCSSI را در كلاس ه
ــتر از دو رهيافت «رسم شكل» و  نمى گيرند، بلكه بيش
ــئله»  استفاده  ــيدن اطلاعات كليدى مس «بيرون كش

مى كنند (برون 2013). 

بررسى آموزش رهيافت هاى حل مسئله 
در كتاب رياضى هفتم

نويسنده در مورد حل مسئله با رويكرد اخير، يعنى 
آموزش از طريق حل مسئله، موافقت بيشترى دارد. آنچه 
ــورد تأييد قطعى بوده تنها تحقيقات تجربى  تاكنون م
محققان در شرايط و محيط هاى كاملاً كنترل شده بوده 
است. با اين حال براى آموزش رهيافت هاى حل مسئله، 
ــنهادهايى ارائه  ــد، پيش مطابق با آنچه تاكنون گفته ش
مى گردد. مرور نتايج تحقيقات انجام شده نشان مى دهد 
ــئله نكاتى حائز  ــوزش رهيافت هاى حل مس كه در آم
اهميت هستند؛ از جمله: زمان، تعداد رهيافت هاى مورد 
ــس، نوع رهيافت ها، نحوة بيان و ارائة رهيافت ها و  تدري

ميزان اثربخشى تدريس رهيافت ها.
ــد فصل اول كتاب رياضى  با توجه به آنچه گفته ش
ــة رهيافت هاى حل  ــتقل به ارائ ــم كه به طور مس هفت
مسئله اختصاص يافته است مورد بررسى اجمالى قرار 
مى گيرد. در اين فصل هشت راهبرد هر يك در كادرى 
ــمت مطرح مى شود. پس  جداگانه و در ابتداى يك قس
ــئله در همان رابطه مطرح  از ارائة هر راهبرد چند مس
ــده است. اولين مسئله با توضيحات و راهنمايى هاى  ش
ــت. در انتهاى فصل بخشى به  مؤلفان كتاب همراه اس
ــده است. به نظر نويسنده  نام «مرور راهبردها» آورده ش
راهبردهايى مانند رسم شكل، حذف موارد نامطلوب يا 
ــناتر است، براى تدريس  الگويابى، كه براى معلمان آش
ــال هاى گذشته به آن ها  ــب اند (به ويژه كه در س مناس

اشاره شده است). 
ــائل  ــئله» و «تبديل به مس ــاى «زير مس راهبرده
ــاده تر» و «راهبرد روش هاى نمادين» نياز به زمان و  س
ــئلة مطرح شده در بخش  ــترى دارند. سه مس كار بيش
«راهبرد مسئلة ساد ه تر» با يكديگر ارتباطى ندارند و اين 
راهبرد كلى در مورد هر يك به شيوه اى جداگانه عمل 
نموده است. براى مثال، در مورد مسئلة اول، راهبرد حل 
مسئله به يك راهبرد محاسباتى ساده، يا همان محاسبة 
تقريبى، تقليل يافته است. مسائل 2 و 3 با بحث استقرا 

ــه مطرح  ــاب و هندس مرتبط اند كه در حوزه هاى حس
ــوة به كارگيرى  ــت دانش آموز نح ــده اند. ممكن اس ش
ــئله را بفهمد ولى در مسير  ــه مس رهيافت در اين س
ــائلى نو و  ــت، يعنى به كارگيرى رهيافت در مس برگش
ــك باقى است. در مورد  ــاختار متفاوت، جاى ش با س
ــئله مطرح شده  رهيافت «روش هاى نمادين» دو مس
ــت.  ــاً با مقدمه و آغاز جبر مرتبط اس ــت كه اساس اس
ــور طبيعى در ورود  ــنده اين راهبرد  به ط به نظر نويس
ــرار گرفته و  ــش ـ جبر و جبر مدنظر ق ــه مرحلة پي ب
بدون برچسب راهبرد حل مسئله تدريس مى شود. لذا 
ــردن آن در قالب يك راهبرد نمى تواند تأثير  مطرح ك

چندانى در حل مسئلة دانش آموزان داشته باشد.
ــاى كلى مانند  ــتقيم راهبرده ــد و بيان مس تأكي
«زيرمسئله» فرصت دانش آموز براى چالش با مسئله را 
كم رنگ مى كند و نيز كمى مبهم است. اگر دانش آموز 
ــكند و  ــئله را، به اصطلاح، بش بداند دقيقاً از كجا مس
ــائل كوچك تر تبديل نمايد خود مهارت بزرگى  به مس
است. اين راهبرد كلى براى دانش آموزى كه براى آغاز 
به حل مسئله دچار مشكل است شايد چندان كارساز 
ــد. اين گونه راهبردها (و به طور كل هر راهبردى)  نباش
ــط خود دانش آموز  ــت با راهنمايى معلم توس بهتر اس
ــوند.  ــف و بيان ش ــئله كش و طى كلنجار رفتن با مس
تعريف مسئله عبارت از مواجه شدن با موقعيتى است 
ــط راه هاى معمول، روش ها و الگوريتم هاى از  كه توس
ــناخته شده به آسانى قابل حل نباشد. چالش  پيش ش
دانش آموز با يك مسئلة جديد، هرچند زمان بر باشد، 
ارزشمند است و موجب كشف استراتژى ها، راهكارها 
ــط خود او مى گردد كه ماندگارى و  و مفاهيم نو توس

اثربخشى بيشترى دارد. 
به هرحال سنجش ميزان اثربخشى رهيافت هاى 
ــئلة  ــاب هفتم در بهبود حل مس ــده در كت مطرح ش
ــى بيشتر است و  دانش آموزان نيازمند تحقيق و بررس
ــه تحقيقات انجام  ــندة  اين مقاله تنها با توجه ب نويس
ــرات خود را بيان  ــين و تجربة معلمى  نظ يافتة پيش

مى كند. 

جمع بندى
ــئله و رهيافت هاى حل  ــرات راجع به حل مس نظ

مسئله را مى توان به 3 دستة زير تقسيم كرد: 
ــتقل يا  ــاى به اصطلاح مس ــوزش رهيافت ه 1. آم
ــئلة دانش آموز  خالى از محتوا منجر به بهبود حل مس

مى گردد.
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ــئله تنها تحت  ــوزش رهيافت هاى حل مس 2. آم
ــرايط خاص و كنترل شده در بعضى مواقع منجر به  ش

بهبود حل مسئله مى گردد.
ــى تأثيرى در حل  ــوزش رهيافت ها به تنهاي 3. آم
مسئله ندارد بلكه دانش محتوايى و مفهومى مقدم است 

و  براى حل مسئله كافى است. 
ــف از ـ صد  ــرات را مى توان روى يك طي ــن نظ اي
ــة رهيافت ـ تا ـ كاملاً  ــد مؤثر بودن آموزش اولي در ص
ــئله ـ قرار  بى فايده بودن آموزش رهيافت هاى حل مس
داد. آموزش رهيافت هاى حل مسئله مى تواند به بهبود 
ــئله و باز شدن افق ديد دانش آموز منجر شود،  حل مس
ــرط آنكه در اين كار دقت و احتياط لازم به عمل  به ش
ــون و همكاران هشدار  ــرايط مهيا باشد. ويلس آيد و ش
ــتراتژى هاى حل مسئله نبايد ما  مى دهند تأكيد بر اس
را به سمتى سوق دهد تا به دنبال آن باشيم كه «به چه 
چيزى بينديشيم» زيرا هدف از راهبردهاى حل مسئله 
به گفتة خود پوليا «چگونه بينديشيم» است. (ويلسون، 

فرناند و هَدوىِ، 1993)
ــداد زيادى  ــوع آموزش تع ــن ن ــت در اي لازم نيس
ــود.  ــك دورة زمانى محدود تدريس ش ــت در ي رهياف
مى توان تعداد راهبردها را به همان هايى محدود كرد كه 
نتايج تحقيقات كارايى آن ها را بيشتر به اثبات رسانده اند 
ــترى صرف كار روى همين تعداد محدود  و زمان بيش
ــونفيلد مطرح نموده  نمود. در ضمن همان گونه كه ش
مى توان يك رهيافت را با چندين مسئلة مرتبط با هم 
و به شكل گام به گام و آهسته و با شرح جزئيات تدريس 
نمود. (در كار شونفيلد از رهيافت ساده كردن مسئله به 
ــكل كاهش تعداد متغير به دفعات استفاده مى شود  ش
ــرانجام در پس ـ آزمون نيز مسئله اى قابل حل با  و س

همين رهيافت مطرح مى شود.) (شونفيلد 1985).
در انتها يك پرسش را مطرح مى كنيم: اگر مسئله اى 
ــود كه هيچ يك از رهيافت هاى شناخته شدة  مطرح ش
ــند كدام  ــته باش ــين براى حل آن كاربردى نداش پيش
گروه در حل مسئله موفق ترند: آن هايى كه پيش از اين 
رهيافت هاى حل مسئله را آموخته و سپس مسائل شان 
ــل كرده اند يا آن هايى كه رهيافت ها را نياموخته و  را ح
لذا براى حل مسائل شان در گذشته درگير چالش هاى 

بيشترى شده اند؟

پى نوشت ها
1. Common core state standard initiative 
2.  instructionism
3.  Information processing

4.  John Dewy
5.  Krulik
6.  Rudnick
7.  Lester
8.  Lapan
9. Philips
10. Carson
11. Content- less heuristics 
12. representation
13. simplification
14. pathway
15. Top-down
16. Dunlop
17. Musser
18. shaughnesy
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پاتريسيو جی. هربست
ترجمه: حسين غفاری
کارشناس ارشد آموزش رياضی

رايج شدن يك فرهنگ اثبات در هندسة مدرسه اى: 

تكامل اثبات دو ستونى
 در اوايل قرن بيستم

رايج شدن يك فرهنگ اثبات در هندسة مدرسه اى: رايج شدن يك فرهنگ اثبات در هندسة مدرسه اى: 

(بخـش دوم)
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كه دانش آموزان روى تمرين ها كار كنند و با موفقيت 
آن ها را اثبات كنند. كتاب هاى درسى هندسة آن زمان 
نشان مى دهند كه نويسندگان هنگام ايجاد تعادل بين 
ــش هاى مشكل  حكم هاى بنيادين و تمرين ها، با پرس
فراوانى مواجه بودند. اينكه چه حكم هايى بايد بنيادين 
در نظر گرفته شوند؟ با چه ترتيبى بايد در كتاب آورده 
ــاف» اثبات آن ها چگونه بايد در  ــوند؟ نحوة «اكتش ش
ــيارى در نحوة ارائة  ــرح داده شود؟ تنوع بس كتاب ش
ــى هندسه،  اين حكم هاى بنيادين در كتاب هاى درس
ــت (اسميت، 1909؛  ــاهده اس از اوايل قرن، قابل مش
ــولتز و سون اوك، 1913؛ شيبلى، 1932). با توسل  ش
به شيوه ها ى مختلف، نويسندگان سعى داشتند كه با 
حفظ تعادل بين يكپارچگى موضوع هندسى ارائه شده 
ــوزان توانايى انجام  ــودمند بودن آن، در دانش آم و س
ــرده و آن ها را در اين راه حمايت  تمرين ها را ايجاد ك
كنند. آن ها همچنين تلاش كردند كه تعداد حكم هاى 

بنيادين را كم، و تعداد تمرين ها را زياد كنند. 

تغييرات در مسائلى كه بايد اثبات 
مى شدند و گزاره هايى كه مى شد 

به عنوان اصل در نظر گرفت
ــل به ملاحظات پداگوژيكى  كميتة 1899 با توس
ــيوة ارائة اصول تغيير كند. اين  ــنهاد كرد كه ش پيش
ــه «تقريباً  ــه معرفى اصولى ك ــه توصيه كرد ك كميت
ــد موكول (نايتينگل و  ــتند به مراحل بع بديهى» هس

 چکيده بخش اول
همراه با اصلاحات دهة 1890، و در زمانى كه هندسه به عنوان جايى 
براى دانش آمـوزان جهت يادگيرى «هنر اثبات كـردن»، در نظر گرفته 
شـد؛ در آمريكا انتظار از دانش آموزانِ دبيرستانى براى اثبات حكم هاى 
هندسـى، تبديل به يك هنجار شـد. در واكنش به مطالبة اصلاحات، در 
حرفة معلمى فرهنگى شـكل گرفت كه طى آن از دانش آموزان خواسته 
مى شـد كه «اثبات» توليد كنند و آن را در « قالب دوستونى» به صورت 
گزاره هايى همراه با دليل درستى هر گزاره بنويسند. در قسمت اول اين 
مقاله گزارشى از زمانى كه هندسـه به عنوان يك موضوع درسى مطرح 
شـد تا وقتى كه اثبات به مركز و محور درس هندسه تبديل شد، عرضه 
گرديد.  همچنين با استفاده از توجيهات تاريخى توضيح داده مى شودكه 
چگونه قالب اثبات دوسـتونى اين امر را  امكان پذير سـاخت كه معلمان 
بتوانند ادعا كنند اثبات كردن را به دانش آموزان ياد مى دهند و در عين 
حال دانش آموزان بتوانند نشـان دهند فعاليت هاى آن ها شـامل اثبات 
كردن مى شـود. در ادامه آشكار مى شـود كه ماهيت هندسة مدرسه اى، 

تحت تأثير اصرار بر ياددهى اثبات، به چه چيزى تبديل شده است.

كليدواژه ها: اثبات، هندسه، هندسه مدرسه اى

مطالبى كه بايد نحوة اثبات كردن 
را به دانش آموزان ياد مى دادند

متفاوت بودن حكم هاى بنيادى و تمرين ها، نقش 
مهمى در امكان پذير ساختن تدريس هنر اثبات كردن، 
ايفا كرد. حكم هاى بنيادين هم موضوع درس را بسط 
و گسترش دادند و هم ابزارى براى دانش آموزان جهت 
ــيار ضرورى بود  ــاختند، اما بس انجام اثبات، فراهم س

از سايت رياضي سرادانلود

www.riazisara.ir

ود
نل
دا

را
س
ي 
ض
يا
 ر
ت
اي
س
ز 
ا

w
w

w
.r

ia
z
is

a
r
a
.i

r



ة رة رة 4/ تابستان 231394 اة سى و دوم/ شمـــاة سى و دوم/ شمـــا ة سى و دوم/ شمـــرة سى و دوم/ شمـــر رشد آموزش رياضى/ دو

همكاران، 1899، ص142)، و حكم هاى بديهى مانند 
«تمام زاويه هاى قائمه با هم برابرند» حذف شوند. 

در همان زمان، رياضى دانان پيشرفت هاى مهمى 
ــاس اصولى  ــى بر اس ــة اقليدس ــة ارائة هندس در زمين
يكپارچه، كرده بودند. مثلاً نكاتى را كه اقليدس بدون 
ــه بود، به عنوان اصل در  هيچ توضيحى مفروض گرفت
ــرت1، 1899/1971).  ــر گرفتند (براى نمونه هيلب نظ
ــج آن دورة ايالات  ــاى راي ــر با توصيه ه ــه اين ام البت
ــو نبود.  ــه، هم س ــده دربارة روش تدريس هندس متح
كميتة پانزده، جهت تصميم گيرى در اين باره، توصية 
ــاى ممكن» را  ــى مبنى بر «كم ترين فرض ه رياضيات
ــت  ــات پداگوژيكى كه بيان مى داش ــر ملاحظ در براب
«چنين فهرستى براى دانش آموزان قابل فهم نيست»، 
ــلات و همكاران،  ــى و ارزيابى قرار داد (اس مورد بررس
ــى كه آن ها انتخاب كردند بين  1912، ص 81). اصول
ملاحظات رياضياتى و ملاحظات دربارة يادگيرنده ها، 

تعادل برقرار كرد: 

ــود اين است كه  مبنايى كه بايد در نظر گرفته ش
ــود و اثبات رسمى حكم هايى  ترتيب منطقى حفظ ش
ــتند، ارائه  كه براى رعايت چنين ترتيبى ضرورى هس
ــود. اين شيوه با اصول آموزشى مربوط به سازگارى  ش
ــلات و  موضوع با ذهن يادگيرنده، همخوانى دارد (اس

همكاران، 1912، ص 81). 

همچنين شولتز (1912) ابراز داشت كه پيشرفت 
ــة  ــه بر مبناى اصول، بر هندس در بنيان نهادن هندس
ــت، چرا كه در نظر گرفتن اصولى  درسى تأثير گذاش
ــه توجيه  را غير از اصول اقليدس براى تدريس هندس

كرده بود: 
هنگام گردآورى اصول، تلاش براى دست يابى به 
ــتى جامع و كامل ضرورى نيست. يك گزاره را  فهرس
ــر گرفت حتى اگر  ــوان به عنوان يك اصل در نظ مى ت
ــه گرفت؛ و اگر لازم  ــوان آن را از اصول ديگر نتيج بت
شد گزاره اى به عنوان اصل در نظر گرفته شود مى توان 

حتى دليل همه فهمى2 براى آن ارائه كرد. 
ــابه، جورج كارسون3 پيشنهاد كرد كه  به طور مش
تمام ويژگى هايى كه «مى توان به دانش آموزان القا كرد 
ــول كنند»، در قالب  ــه بدون اندازه گيرى عددى قب ك

مفروضات ارائه شوند (كارسون، 1913، ص 98). 
ــنهادى قابل انتخاب  اين امكان كه اصل هاى پيش
ــة ده نفره بر  ــا بود. تأكيد كميت ــيار راهگش بودند بس

ــه به عنوان زمينه اى براى يادگيرى  استفاده از هندس
ــدن يك تصور ويژه دربارة اثبات  اثبات، به متداول ش
در هندسه كمك كرده بود كه قبلاً و در دورة كارهاى 
اصيل، به شكل بالقوه اى وجود داشت. طبق اين تصور، 
وجود و خواص اشياء هندسى، مستقل از اينكه اثبات 
ــند، حقايقى مفروض بودند. پشتوانة چنين  شده باش
ــتى آن  ــتند كه درس ــورى، وجود اثبات هايى هس تص
ــوان با بيان كردن  ــان مى دهند كه مى ت خواص را نش
شرايط نظرى آن ها، خواص مذكور را به عنوان حقايقى 
ــن حركتى،  ــت. در نتيجة چني ــت در نظر گرف درس
ــت  زياد يا كم بودن تعداد اصول تفاوت چندانى نداش
ــده بودند؛ و اين  چراكه تمام آن ها حقايقى پذيرفته ش
ــداد حكم هاى بنيادينى بود كه  نكته باعث كاهش تع
دانش آموزان بايد چگونگى اثبات آن ها را مى دانستند. 
حكم هاى بنيادينى كه بايد اثبات شوند، آن هايى بودند 
كه يا نقشى اساسى در توسعة موضوع درس داشتند و 
يا روش هاى اثبات كردن را نشان مى دادند؛ نه آن هايى 
كه بسيار بديهى بودند و مى شد آن ها را به عنوان اصل 
ــداد حكم هاى بنيادين،  ــر گرفت. كاهش در تع در نظ
ــتر وقت كلاس را  ــازه مى داد كه دانش آموزان بيش اج
ــا كنند. همچنين  ــات براى تمرين ه ــرف توليد اثب ص
وجود فهرستى طولانى از حكم هايى كه به عنوان اصل 
ــن اجازه را  ــدند، به دانش آموزان اي ــر گرفته ش در نظ
ــتفاده كنند، بدون اينكه  ــى داد كه از نتايج آن ها اس م
بدانند آن نتايج به چه دليل درست هستند. بنابراين، 
ــل، در اثبات  ــتند به عنوان دلي از هر فرضى مى توانس
ــتفاده كنند، چراكه آن را درست فرض  يك حكم اس
ــش كه آيا اين حكم  كرده اند و مطرح كردن اين پرس
ــتفاده از حكم هاى ديگر قابل اثبات هست يا نه،  با اس
ضرورى نخواهد بود. در آخر، اين حقيقت كه هندسة 
ــامل نحوة  كشيدن اشياى هندسى)، قبل  ملموس (ش
از هندسة اثباتى تدريس مى شود، پرسش هاى مربوط 
ــى را از ميان خواهد برد. از اين  به  وجود اشياء هندس
ــت كه توجه شود كه در دهة اول قرن،  جهت مهم اس
كتاب هاى درسى هندسه شروع به ارائة بخش مقدمة 
ــياء  ــراى تعريف بعضى از اش ــه معمولاً ب ــى (ك مفصل
هندسى و بيان چند اصل، استفاده مى شد) كردند كه 
ــامل عناصر هندسة ملموس (به ويژه ترسيم ها) بود.  ش
ــة ملموس را  ــن رو، حتى اگر دانش آموزى هندس از اي
قبلاًُ در دورة ابتدايى نديده بود، در هندسة دبيرستان، 
در دو بخش با هندسه مواجه مى شد. در بخش اول با 
حقايق هندسى و در بخش دوم با سازماندهى منطقى 
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آن ها، همان طور كه كميتة ده نفره پيشنهاد كرده بود.

تغييرات در نشانه گذارى و 
چگونگى ارائة شكل ها

ــانه گذارى و زبان استفاده  نوآورى هايى كه در نش
مى شد در جهت حمايت اثبات دانش آموزى بودند. اين 
ــده  ــكيل ش عقيده كه اثبات از «مراحل موجزى» تش
ــت (بمن و اسميت، 1899، ص 20)، دانش آموزان  اس
ــاى غيرضرورى دور مى كرد. با  را از مواجهه با بحث ه
ــن وجود، براى اينكه اين اتفاق بيفتد، بايد زبانى كه  اي
ــترس بود، اجازة اين خلاصه نويسى را مى داد.  در دس
ــتن اثبات ها با نمادهاى انعطاف پذيرتر،  بنابراين، نوش
متداول شد (براى مثال، نشان دادن زاويه با نمادهاى 
ــة حكم هاى خاصى،  مختلف). همچنين، بيان خلاص
ــاوى  ــه، قضيه اى كه تس ــراى نمون ــد (ب ــج گردي راي
ــع بين را تضمين  ــت دو زاويه و ضل ــث به حال دو مثل
ــد).  ــور خلاصه «ز ض ز» ناميده مى ش ــرد، به ط مى ك
اين طور به نظر مى رسيد كه چنين خلاصه نويسى هايى 
دانش آموزان را كمك مى كرد كه هنگام نوشتن اثبات، 
ــى مستقيم داشته باشند.  به قضيه هاى قبلى دسترس
ــك كرد كه  ــه دانش آموزان كم ــام اين تغييرات ب تم
ــكيل  ــان تش اين باور را كه اثبات از گزاره ها و دلايلش
شده، به طور مؤثرى به كار ببندند. تنوع نمادها و تعدد 
ــى در برابر خطر  ــوان محافظ ــى، به عن واژگان تخصص
ــدن فعاليت توليد اثبات به جست وجو براى  تبديل ش
يافتن راهى متعارف براى نوشتن گزاره ها و دلايلشان، 
ــريع و  ــترس بودن س عمل مى كرد. در عوض، در دس
ــتند به عنوان دليل  ــتقيم حكم هايى كه مى توانس مس
استفاده شوند، باعث مى شد كه بتوان از آن ها به عنوان 
ــورد نياز براى  ــى براى يافتن گزاره هاى م رهيافت هاي

اثبات، استفاده كرد.
ــوزان را در امر اثبات  موضوع ديگرى كه دانش آم
ــكل ها بود. نيوكمب و  ــت مى كرد، نحوة ارائة ش حماي
همكاران (1893) توصيه كرده بودند كه دانش آموزان 

ــكل، تمرين ها را  ــتفاده از ش ــياه، با اس ــاى تخته س پ
ــگ و همكاران  ــد. يان ــفاهى انجام دهن ــورت ش به ص
ــان بايد به  ــرده بودند كه معلم ــز بيان ك (1899) ني
ــاى زيادى بدهند كه روابط را  دانش آموزان «تمرين ه

در يك شكل ببينند» (ص 142). 
ــكل ها  براى اينكه دانش آموزان راحت تر بتوانند ش
را بررسى كنند، شولتز (1912) «روش هاى گرافيكى 
براى نمايش حقايق هندسى» را تهيه كرد كه طرحى 
ــكلات بيرونى»  ــتن مش بود در جهت «از ميان برداش
ــه مى توانند به صورت منطقى  براى «دانش آموزانى ك
ــمت هاى اثبات  ــا «بعضى از قس ــتدلال كنند»، ام اس
ــادر به ادامه دادن  ــوش مى كنند و در نتيجه ق را فرام
ــتند» (ص 110). شولتز همانند تعدادى از  اثبات نيس
ــينيانش، از شماره هاى كوچكى براى نشان دادن  پيش
ــتفاده مى كرد.  ــات مؤثرند، اس ــى كه در اثب زاويه هاي
ــاى قائمه با  ــرد كه زاويه ه ــنهاد ك همچنين، او پيش
ــم  ــاوى با رس ــع كوچكى، و زاويه هاى مس ــم مرب رس
ــخص شوند.  تعداد كمان هاى برابرى داخل آن ها، مش
نمادهاى ديگرى نيز براى نشان دادن خط هاى موازى 
ــدند. اين «روش هاى  ــاى برابر، طراحى ش و پاره خط ه
ــئله  ــان دادن فرض هاى مس گرافيكى» فقط براى نش
نبود، بلكه براى تجزيه و تحليل كردن فرض هايى بود 
كه در صورت مسئله وجود داشت. براى مثال، به جاى 
گفتن «يك مثلث متساوى الساقين را در نظر بگيريد»، 
مثلثى رسم مى شد كه روى هر يك از دو ضلع برابرش 
ــك خط كوچك، و داخل هر يك از دو زاويه برابرش  ي
ــده بود. در واقع هدف از  ــيده ش دو كمان كوچك كش
اين كار نشان دادن اين موضوع بود كه آن فرض ها در 

اثبات استفاده مى شوند. 

قالب اثبات دوستونى: ثبات 
بخشيدن به درس هندسه

ــل يك فرهنگ  ــرح تكام بخش هاى 3 تا 6 به ش
ــت. فرهنگى كه  ــاص ياف ــات دانش آموزى اختص اثب
همزمان با تلاش حرفة معلمى و نويسندگان كتاب ها 
ــه بايد  براى برآورده كردن اين انتظار كه درس هندس
ــعه  به دانش آموزان هنر اثبات كردن را ياد دهد، توس
ــامل  يافت. تكاملى كه در دورة تمرين اتفاق افتاد، ش
ــه بود كه بعضى از آن ها در  تغييراتى در درس هندس
ــرات دورة كارهاى اصيل بود.  ــى متفاوت از تغيي جهت
ــد بتوانند اثبات را  ــاور كه تمام دانش آموزان باي اين ب
ــند  ياد بگيرند، تمرين كنند و در انجام آن موفق باش

 اين انتظار از معلمان و كتاب هاى درسى 
وجود داشت كه اثبات مسائل بنيادين را 

به صورت گزاره هايى همراه با دلايلشان 
ارائه كنند: اثبات بايد به گونه اى ارائه 

شود كه يك «مبتدى» هم متوجه شود 
كه اثبات و بحث مورد نظر چگونه سرهم 

شده است
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ــه دانش جديد توليد  ــة آن ها انتظار نرود ك اما از هم
كنند، از عواقب تغيير كارهاى اصيل به تمرين ها بود. 
جهت باز كردن فضاى كار بر روى تمرين ها و حمايت 
مؤثر از آن، تعداد «حكم هاى بنيادين» درس هندسه 
ــه دانش آموزان بايد اثبات  كاهش يافت؛ حكم هايى ك
ــم روش اثبات كردن را  ــاد مى گرفتند تا ه ــا را ي آن ه
بفهمند و هم بدانند كه از چه چيزهايى در انجام اثبات 
ــش از آن روايت  ــتفاده كنند. در اين بخ مى توانند اس
تاريخى استفاده مى كنم تا بتوانم تفسيرى دربارة نقش 
ــترش آن فرهنگ، ارائه دهم.  ــتونى در گس قالب دوس
ــرح كنم كه قالب اثبات  ــد دارم اين فرضيه را مط قص
ــده در  ــتونى، از طريق يكى كردن اثبات ارائه ش دوس
ــده از دانش آموز، به برنامة  ــته ش كتاب با اثبات خواس
درسى هندسه ثبات بخشيد. در زير بخش بعدى، اين 

فرضيه را شرح خواهم داد.

تفاوت ها و شباهت هاى مسائل 
بنيادين و تمرين ها

ــائل بنيادين» و «تمرين ها» به  دو اصطلاح «مس
ــته از حكم هايى كه بايد اثبات مى شدند اشاره  دو دس
ــتم كه كاركرد متفاوتى كه به هر  داشتند. مدعى هس
كدام از اين دو دسته اختصاص يافته بود، باعث ايجاد 
فاصله بين اثبات دانش آموز و اثبات معلم (و يا كتاب) 
مى شد. براى مثال، در حالى كه اثبات حكم هاى بديهى 
ــد، تمرين ها شامل مسائلى  در متن درس ديده نمى ش
بودند كه اثبات ساده اى داشتند و فقط با ديدن شكل 
آن ها، اجزاى اصلى اثبات مشخص مى شد. همچنين، 
ــن جهت اهميت  ــائل بنيادين از اي ــه مس در حالى ك
ــى درس بودند و به اين دليل  ــتند كه اجزاى اصل داش
انتخاب شده بودند كه در اثبات حكم هاى ديگر به كار 
آيند، معيار اصلى انتخاب تمرين ها فراهم كردن فرصت 
ــراى دانش آموزان و موفقيت در  تمرينِ اثبات كردن ب
آن بود و جذاب بودن آن ها و همچنين داشتن ارتباط 

منطقى با يكديگر، اهميتى نداشت. 
ــا، صرف نظر از  ــال، هر دو نوع از حكم ه به هر ح
ــخصة  ــراى حمايت از مش ــى ب ــان، ابزارهاي محتوايش
ــى تمركز بر اثبات دانش آموزى بود.  جديد درس، يعن
ــراى تمام گزاره هايى كه  ــع، دانش آموزانى كه ب در واق
اثبات مى كردند، بايد دليل مى آوردند، نياز به نتايجى 
ــائل بنيادين برايشان فراهم  قدرتمند داشتند كه مس
ــن قاطع تر و  ــائل بنيادي ــات مس ــرد. هرچه اثب مى ك
قانع كننده تر بود، دانش آموزان «زنجيرة استدلال هايى 

را كه به كشف و پديدار شدن اثبات منجر مى شدند» 
ــر مى ديدند. بنابراين،  ــگ، 1906، ص 261)، بهت (يان
ــاخت كه چرا  ــن مى س ــائل بنيادين، روش اثبات مس
ــتند و نشان مى دادند  اثبات هاى رياضى ضرورى هس
كه چه نوع استدلال هايى در اثبات استفاده مى شوند. 
ــه امرى ضرورى  ارائة آن اثبات ها براى معلمان هندس
ــتى آن  ــان دادن درس بود. چنين كارى فقط براى نش
ــود كه طبق آن معلمان  ــائل نبود، بلكه مجوزى ب مس
مى توانستند ادعا كنند كه در كلاس درس، هنر اثبات 
ــور واقعى، تدريس مى كنند. با اين وجود، براى  را به ط
اطمينان از اينكه دانش آموزان واقعاً چنين هنر اثباتى 
ــه دانش آموزان در توليد  ــاد گرفته اند، لازم بود ك را ي
اثبات موفق عمل كنند. وجود تمرين ها در اين جهت 
بود كه دانش آموزان را كمك كند كه با انجام بحث هاى 
ــاده ترى، بدون اينكه موفقيتشان مشروط به يافتن  س
ــمى اثبات را تمرين  ــد، جنبه هاى رس ايدة اثبات باش
ــه براساس  كنند. بنابراين، اگرچه هويت درس هندس
وابستگى متقابل بين تمرين ها و مسائل بنيادين شكل 
گرفت، اما شرط بقاى آن، با فاصله گرفتن تمرين ها از 
مسائل بنيادين حاصل شد. همزمانىِ بين آن وابستگى 
ــكل آفرين ايجاد كرد. در بخش  و فاصله، موقعيتى مش
ــن وضعيتى  ــه چرا چني ــح خواهم داد ك ــد توضي بع

مشكل آفرين بود.

اشاره داشتن مسائل بنيادين 
و تمرين ها به يك موضوع 

مشترك
ــائل  ــدن فاصله بين تمرين ها و مس ــا نمايان ش ب
بنيادين، مشكلى كه ايجاد مى شد اين بود كه چه طور 
دو فعاليت متفاوت را مانند اثبات مسائل بنيادين و حل 
كردن تمرين ها، به يك موضوع مشترك در يادگيرى، 
ــر اثبات كردن» ارتباط دهند؟ تمرين ها به  يعنى «هن
لحاظ محتوايى بسيار متفاوت از مسائل بنيادين بودند. 
ــب قضيه هايى مهم  ــائل بنيادين اغل در حالى كه مس
ــائل بعدى استفاده  ــه بودند و در اثبات مس در هندس
ــدند، اما تمرين هايى بديهى يا نتيجة واضحى از  مى ش
يك حكم ديگر بودند و در فعاليت هاى ديگر استفاده اى 
ــائل بنيادين از نظر رياضى بايد  ــتند. اثبات مس نداش
به ترتيب انجام مى شد، چراكه آن ها از لحاظ رياضى به 
يكديگر مرتبط بودند. اما اثبات حكم هايى كه به عنوان 
ــده بودند، خيلى خسته كننده بود و  تمرين مطرح ش
حتى از نظر كسانى كه متعصبانه اصرار به اثبات همه 
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چيز دارند، آن تمرين ها به اثبات نيازى نداشتند. براى 
ــتن تمرين ها و مسائل بنيادين،  قابل مقايسه نگه داش
بايد اقدامى در مورد دستورالعمل هاى آموزشى صورت 
ــت، كه اين اقدام تزلزل و ناپايدارى در موضوع  مى گرف

مورد مطالعه را پديد آورد. 
ــكل، اثبات به عنوان يك هدف و  براى حل آن مش
فعاليت در مبحث هندسه، بايد كه وراى تصور سنتى 
از آن، كه فرايندى براى نشان دادن درستى يك حكم 
بود (لژاندر، 1841، ص3)، توسعه يابد. تفاوت هاى بين 
ــائل بنيادين و تمرين ها بايد كم رنگ شود و با به  مس
ــة  خدمت گرفتن هر دوى آن ها اهداف كلاس هندس
ــائل  ــود. به محض اينكه مس ــتان، برآورده ش دبيرس
ــى از يك گونه در نظر  ــن و تمرين ها نمونه هاي بنيادي
ــائل بنيادين را مقدمه اى  ــوند، مى توان مس گرفته ش
ــورت تمرين ها را  ــت و در آن ص براى تمرين ها دانس
ــراى ارزيابى ميزان فهم  هم مى توان معيارى معتبر ب
ــت. قالب اثبات  ــائل بنيادين دانس دانش آموزان از مس
ــتونى مى تواند آن كار را انجام دهد، البته به اين  دوس
قيمت كه اثبات را وسيله اى براى تدريس و يادگيرى 
ــى بدانيم كه بخش عمدة آن در قالب يك كار  موضوع
ــى.  ــى انجام مى گيرد تا در يك محتواى هندس منطق
ــت از اين قاعدة ضمنى كه اثبات به صورت كامل  حرك
ــود (براى نمونه، ونت ورث، 1888)، به سمت  بيان ش
ــميت،  ــردن اثبات ( براى نمونه، بمن و اس توصيف ك
ــرانجام، بيان آن در قالب دوستونى (براى  1899) و س
ــون اوك، 1913)، بر روى تثبيت  ــولتز و س نمونه، ش
درس هندسه تأثير داشته است. اين كار باعث شد كه 
در نظر دانش آموزان شباهت هاى دو كار متفاوت اثبات 
تمرين ها و اثبات حكم هاى بنيادين پررنگ تر گردد و 

آن شباهت ها را بهتر و ساده تر تشخيص دهند.
تأكيد زياد بر جنبه هاى رسمى اثبات، اجازة نوعى 
ــم و دانش آموزان هنگام اثبات  ــتد را بين معل داد و س
مسائل بنيادين و تمرين ها مى داد. اين موضوع پذيرفته 
ــده بود كه خوانندگان پخته و بالغ براى درك يك  ش
ــات نياز ندارند كه دليل تمام گزاره ها را ببينند. در  اثب
ــى  هر صورت، اين انتظار از معلمان و كتاب هاى درس
ــائل بنيادين را به صورت  ــت كه اثبات مس وجود داش
ــان ارائه كنند: اثبات بايد  گزاره هايى همراه با دلايلش
به گونه اى ارائه شود كه يك «مبتدى» هم متوجه شود 
ــرهم شده است  كه اثبات و بحث مورد نظر چگونه س

(يانگ، 1906، ص262). 
ــه دادن هر گزاره  ــور بود كه ارائ نظر يانگ اين ط

ــرايطى كه  ــت كه ش ــراه دليلش معادل اين اس به هم
ــرح داده  ــات مرتبط مى كند، ش ــه اثب ــزاره را ب آن گ
ــئول باشد كه چنان رهيافت هايى  شود. اگر معلم مس
ــد دانش آموزان را قادر  ــتراك بگذارد، مى توان را به اش
ــائل بنيادين را كشف كنند. معلم  ــازد تا اثبات مس س
ــت دانش آموزان را به سمت  ــابه قادر اس با بحثى مش
ــمى، كه در قالب دوستونى تجسم  ارائة اثبات هاى رس
يافته است، سوق دهد- معلم مى تواند وانمود كند كه 
اثبات انجام شده توسط دانش آموزان تا وقتى كه دليل 
ــده باشد، قابل فهم نخواهد بود.  تمام گزاره ها بيان نش
ــو، معلم بايد از قالب اثبات دوستونى  بنابراين از يك س
براى توضيح اثبات به دانش آموزان (در جهت كمك به 
فهم بهتر) استفاده كند؛ و از سوى ديگر، دانش آموزان 
نيز بايد قالب دوستونى را براى توضيح اثبات به معلم 

(در جهت نشان دادن كار خود) به كار ببرد. 
ــردن  ــرآورده ك ــتونى در ب ــات دوس ــگ اثب فرهن
توصيه هايى كه دربارة درس هندسه انجام شده بود موفق 
عمل كرد، اما اين موفقيت رايگان به دست نيامد. در واقع 
جنبة منطقى اثبات بسيار پررنگ شد و در عوض نقش 
ــش هايى در  ــاختن دانش از بين رفت. پرس اثبات در س
مورد مرتبط بودن و ميزان سختى حكم هاى اثبات شده، 
و همچنين دربارة ميزان موفقيت و قابل استفاده بودن 
نظريه هاى مطرح شده، در حاشيه ماندند. رخ دادن اين 
اتفاق به اين خاطر نبود كه چنين موضوع هايى طرفدار 
ــميت،  ــى4، 1903؛ مور5، 1902؛ اس ــتند (ديوي نداش
1909)، بلكه شايد به اين دليل بود كه در عمل، سازگار 
كردن چنان موضوعاتى با اين الزام كه در درس هندسه 
ــات كردن تدريس  ــة دانش آموزان هنر اثب بايد به هم

شود، مشكل بود. 

نتيجه گيرى: از تاريخ اثبات 
در هندسه، چه مى توانيم ياد 

بگيريم؟
ــاى تاريخى در مورد اينكه چگونه درس  واقعيت ه
ــه در دبيرستان، الزام تدريس هنر اثبات كردن  هندس
را پذيرفت، شباهت هايى مهم و قابل تأمل را در مورد 
ــات در آموزش رياضى،  ــاى اخير بر وجود اثب تأكيده
خاطرنشان مى سازد. ياد مى گيريم كه گنجاندن اثبات 
ــتورى6 در برنامة  ــوان عضوى دس ــوزى به عن دانش آم
ــامل فعاليت هاى مهمى است كه طبيعتى  درسى، ش
ــى  ــيارى از جنبه هاى برنامة درس نظام مند دارند. بس
ــه درگير پاسخ گويى به خواستة كميتة ده نفره  هندس

معلم مى تواند 
وانمود كند كه اثبات 
انجام شده توسط 
دانش آموزان تا وقتى 
كه دليل تمام گزاره ها 
بيان نشده باشد، 
قابل فهم نخواهد بود. 
بنابراين از يك سو، 
معلم بايد از قالب اثبات 
دوستونى براى توضيح 
اثبات به دانش آموزان 
(در جهت كمك به 
فهم بهتر) استفاده 
كند؛ و از سوى ديگر، 
دانش آموزان نيز بايد 
قالب دوستونى را براى 
توضيح اثبات به معلم 
(در جهت نشان دادن 
كار خود) به كار ببرد
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ــرات در نقش دانش آموزان  ــد. به ويژه اينكه تغيي بودن
به عنوان يادگيرنده ها، هم بر تغييرات ماهيت موضوع 
مورد مطالعه تأثير گذاشت و هم از آن تأثير پذيرفت. 
ــات دانش آموزى امكان پذير  همچنين براى اينكه اثب
ــد  ــود، نظامى از منابع بايد براى آن ها فراهم مى ش ش
ــا اثبات ها را با موفقيت انجام دهند. تجميع تمام آن  ت
عناصر، يك درس هندسة پايدار را با اين جهت گيرى 
كه دانش آموزان هنر اثبات كردن را ياد بگيرند، توليد 
ــتونى تجسم يافت. به هر  كرد و اين امر در قالب دوس
حال، اين پايدارى هزينه اى در پى داشت- كه عبارت 
ــاختن دانش. در  ــازى اثبات كردن از س بود از جدا س
حالى كه تلاش هاى چشم گيرى در جهت تغيير دادن 
نقش اثبات در هندسة مدرسه اى در قرن بيستم اتفاق 
افتاده بود (براى نمونه، فاوست، 1938)، تقليل اثبات 
ــمى آن، طى قريب به يك قرن  به جنبة منطقى و رس
ــجو هاى  ــت. نظر يكى از دانش ــته اس اخير تداوم داش
خودم در دورة كارشناسى، كم و بيش چنين موضوعى 
ــل اثبات را انجام  ــه عم را بيان مى كند: «ما در مدرس

مى داديم، اما چيزى را اثبات نمى كرديم.» 
ــر اينكه  ــر مبنى ب ــاى حاض ــه توصيه ه ــى ب وقت
ــال هاى تحصيل خود  ــوزان بايد در طول س دانش آم
مشغول اثبات كردن در تمام موضوعات باشند (شوراى 
معلمان رياضى آمريكا، 2000) فكر مى كنيم، بايد آن 
ــته  ــه از تاريخ گرفته ايم در نظر داش ــى را ك درس هاي
ــتورى لزوماً  ــت اينكه، توصيه هاى دس ــيم. نخس باش
ــرى  قابليت اجرا ندارند و براى اجراى آن ها بايد يك س
فعاليت ها انجام شود كه عمدتاً ماهيتى نظام مند دارند. 
جهت تبديل شدن اثبات به يك عنصر مهم و اصلى در 
رياضى مدرسه اى، بايد اقداماتى نيز در مورد بسيارى از 
عناصر ديگر انجام پذيرد. بايد بپرسيم كه آيا نگاه ما در 
مورد اثبات با درك ما از دانش آموز به عنوان يادگيرنده 
ــه، جايى كه آن  ــورد مطالع ــاى رياضى م و موضوع ه
ــتگى دارد؟  ــت اتفاق بيفتد، همبس يادگيرى قرار اس
به علاوه، چه نوع از منابع و قواعدى جهت قادر ساختن 
دانش آموزان براى انجام اثبات لازم است؟ چنان اثباتى 
ــزاوار جايگاهى در دروس مدرسه اى باشد و در  كه س
ضمن با اهدافى كه ما براى يادگيرى دانش آموزان طى 
ــى در درس رياضى در نظر داريم،  ــاى كلاس فعاليت ه

همبستگى داشته باشد. 
ــر مى خواهيم در مورد  ــت كه اگ درس دوم اين اس
مشغول شدن دانش آموزان به امر اثبات صحبت كنيم، 
ــاك خواهد بود كه چنين بحث و صحبتى بدون  خطرن

ــعة دانش دربارة ايده هاى رياضى  توجه به موضوع توس
ويژه و يافتن نتايجى جالب در مورد آن ايده ها، باشد. از 
لاكاتوش (1976، 1978) ياد مى گيريم كه اثبات رياضى 
يك فرايند منطقى كلى نيست، بلكه ابزارى روشمند و 
بنيادى جهت توسعه و شكل دادن مفاهيم است تا بدانيم 
كه كدام يك از قضيه ها مى تواند درست باشد و چرا؟ اگر 
نقش ارزشمند اثبات به عنوان ابزارى براى خلق دانش، 
شايستة جايگاهى در كلاس هاى درسى باشد- كه فكر 
مى كنم همين طور باشد- لازم است نسبت به اين تصور 
بدگمان باشيم كه اثبات چيزى مستقل از زمينة فعاليت 
رياضى است كه در آنجا استفاده مى شود. اثبات و انجام 
آن، بسته به پرسشى كه مطرح مى شود و دانش و ابزارى 
كه در دسترس افرادى است كه قصد حل آن پرسش را 
دارند، ممكن است متفاوت به نظر برسد. ضرورى بودن 
وجود اثبات در آموزش رياضى، فقط به اين دليل نيست 
ــمند براى درگير كردن دانش آموزان  كه فرايندى ارزش
است (مانند توسعة ظرفيت دانش آموزان در استدلال هاى 
ــه اين دليل كه يكى از جنبه هاى ضرورى  رياضى)، بلك
در ساختن دانش است، بسيار مهم تر است. اين مطالعة 
تاريخى دربارة تحول و توسعة اثبات در آموزش آمريكا، 
پيشنهاد مى كند كه در نظر گرفتن اثبات به عنوان يك 
ــى مجزاى مورد مطالعه، دانش آموزان را در استفاده  ش
از اثبات به عنوان ابزارى براى دانستن، تواناتر نمى سازد؛ 
بلكه تمرين براى اثبات كردن را از تمرين براى دانستن 

جدا مى كند.
منصفانه نيست كه تحول و تكامل فرهنگ اثبات 
ــروزى قضاوت كنيم. به  ــتونى را با معيارهاى ام دوس
ــه تأكيد دوباره بر  ــت ك همان اندازه غيرمنصفانه اس
ــوزش را به عنوان توجيهى جهت  حضور اثبات در آم
ــر اثبات كردن»  ــوزش و يادگيرى «هن ــرار بر آم اص
ــتانداردها (شوراى معلمان رياضى  بدانيم. اصول و اس
ــرد كه بتوان  ــكا، 2000) عناصرى را فراهم ك آمري
ــكارى فعالانة  ــه در آن هم ــى را تصور كرد ك كلاس
ــى در دانش با اين  ــد ادعاهاي ــوزان در تولي دانش آم
ــئوليت همراه شود كه در مورد منطقى بودن آن  مس

اين باور كه تمام دانش آموزان بايد 
بتوانند اثبات را ياد بگيرند، تمرين 
كنند و در انجام آن موفق باشند اما از 
همة آن ها انتظار نرود كه دانش جديد 
توليد كنند، از عواقب تغيير كارهاى 
اصيل به تمرين ها بود
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ــت كه  ــود. در نتيجه لازم اس ــا بحث انجام ش ادعاه
ــتاندارد مهيا  ــتدلالِ اس ابزارهايى را براى اثبات و اس
ــود  ــته مى ش ــم كه وقتى از دانش آموزان خواس كني
ــن محتوا و قالب،  ــتدلال يا اثباتى ارائه كنند، بي اس
تعادل برقرار گردد. پرسش مهم و حياتى اين نيست 
ــوزان در قالبى ارائه  ــتدلال هاى دانش آم ــه آيا اس ك
ــده اند كه مورد تأييد منطق دان ها باشد، بلكه اين  ش
ــت كه آيا دانش آموزان با اشياء رياضى  نكته مهم اس
ــتر  كه جامعة مطلعين7 مى خواهند دربارة آن ها بيش

بدانند، سازگار شده اند يا نه.
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ــه دانش آموزان  ــوزگارى تعريف مى كرد ك ــم آم  خان
ــؤالات امتحان را از مسائل كتابشان  اصرار داشتند من س
ــم. در اوايل خدمت من به حرف آن ها گوش مى دادم  بده
و مسائل امتحانى را عين مسائل كتاب مى دادم و در عمل 
ــاهده مى كردم كه نمرة اكثر دانش آموزان بالاتر از 16  مش

است و نمرات يك رقمى خيلى كم داريم.
در يك امتحان تصميم  گرفتم كه پيشنهاد كلاس را 
ناديده گرفته مسائل را خارج از كتاب طرح نمايم، مسائلى 
كه در آن ها تنها جاى اعداد جابه جا شده يا جملات تغيير 
كرده بود، مثلاً به جاى آنكه بگويم اختلاف دو عدد a است 
ــس از تصحيح اوراق،  ــت پ ــتم تفاضل دو عدد  a اس نوش
ــطح نمرات خيلى خيلى پايين آمده و نمرات زير  ديدم س

10 فراوان است!
ــم و در پى چاره برآمدم، ابتدا علت را  به فكر فرو رفت
ــيدم؛ آن ها تنها جواب مى دادند  از خود دانش آموزان پرس
ــؤالات مشكل بود! بعداً موضوع را با رئيس مدرسه  خانم س
در ميان گذاشتم او پاسخ داد كه معلمين كلاس هاى سوم، 
چهارم و پنجم بيشتر سؤالات امتحان را عين مسائل كتاب 
انتخاب مى كنند (كه البته اين مسائل قبلاً به وسيله معلم 
ــت) و بچه ها حل اين مسائل را از  ــده اس در كلاس حل ش
بر مى كنند و در امتحان مى نويسند و هيچ عادت نكرده اند 
ــتفاده كنند يا جملات   كه در رياضى از مغز و فكر خود اس
ــه و تحليل نمايند و معنا و  ــئله را در ذهن خود تجزي مس
ــئله چه مفروضاتى  مفهوم مطلب را درك كنند كه در مس

داده شده و چه چيز از آن ها خواسته شده است.

ميرزا جليلى

گروه هاى آموزشـى
 چـه مى كننـد؟

خانم معلم گفت: موضوع را در شوراى معلمان مدرسه 
مطرح كردم ديدم همة آن ها با همين مشكل مواجه اند! در 
ــورا از رئيس مدرسه خواستم كه در اين زمينه چاره اى  ش
ــد و از راهنمايان تعليماتى كمك بگيرد، پيشنهاد  بيانديش
دادم كه براى معلمين دوره هاى بازآموزى گذاشته شود تا 
ــا به معلمين آموزش بدهند كه به بچه ها ياد  در آن دوره ه
ــد در فرا گرفتن رياضيات، برخلاف درس هاى تاريخ و  دهن
جغرافيا، از مغز و فكر خود استفاده كنند و در حل مسائل 
ــئله و خواسته هاى آن  را از هم  ــند، مفروضات مس بينديش
تشخيص دهند و سعى كنند با استفاده از مفروضات داده 

شده مجهول خواسته شده را پيدا كنند.
ــوع در منطقه هم انعكاس پيدا  ــال اين موض در آن س
ــرد كه فرزند خودش نيز به  ــرد و رئيس منطقه اذعان ك ك
ــت و در حل مسائل رياضى عاجز است  همين درد مبتلاس
در حالى كه ساير درس هاى او 20 مى شود. فعاليت هايى در 

اين زمينه آغاز شد كه نسبتاً  نتيجه بخش بود.

سـؤال: شـما در تدريـس خـود از كـدام روش 
استفاده مى كنيد؟ فكر كردن يا حفظ كردن؟

وقتى فكر كردن و انديشيدن عملى مى شود كه معلم 
ــعى كند  ــركت دهد و س دانش آموزان را در درس خود ش
جواب سؤالات را با راهنمايى هاى لازم، خود دانش آموزان 
ــؤالى را  ــف نمايند؛ به عبارت ديگر، تا س پيدا كنند و كش
ــخ ندهد و بچه ها را  ــرح مى كند خودش بلافاصله پاس مط
ــاركتى در  ــخ به كار گيرد يعنى از روش مش در يا فتن پاس

لازم است در آموزش رياضى بيشتر از فكر استفاده شود تا حافظه

از سايت رياضي سرادانلود

www.riazisara.ir
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كلاس استفاده كند.
معلم ديگرى تعريف مى كرد كه در كلاس دوم دبستان 
ــائل داده شده  تدريس مى كردم و مى ديدم كه بچه ها مس
ــا وقتى آن ها را  ــت حل كرده اند ام ــر خود درس را در دفت
ــرا مى خوانم كه حل كنند درمى مانند. پس از  پاى تخته ف
پر س وجو، يكى از دانش آموزان گفت خانم اين ها را مادرم 
حل كرده است! و اين يك تذكر بسيار مهمى براى والدين 
ــت كه اگر فرزندانشان سؤالى مطرح كردند آن ها فورى  اس
ــل نكنند، چه فرزند از همان  ــئله را ح جواب ندهند يا مس
كودكى عادت به داشتن حل آماده مى كند و هيچ گاه فكر 
ــيدن تا پايان  ــه كار نمى اندازد و اين نحوة انديش خود را ب

تحصيلات متوسطه ادامه پيدا مى كند.
ــرادر بزرگ تر خود  ــدى از مادر يا پدر يا ب ــى فرزن وقت
سؤالى مى كند يا كمك مى گيرد، آن ها بايد قدم به قدم او 
را راهنمايى كنند تا خودش جواب سؤال را بيابد و به اين 
ــه بايد فكر كند  روش صحيح آموزش رياضى كه او هميش
ــزش را به كار اندازد عادت كند تا در كلاس هاى بالاتر  و مغ

دچار دردسر و مشكل نشود.
ــرد كه  ــرى روايت مى ك ــاز دبي ــه ب ــن زمين در همي
ــئله اى را  ــياه خواندم تا مس ــوزى را پاى تخته س دانش آم
ــتفاده كردن من، همراه  حل كند و دفترش را هم براى اس
ــد پاى تخته  ــرش را به من داد و بع ــدا دفت ــاورد. او ابت بي
ــائل  ــرگ زدم و نگاه كردم ديدم همة مس ــت. دفتر را ب رف
را صحيح حل كرده است. از دانش آموزان خواستم تمرين 
ــود) او هرچه زور زد  ــده ب 7 را حل كند (تا 6 قبلاً حل ش
نتوانست حل كند. گفتم تمرين شماره 5 را كه همين الان 
ــت از او سؤال  ــما حل كرد حل كن! باز نتوانس ــت ش دوس
ــده  ــت حل ش كردم كه اين تمرينات كه در دفترت درس
ــت! پس چرا نمى توانى حل كنى؟ او ساكت ماند، يكى  اس
ــت را بگويم؟ گفتم  ــى هايش گفت: آقا من عل از همكلاس
ــال و بعد از امتحانات دفتر  بگو. گفت آقا حميد آخر هر س
پاكنويس شدة مسائل دوستش را مى گيرد و در طول سال 
تحصيلى از اين دفتر استفاده مى كند و حل مسائل را عيناً 
در دفتر جديد پاك نويس مى كند ولى ياد نمى گيرد؛ يعنى 

از مغز و فكر خود استفاده نمى كند.
دانش آموزى كه به هر شكل، بدين ترتيب بالا مى آيد، 
ــخت درمى افتد؛ چه  ــات رقابتى، مثل كنكور س در امتحان
ــود! علتش  ــد موفق نمى ش مى بيند هرچه زحمت مى كش
ــؤالات كنكور فكرى است واگر  ــت كه خيلى از س اين اس
دانش آموز فكر خود را به كار نياندازد و فقط به دنبال قوانين 

ــده برود عقب مى افتد؛ مثلا در مورد  ــيك حفظ ش كلاس
معادلة:

(2x+1)2 +(x-2)2=-(x-1)2

كدام درست است؟
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ب:
ج: ريشه ندارد؟
د. x منفى است

دانش آموزى كه با حافظه كار كرده فورى دست به كار 
ــده پرانتزها را به توان 2 مى رساند، و يك سه جمله اى  ش
ــپس اين معادلة  درجه2 را  ــت مى آورد و س درجه 2 به دس
طبق فرمول حل مى كند و اين راه اگرچه درست هم باشد 
ــلماً طراح سؤال اين راه مورد نظرش  وقت  گير است و مس

نبوده است.
ــر و مغز خود كار مى كند  ــى دانش آموزى كه با فك ول
ــپ مى برد و  ــه طرف چ ــت را ب ــز طرف راس ــورى پرانت ف

مى نويسد:
(2x+1)2+(x-2)2+(x-1)2=0

ــه عبارت مثبت برابر صفر شده  و مى گويد مجموع س
است و اين وقتى روى مى دهد كه هر كدام از پرانتزها صفر 

باشد؛ لذا مى نويسد
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و لذا مجموع آن ها برابر مى شود:
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و گزينه «ب» درست است
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ــند  ــؤال، اگر a و b مثبت باش ــا در مورد س ي
جواب دارد؟

شاگردى كه با فكر كار كرده فورى مى نويسد:
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ــه زوج  ــت و داراى ريش  يك عدد منفى اس
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ة رة رة 4/ تابستان 321394 اة سى و دوم/ شمـــاة سى و دوم/ شمـــا ة سى و دوم/ شمـــرة سى و دوم/ شمـــر رشد آموزش رياضى/ دو

و يا هر گاه، |   | نماد قدرمطلق و [ ] نماد كوچك ترين 

ــت  ــاوى هاى زير درس ــد كدام يك از تس جزء صحيح باش
است؟
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د- 

ــت به كار  ــاگردى كه با فكر كار مى كند بدون دس ش
شدن عمليات روى جواب هاى الف، ب و ج فورى مى گويد 
جواب «د» درست است اما كسى كه با حافظه كار مى كند 
ــل كند و اين وقت  ــاوى هاى را ح مى خواهد يكى يكى تس

زيادى از او مى گيرد.
 هميشه 
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ــاوى ــؤال: آيا تس و يا اين س
درست است؟

ــواب مثبت  ــد فورى ج ــوزى فكر نكن ــر دانش آم اگ
ــه فرجة  ــرا، تصور مى كند كه مى تواند هميش مى دهد، زي
راديكال و توان عدد زير راديكال را بر يك عدد (در صورت 
ــود را به كار بياندازد؛  ــيم كند ولى اگر فكر خ امكان) تقس
ــد چه  ، a چه مثبت باش
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ــه در ــود ك متوجه مى ش
ــد مثبت مى شود و ريشه  منفى، چون بر توان زوج مى رس

زوج آن بامعناست.
اما اگر a منفى باشد پس از تقسيم فرجه و توان بر دو 
ــيم كه اگر a از اول منفى فرض   مى رس
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به راديكال
 جواب ندارد.
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شود، 
دبيرى تعريف مى كرد پس از تدريس نامعادلات گنگ 

از كلاس خواستم كه فورى جواب دهند آيا نامعادلة 
+5<-2(x-1)2

جواب دارد يا نه؟ همة دانش آموزان كاغذ و قلم برداشتند 
ــت را به توان 2 رساندند و عدد 5 را نيز به طرف  و طرف راس
راست نامساوى بردند و طبق قانون تعيين علامت سه جمله اى 
عمل كردند اما فقط يكى دو نفر فورى جواب دادند نامعادله 
جواب ندارد؛ زيرا، طرف راست آن هميشه منفى است و  عدد 

مثبت 5 نمى تواند كوچك تر از يك عدد منفى باشد.
ــال اول  ــه فرزندش در س ــف مى كرد ك ــدرى تعري پ
ــخت مشكل داشت و از معلمش  راهنمايى در رياضيات س

ــكل و خارج از  ــه سؤالات مش ــكايت مى كرد كه هميش ش
ــم حل كنم! مى گفت نه تنها  كتاب مى دهد و من نمى  توان
ــد مى گيرند؛ لذا  ــتر بچه هاى كلاس نمرة ب ــن بلكه بيش م
ــركت نكند  ــر كلاس رياضى ش ــت كه ديگر س اصرار داش
ــورت با  ــه اش را عوض نمايد! بالاخره پس از مش يا مدرس
ــتان و صاحب نظران و تحقيق فراوان يكى از آشنايان  دوس
ــوة فكر كردن را ياد  ــك دبير رياضى راهنمايى را كه نح ي
ــر خصوصى ظرف 5 يا  ــى داد به ما معرفى كرد، اين دبي م
ــتن به كتاب هاى ابتدايى و شيوه ياد گرفتن  6 ماه با برگش
ــت نحوة تفكر  ــب آن به طور صحيح و منطقى، توانس مطال
اين بچه و نظرش راجع به يادگيرى رياضى را زير و رو كند 
ــل از اينكه قلم روى كاغذ ببرد، به فكر كردن وا  و او را، قب
ــه كه رياضى را عدة خاصى ياد مى  گيرند  دارد و اين انديش

نه همه دانش آموزان از سرش بيرون نمايد.
ــلم و ثابت شده است كه همه دانش آموزان  امروزه مس
ــرطى كه از اول  ــتعداد يادگيرى رياضى را دارند به ش اس
ــت برخورد كنند. البته وظيفه  با يادگيرى آن به طور درس
مسئولين آموزش وپرورش نيز هست كه معلمين را مرتب 
در دوره هاى بازآموزى شركت دهند و پيوسته يادآورشان 
ــتفاده از مغز و فكر خود در  ــوند كه به بچه ها نحوة اس ش
رياضى را ياد دهند نه بدين طريق كه مطالب را طوطى وار 

مثل تاريخ و جغرافيا به ذهن بسپارند.

نتيجه
ــان در  ــد رياضى بچه هايش ــه انتظار دارن ــى ك والدين
كلاس هاى بالا خوب باشد و در كنكور سؤالات را صحيح و 
ــريع پاسخ دهند؛ لازم است از همان كلاس اول ابتدايى  س
و شروع كار، نحوة فكر كردن و انديشيدن و از مغز استفاده 
كردن را به او ياد دهند و اگر در درس به او كمك مى دهند 
ــؤالات ولى، او را با پرسش و جواب راهنمايى  در جواب س
ــف نمايد و  ــؤال را پيدا و كش ــد كه خودش جواب س كنن
ــئله را بلافاصله در  ــورى دادن و يا راه حل مس ــخ ف از پاس
ــتن خوددارى كنند چه با اين كار به او از  اختيارش گذاش

نظر يادگيرى علمى لطمه وارد مى سازند.
ــا از طرف والدين،  ــويق و امتياز دادن به بچه ه البته تش
ــه  ــود و يا در مدرس مى تواند در يادگيرى آن ها مؤثر واقع ش
ايجاد رقابت بين كلاس هاى شعبه هاى مختلف و همچنين 
ــرفت دانش آموزان بى تأثير  دانش آموزان يك كلاس در پيش

نيست.
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كليدواژه ها: آموزش رياضى، كنكور، تست 

ة رة رة 4/ تابستان 331394 اة سى و دوم/ شمـــاة سى و دوم/ شمـــا ة سى و دوم/ شمـــرة سى و دوم/ شمـــر رشد آموزش رياضى/ دو

دنيا كه آخر نشـده اسـت!

ميرزا جليلى
پيشكسوت رياضى و عضو هيئت تحريريه مجله

ــگاه ها براى سال تحصيلى  در امتحان ورودى دانش
ــانم 5000 اعلام  ــة فرزند يكى از خويش 94ـ 93، رتب
ــلاع از رتبة خود،  ــده بود. اين دانش آموز پس از اط ش
ــديد به سر مى برد و ديگر  ــده و در نگرانى ش عصبى ش
حوصلة هيچ  كارى نداشت، چه، اطمينان داشت كه او 
با اين رتبه در هيچ يك از دانشگاه هاى دولتى در رشتة 
مهندسى مورد نظرش قبول نخواهد شد. پدرش گفت 
كه يك كلمه حرف با او نمى توان زد، چون داد و فرياد 
راه مى اندازد و به زمين و زمان بد مى گويد. اين نوجوان 
ــت داده و خود را باخته  را كه كاملاً روحيه اش را از دس
بود پيش من فرستادند تا با استفاده از تجربيات و نفوذ 
كلامم، از نظر روانى او را تسلى داده راهنمايى كنم و به 
آينده اميدوارش سازم شايد قدرى آرام بگيرد. در ملاقات 
ــا من، او مى گفت كه تمام جزوات و كتاب هاى كنكور  ب
ــال تحصيلى خوانده است، در كلاس هاى  را در طول س
كنكور معروف شهر شركت كرده است، هزاران نكته از 
ــؤالات كنكورى را يادداشت و مطالعه كرده و هزاران  س
تست حل كرده است، يك سال تمام شبانه روز، در ايام 
تعطيل و غيرتعطيل، درس خوانده و متحمل زحمت و 
كم خوابى شده است به اميد اينكه به هدف خود برسد 
ــود. مى گفت اكنون با  و رتبه اش در كنكور زير 500 ش
ــم بروم!؟ اميد به زندگى را از  رتبه 5000 كجا مى توان

ــت داده ام؛ از همه بدتر اين كه دوستان و خويشانم  دس
تصور مى كنند كه من كودن، تنبل و سهل انگار بوده ام 
كه نتوانسته ام رتبة بهترى در كنكور به دست آورم؛ حالا 
شما مى گوييد من چكار بايد بكنم؟ حتماً بايد دنبال كار 

و كسبى بروم؟!
ــوان، در  ــتماع حرف هاى اين نوج ــس از اس من پ
ــروع به تسلى  ــده بودم، ش حالى كه براى او ناراحت ش
ــان ديگر  ــه مثال از خويش و دلدارى وى كردم و دو س
ــال هاى قبل با چنين مشكلى برخورد كرده و  كه در س
دلسرد نشده بودند و در سال هاى بعد موفق شده و وارد 
ــگاه شده بودند ذكر كردم و به او گفتم كه زندگى  دانش
مجموعه اى از موفقيت ها و شكست هاست و معمولاً بعد 
از هر شكست يك موفقيت در پيش است. بايد تحمل 

و صبر داشته باشيد.
صبر و ظفر هردو دوستان قديم اند

بر اثر صبر نوبت ظفر آيد
گفتم شما روحيه خود را حفظ كنيد و آرام بگيريد 

وگرنه ممكن است مريض شويد!
گفتم دنيا كه آخر نشده است! شما جوان هستيد و 
هنوز خيلى فرصت داريد! پس از آن نام مدرسه و دبيران 
رياضى او را پرسيدم. ضمن نام بردن آن ها متوجه شدم 
ــبتاً قديمى و  كه اتفاقاً يكى از اين دبيران از معلمان نس

پاى صحبت دانش آموزان داوطلب ورود به 
دانشگاه ها (كنكورى ها)
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با من آشناست. از اين پسر خواستم شمارة تلفن مرا به 
آن دبير بدهد تا با من تماس بگيرد؛ چه واقعاً خودم هم 
ــدم تا از شرايط موجود و حاكم بر كنكورها  علاقمند ش
ــب كنم و اين اطلاعات را  در حال حاضر اطلاعاتى كس
در اختيار والدين اين دانش آموز و ديگران قرار بدهم و 
جواب قانع كننده اى هم براى امثال اين پسر پيدا كنم و 

از علت شكست آن ها، از نظر علمى، آگاه شوم.
ــال در  ــر موفق بيش از 20 س ــتم آن دبي مى دانس
ــدارس مختلف  ــور و در م ــى كش ــاى آموزش صحنه ه
ــغول فعاليت بوده و ناظر و  ــتان ها و تهران مش شهرس
ــدن چند نظام آموزشى در كشور بوده  ــاهد پياده ش ش
است. همچنين بر گذر هزاران دانش آموز از دبيرستان 

به دانشگاه نظارت و مطالعه داشته است.
ــن مطرح كرد كه  ــاس تلفنى با من چني او در تم
«من در سال هاى اخير بر قبولى دانش آموزانم در كنكور 
دقت كرده ام و در اين زمينه مطالعه و تحقيق نموده ام 
ــى ها را با نتيجة  و نتايج حاصل از اين تحقيقات و بررس
ــودم كه همين  ــى دانش آموزان زمان تحصيل خ قبول
مسير را پيموده بودند مقايسه نموده ام و به نتايج قابل 
ملاحظه اى رسيده ام.» سپس اضافه كرد: «اين يافته ها 
ــور، با ساير همكاران  ــمينارهاى آموزشى كش را در س
ــرم را كاملاً تأييد  ــته ام و آن ها نظ دبير در ميان گذاش
ــده ام  ــد. مى گفت: « از نظر علمى من متوجه ش كرده ان
كه مشكل كار اين قبيل دانش آموزان (نظير دانش آموز 
ــت، و چگونه مى توان به اين  ــما) در كجاس خويش ش
ــات پاك و  ــل دانش آموزان كمك كرد و به احساس قبي
ــده اى داد. اما اين يافته ها:  ــخ قانع كنن زاينده آن ها پاس
بيشتر دانش آموزان در كلاس هاى اول و دوم دبيرستان، 
بعضى از مطالب كليدى و پايه اى رياضى را با دقت هاى 
ــدى آن ها در  ــة ادامة كارهاى بع ــباتى، كه لازم محاس
كلاس هاى سوم و چهارم است، خوب پخته نمى كنند، 
يعنى اين مطالب براى آن ها كاملاً جا نمى افتد و با اين 
ــايى به كلاس هاى بالا و پيش دانشگاهى  ضعف و نارس
ــند. دبيرانى هم كه در سال هاى آخر دبيرستان  مى رس
ــغول تدريس اند، معمولاً درس خود را بر اين مبنا  مش
قرار مى دهند كه دانش آموزان اين مطالب پايه و اساسى 
ــاى قبل ياد گرفته اند،  لذا آن ها نيز وقت  را در كلاس ه

زيادى در اين زمينه صرف نمى كنند تازه اگر هم متوجه 
ــوند؛ حجم كار و محدوديت زمانى به  ــكل كار بش مش
ــته را نمى دهد.  ــازة پرداختن به مطالب گذش آنان اج
ــارة مختصر به آن ها، درس خود را ادامه  تنها با يك اش
مى دهد.» وى اضافه كرد: «خود دانش آموز هم به علت 
وجود دروس متعدد و پرحجم و تشويش و دلهره كنكور 
قدرى شتاب زده شده بيشتر وقت خود را در اين سال ها 
صرف مطالعه جزوات كنكور و يادداشت كردن نكته هاى 
ــه مطرح مى گردد،  ــورى كه در كلاس هاى مربوط كنك
مى كند در نتيجه او در يادگيرى رياضى مسير طبيعى 
آموزش را طى نمى نمايد، به عبارت ديگر، او هنوز ابزار 
ــرفته در دست نداشته  كار براى يادگيرى مفاهيم پيش
كه باب مطالب پيشرفته و مسائل كنكور بر وى گشوده 
ــاس آنچه آن دوست دبير من  ــود.» اكنون براس مى ش

گفت مطالبم را ادامه مى دهم.
راستى! شما فكر مى كنيد چند درصد از دانش آموزان 
پيش دانشگاهى قادرند محاسبات مقدماتى زير را درست 

انجام دهند.
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ـ برد تابع حقيقى با ضابطة 

كدام است؟

ــند حاصل  ــردار موازى باش  دو ب
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در حالى كه وقتى به سؤالات كنكور نظر مى افكنيد 
مى بينيد بيشتر سؤالات در همين مايه ها طرح شده و 
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ة رة رة 4/ تابستان 351394 اة سى و دوم/ شمـــاة سى و دوم/ شمـــا ة سى و دوم/ شمـــرة سى و دوم/ شمـــر رشد آموزش رياضى/ دو

نياز به دانستن مفاهيم و محاسبات مقدماتى دارد،  مثلاً:
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 ـ يا پيوستگى تابع حقيقى 

بازة (1،1-)، (بازه باز است)
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ـ يا مشتق پذيرى تابع 

(بازه بسته است)
ـ يا تابع:

، چند نقطه ناپيوستگى دارد؟
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ــلط بر  ــخ صحيح دادن به آن ها نياز به تس كه پاس
محاسبات كليدى و مفاهيم نخستين دارد؛ نتيجه:

ــخ هاى  ــوزان براى بالا بردن درصد پاس ـ دانش آم
صحيح رياضى و در نتيجه موفق شدن در كنكور نياز به 
دانستن و تسلط بر مفاهيم اوليه و پايه اى و محاسبات 

ظريف رياضى در سال هاى اول و دوم دبيرستان دارند.
ــال هاى اول و دوم به  ــف كتب رياضى س ـ در تألي
ــامل مفهوم،  ــوزش رياضى كه ش ــل و اصول آم مراح
تكنيك محاسبه، رسيدن به سرعت و مهارت در آن ها و 

كاربرد است بايد توجه كامل شود.
ــك مفهوم كليدى  ــه درس وقتى ي ـ در هر جلس
ــيلة دبير كاملاً پخته  ــود آن مفهوم به وس مطرح مى ش
ــريح شده و با طرح مثال هاى مختلف طرز  توجيه و تش

محاسبات ظريف رياضى ياد داده شود.
ـ با توجه به جوّ موجود آموزشى و گرايش خارق العادة 
ــت، در كتاب هاى اول و دوم علاوه بر  دانش آموزان به تس
مثال هاى فراوان، «تست هاى هدف دارى» نيز آورده شود؛ 
اين تست ها بايد طورى انتخاب شوند كه بتوان فكر پشت 
ــخيص داده شود و وسيلة دبير توجيه  هر تست نيز تش
گردد كه مثلاً تست هاى شماره ... تست موقعيتى است 
و اصلاً نياز به محاسبه ندارد، تست هاى شماره .... توجيه 
مفهوم با استفاده از تصوير و شكل است و نياز به محاسبه 

ندارد، تست هاى شماره ... محاسباتى است و نياز به دقت 
در محاسبه دارد و ... 

ــت هاى كتاب به منظور  خلاصه انتخاب صحيح تس
تأمين دو هدف مهم آموزشى باشد:

الف. سرعت در به ياد آوردن مفاهيم اوليه؛
ب. سرعت در اعمال و محاسبات ظريف رياضى؛

ــف هر بخش كاملاً  ــبات ظري اگر مفاهيم و محاس
توجيه شده باشد و مطالب تدريس شده كاملاً به وسيلة 
دانش آموزان درك شده باشد، تست ها نه تنها خواننده را 
خسته نمى كند بلكه او را براى مطالعه بيشتر تشويق و 

آماده مى سازد.
ــون برونر،  ــن آموزش رياضى چ امروز متخصصي
گاتيه، كروتسكى و شـونفيلد كه بعضى از آن ها از 
ــتند معتقدند كه در آموزش رياضى  پيروان پوليا هس
ــدى و رعايت ترتيب در ياد دادن  توجه به مفاهيم كلي
آن ها از جمله ضروريات يادگيرى است. شونفيلد معتقد 
ــت كه براى تسلط بر يك مفهوم رياضى، لازم است  اس
آن را با ديدگاه هاى مختلف مورد بررسى و مطالعه قرار 
ــه تعريف عمومى،  ــلاً در يادگيرى برُدار بايد ب داد، مث

هندسى، جبرى و محاسباتى آن توجه كرد.
ــران بدون  ــى كه در اي ــفانه كتاب هاى جنب متأس
تجزيه و تحليل مفاهيم كليدى و پايه اى مربوط به هر 
قسمت از درس منتشر مى شود، ارزش آموزشى ندارند.
كتاب هاى جنبى بايد تأكيد بر مفاهيم اوليه و محاسبات 
ظريف رياضى را در سرلوحه هدف هاى خود قرار دهند؛ 
ــفانه كمتر كتاب جنبى را در بازار مى بينيد كه با  متأس
دقت وارد جزئيات مفاهيم و محاسبات شده و مطالب را 

از نظر علمى موشكافى كرده باشد.
ــانى كه در مفاهيم  كتاب هاى جنبى بايد براى كس
پايه ضعيف هستند نوشته شود و به منزلة عينك طبى 
باشد كه شخص با ديد ضعيف، به كار مى برد تا تصاوير را 

روشن تر و بهتر و هر چيز را به جاى خود ببيند.
كتاب هاى جنبى فعلى بيشتر روى «تست زدن» و 
قوانين و نكته هاى مربوط به آن بحث مى كنند و تأكيد 
ــت بزند  ــتر تس بر اين دارند كه هرچه دانش آموز بيش
ــتر خواهد بود و حال آنكه  موفقيت وى در كنكور بيش
ــاوند ما، اين طرز كار جواب  در عمل، مثل پسر خويش
نمى دهد و رتبه كنكور به جاى 500 به 5000 مى رسد.

بايد  جنبى  كتاب هاى 
براى كسـانى كـه در 
مفاهيـم پايـه ضعيف 
هستند نوشته شود و 
به منزلـة عينك طبى 
باشد كه شخص با ديد 
ضعيف، بـه كار مى برد 
تا تصاوير را روشـن تر 
و بهتـر و هر چيز را به 

جاى خود ببيند
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اشاره
ــته، تعاريف مربوط به  در بخش نخست اين نوش
ــرات متقابل رياضيات قومى و  رياضيات قومى و تأثي
ــد. در اين بخش،  عوامل اجتماعى و فرهنگى بيان ش
ــى، نگاهى به موضوع رياضيات  از ديدگاه برنامه درس
ــگ داريم، همچنين روش قوم نگارى كه براى  و فرهن
ــت به  انجام پژوهش هاى رياضيات قومى ضرورى اس

تفصيل بيان مى شود.
كليدواژه ها: رياضيات قومى، رياضيات، فرهنگ، 

برنامه درسى

بخش سوم: برنامه درسى

در سه دهة گذشته، نيروهاى آموزشى، فرهنگى 
ــه فرهنگ به طور  ــات را با توجه ب ــى، رياضي و سياس
ــد. بنابراين،  ــرار داده ان ــتفاده ق ــترده اى مورد اس گس
مطالعاتِ شامل رياضيات و فرهنگ، در روش شناسى 
آموزشى و به ويژه برنامة آموزش معلمان بسيار اساسى 

و مهم است.
ــته، نويسندگانى چون  ــى سال گذش در طول س
ــر2 از ايالات  ــا اش ولوس گرديس1 از موزامبيك، مرش
ــتان، به تحقيقاتى  ــاپ3 از انگلس متحده، و آلن بى ش
فرهنگى در زمينة رياضيات و محققان رياضى دست 
ــتر كارهاى آن ها ابتدا در  زدند. (بارتون4، 1996). بيش

ــوزش رياضى براى يادگيرى  ــال بين المللىِ آم دو ژورن
ــى در رياضيات6، با انتشار  رياضيات5 و مطالعات آموزش
ــاپ ويرايش كرده بود منتشر شد.  ــاله اى كه بى ش رس
ــته هاى بعدى  ــندگان، مبانى مهمى را براى نوش نويس
ــزى كردند و دامنة  ــگ و رياضيات پى ري ــارة فرهن درب

گوناگونى از پژوهش ها را بنا نهادند.
ــال 1970 و 1980 به  وقتى رياضيات قومى در س
عنوان حوزه اى از مطالعات در آموزش رياضى پيشنهاد 
شد خيلى چيزها جديد و ناآشنا به نظر مى رسيد. ايدة 
جست وجوى رياضيات در فرهنگ هاى ديگر و استفاده 
ــت  از اين يافته ها در يك كلاس درس عادى ممكن اس
ــتر معلمان غيرعادى باشد، منتهاى مراتب،  براى بيش
ــازى  مى تواند به عنوان يك موضوع ممكن براى غنى س
مواد درسى به كار رود. در بخش هاى بسيارى از جهان، 
ــاختار، و  ــاس الگوى محتوا، س ــوزش رياضى بر اس آم
ــى و تجربة  ــود. برنامة درس ــى ب ــاى اروپاي الگوريتم ه
آموزشى موسوم به برنامة «رياضيات جديد» در 1960 
رشد يافت، اما الگوها بيشتر با مركزيت الگوهاى اروپايى 
و بعد آمريكايى باقى ماند كه در دهه هاى قبلى تبيين 

شده بودند. 
ــيو در سخنرانى خود با عنوان «مبانى  دى آمبروس
ــات» در پنجمين  ــى آموزش رياضي اجتماعى- سياس
ــيو،  ــوزش رياضى (دى آمبروس ــرة بين المللى آم كنگ
1984) بعضى مطالب جالب توجه را ارائه داد. به عقيدة 

رياضيات و
نرگس عصارزادگان

فرهنگرياضيات ورياضيات ورياضيات ورياضيات ورياضيات ورياضيات ورياضيات ورياضيات ورياضيات ورياضيات ورياضيات ورياضيات ورياضيات ورياضيات و
بخش پايانى

از سايت رياضي سرادانلود

www.riazisara.ir
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وى تحقيق روى مسائل اجتماعى و فرهنگى در آموزش 
ــئله راجع به  ــتر از چند مس رياضيات تا آن زمان بيش
تبعيض جنسيتى يا مطالعات تطبيقى مشابه انجام نشده 
ــترك وجود داشت كه رياضيات،  بود. اين احساس مش
رياضيات است، چون معمولاً رياضيات به معناى محض 
رياضيات اروپايى در نظر گرفته مى شد. مسائل جامعه 
ــود دارد، البته  ــناختى در مورد كاربرد رياضيات وج ش
ــى و محتواهاى  ــد آموزش رياض ــى به نظر مى رس گاه
مدرسه اى ثابت و تهى از فرهنگ هستند. به نظر مى رسد 
ــيه هاى غير  ــخ و فرهنگِ رياضيات، به عنوان حاش تاري
ضرورى براى غنى سازى مواد درسى به شمار مى روند. 

به هرحال، در بسيارى از كشورها كه مدرسه رفتن 
ــمار  ــراى خانواده هاى بزرگان به ش ــك امر تجملى ب ي
ــوان حقيقتى براى  ــوزش رفته رفته به عن ــت، آم مى رف
ــترده ترى از  همه به كار رفت، بنابراين آوردن دامنة گس
ــوزان در كلاس درس موضوع مهمى بود. پس  دانش آم
خيلى مهم بود كه مطمئن شويم محتواى برنامة درسى 
ــائل فرهنگى مربوط به همة اقشار مردم را  رياضى مس

منعكس مى كند. 
ــامل  برنامه هاى ضمن خدمت معلمان مى تواند ش
ــت كه  ــده اس ــد. اخيراً معلوم ش مباحث فرهنگى باش
فرهنگ مى تواند احساس دانش آموز براى مشاركت در 
بحث هاى كلاسى، سؤال هاى آغازگر، به يادآورى حقايق، 
ــيارى از  ــت وجوى روش هاى درك مبدعانه، و بس جس
جنبه هاى ديگر آموزش در كلاس درس را افزايش دهد. 
بد تعبير كردن نشانه هاى فرهنگى مى تواند به عدم درك 
فرايندهاى يادگيرى يا اشتباه دانش آموزان توسط معلم 
ــخ طبيعى براى بى ميلى به يادگيرى منجر شود.  و پاس
ــد آموزش  ــن رو، NCTM (1991، ص. 25)، كلي از اي
ــان از ادراكات، علايق، و  ــز را آگاهى معلم موفقيت آمي
تجربيات دانش آموزان و دانستن روش هاى موجود براى 
يادگيرى رياضيات توسط دانش آموزان بيان كرده است.   
ــرح داده شده در  دو مورد از فرايندهاى رياضى ش
استانداردهاى NCTM (1989 و 2000) عبارت است 
ــورد به رياضيات قومى  ــاط7 و اتصال8. اين دو م از ارتب

مربوط مى شود:
ارتباط به اين معناست كه دانش آموزان افكار خود را 
بيان كرده و ايده هاى خود را با ديگران مبادله كنند. سند 
اصول و استانداردهاى NCTM (2000) بيان مى كند 
ــازند تا «تفكر  ــه برنامه ها بايد دانش آموزان را قادر س ك
ــى هاى خود،  ــفاف با همكلاس رياضى خود را به طور ش
ــاركت  معلمان، و ديگران ارتباط دهند». معلم بايد مش

ــاركت هركس در  ــويق كند و به ارزش مش همه را تش
فرايند يادگيرى تأكيد ورزد. دانش آموزان بايد با بررسىِ 
ــير يادگيرى قرار بگيرند، بنابراين  ايده هاى خود در مس
بايد جوّى از اطمينان وجود داشته باشد و دانش آموزان 
ــاس آزادى داشته باشند  براى بيان ايده هاى خود احس
(2000NCTM، ص60). ايده هاى دانش آموزان ممكن 
است به چالش كشيده شود و بدون نكوهش كردن دفاع 
ــود، و وقتى همه دربارة مفاهيم به توافق رسيدند و  ش

آن ها را درك كردند مى تواند به قالب درآيد. 
«اتصال» فرايند ديگر استاندارد NCTM است كه 
ــود. «اتصال»  ــتر به رياضيات قومى مربوط مى ش بيش
ــات، بين  ــى درون رياضي ــن ارتباط هاي به معناى يافت
ــا، و در رياضيات به عنوان  ــر موضوع ه رياضيات و ديگ
ــى از تجربيات روزينة يادگيرنده هاست. چنانچه  بخش
شرلى9  (1995) و مسينگيلا10 (1995) بيان داشته اند، 
ــن اتصالات- درون  ــات قومى كليدى براى يافت رياضي
ــت كه دو يا  ــن گروه هاى فرهنگى اس ــات در بي رياضي
ــاى گروه ها، در  ــق نيازه ــوزه را براى تحق ــن ح چندي
ــاى ديگرى چون هنر، جغرافى، اقتصاد و ... با  موضوع ه

هم در مى آميزد.    
ــاز دارند كه بتوانند رياضيات را در  دانش آموزان ني
بافت هايى بيرون مدرسه تشخيص دهند و به كار ببرند 
(2000NCTM، ص64). بحث اتصال، ميراث فرهنگى- 
ــيقى يا جشنواره هاى  ــوجات، موس مذهبى، هنر، منس
ــرد. هم چنين، ممكن  ــه آن ها را در بر مى گي مربوط ب
ــاد و بازرگانى زندگى  ــت به مطالعات رياضى اقتص اس
روزمرة سنتى، آمارهاى ارتباط هاى اجتماعى جديد، يا 

سياست هاى مسائل بين المللى مربوط شود.  
ــى يك نظرية غالب در دو  سازنده گرايى11 آموزش
دهة گذشته بوده است. «ايجاد اتصال» مرحله اى است 
كه براى بسيارى از اسناد برنامه درسى رياضى مشترك 
ــت. اين مرحله مى تواند با توجه به موارد زير صورت  اس

پذيرد:
ـ دنياى روزمرة دانش آموزان،

ـ دانش قبلى دانش آموزان،
ـ بافت هاى آشناى درون و بيرون مدرسه،

ـ عناوين ديگر درون مدرسه،
ـ موضوع هاى ديگر درسى، و 

ـ گذشته و شايد آينده. 
ــاختن  ــت از س مفهوم ايجاد اتصالات عبارت اس
ــه به اين  ــه هاى ذهنى، ك ــماى دانش»، يا نقش «شِ
ترتيب پيوندهايى بين اجزاى دانش ساخته مى شود 
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فرهنگ مى تواند 
احساس دانش آموز 
براى مشاركت در 
بحث هاى كلاسى، 
سؤال هاى آغازگر، 
به يادآورى حقايق، 
جست وجوى 
روش هاى درك 
مبدعانه، و بسيارى 
از جنبه هاى ديگر 
آموزش در كلاس 
درس را افزايش 
دهد. بد تعبير كردن 
نشانه هاى فرهنگى 
مى تواند به عدم درك 
فرايندهاى يادگيرى 
يا اشتباه دانش آموزان 
توسط معلم و پاسخ 
طبيعى براى بى ميلى 
به يادگيرى منجر شود
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ــن اجزا به اندازة خود اجزا  ــن حوزه ارتباط بي و در اي
مهم است.  

بنابراين ايدة ديگرى كه براى ضرورت بررسى رابطة 
ــاد اتصالات» با  ــگ وجود دارد «ايج ــات و فرهن رياضي
دانش قبلى، با دنياى دانش آموزان، و با افراد جهان است. 
ــاختن اتصالات را با موضوع هاى ديگر  ديدگاهى كه س
ــد به عنوان توجيهى  ــى در برمى گيرد، نيز مى توان درس
براى يك برنامه درسى كل نگر استفاده شود. به هرحال، 
با داشتن يك توجيه مبتنى بر تئورى دو سؤال زير باقى 

مى ماند:
ـ ما دربارة رياضيات درون هر فرهنگى چگونه فكر 

مى كنيم؟ و،
ــيدن به نقطة  ــى در حال رس ــا رياضيات قوم ـ آي

مطلوب است؟
ــن12   ــون گيلگ ــندگانى چ ــته هاى نويس در نوش
ــى13 (1986)، كلينچى14، گلدبرگر15  (1982)، بيلنك
و تاروله16 (1986) عبارت «ايجاد اتصالات» به عنوان 
ــا متمايز  ــده ي ــده، دانش مجزا ش ــش متصل ش دان
ــت. براى مثال، آن ها دانش متمايز  ــده اس ناميده ش
ــردان و زنان  ــاى فكر كردن م ــة روش ه را در مقايس
ــاهده مى كنند. شواهد قابل  در قياس با همديگر مش
ملاحظه اى وجود دارد كه تنها براى جامعة سفيد (در 
ــى و اروپايى) نتيجه گيرى هايى  فرهنگ هاى آمريكاي
داشته است، اما در تجربه هاى ديگر شواهدى از تفكر 
متصل شدة درون بسيارى از فرهنگ هاى غيرغربى و 

بومى وجود دارد.  
ــت كه رياضيات  ــوارد مذكور، بديهى اس با همة م
ــى  ــراى فرايند يادگيرى و روش شناس قومى كانونى ب
آموزشى است. نياز است كه برنامه هاى آموزش رياضى 
ــود. معلمان بايد  ــل از خدمت براى معلمان تهيه ش قب
ــور  دانش آموزان را با تاريخ رياضيات در فرهنگ و كش

خود آشنا كنند.
بارتون (1996) پس از تجزيه و تحليل نوشته هاى 
ــر و ديگران، بيان كرد كه  دى آمبروسيو، گرديس، اش
بحث دربارة رياضيات قومى دربارة رياضيات يا آموزش 
ــت. وى در هر دسته، چهار حوزه از نوشته ها  رياضى اس

را مشخص كرد.

نوشته ها دربارة رياضيات قومى
رياضيات

1. ماهيت فرهنگى رياضيات
2. تفكر رياضى در فرهنگ هاى ديگر

3. تاريخ فرهنگى رياضيات
4. سياست هاى رياضى

آموزش رياضى
1. يادگيرى رياضيات در فرهنگ هاى ديگر

2. شناخت موقعيتى شامل زبان و دوزبانگى
3. تأثيرات اجتماعى آموزش رياضى

4. ارتباط هاى بين رياضيات و آموزش رياضى

ــعى در  او تعريف ديگرى از رياضيات قومى، كه س
پوشش همة حوزه ها دارد، پيشنهاد داد: رياضيات قومى 
برنامة تحقيق از روش هايى است كه گروه هاى فرهنگى 
ــات مربوط به رياضى  ــف دربارة مفاهيم و تجربي مختل
ــتفاده كرده اند  ــد، و به طور مفصل بحث و اس فهميده ان

(ص 214).
بر طبق نظر بارتون، تعريف فوق بر اين موارد دلالت 
ــات قومى يك مطالعة صرفاً رياضى  دارد: (الف) رياضي
ــبيه به مردم شناسى يا تاريخ است؛  نيست، و بيشتر ش
(ب) خود تعريف وابسته به شخصى است كه آن را بيان 
مى كند، و از لحاظ فرهنگى خاص است؛ (ج) تجربه اى 
ــرح مى دهد از لحاظ فرهنگى خاص است؛ و (د)  كه ش
ــبيت گرايى در  ــات قومى به چند صورت به نس رياضي
ــت دارد (ص 215). هم چنين، بارتون  ــات دلال رياضي
چارچوبى براى تحقيق روى فرهنگ و رياضيات، فراهم 

كرد. 
ايدة مهمى كه وجود دارد اين است: رياضيات قومى 
چيزى بيشتر از يك زايدة بيگانه براى غنى سازى كلاس 
درس رياضى است. از يك ديدگاه رياضيات قومى براى 
ــات و ارزش هاى رياضى  ــح اين مطلب كه رياضي توضي
ــت و حتى مشاركت هاى همگان  مخصوص غرب نيس
براى پيشرفت هاى پيوستة آن لازم است بسيار ضرورى 
ــت. رياضيات قومى براى آماده سازى معلمان جهت  اس
اطمينان از اين كه پيام هاى فرهنگى به نسل هاى جديد 
منتقل مى شود اساسى است. معلمان جديد بايد با ذهن 
باز و آماده اين نگرش را به كلاس هاى خود نشان دهند.  
نخستين ضرورتِ بررسى رابطة رياضيات و فرهنگ 
ــاده دربارة آموزش يعنى «نياز به شروع  بر يك تفكر س
از جايى كه يادگيرنده قرار دارد» مبتنى است. به عبارت 
ــود دارد كه دانش آموز با رياضيات  ديگر اين فرض وج
برآمده از درون فرهنگ خود نسبت به رياضيات بيرون 
ــت. ضرورتِ ديگر «شروع با  ــتر آشناس از فرهنگ بيش
علايق دانش آموزان» است و بنابراين شايد بتوان فرض 
ــه اين موضوع  ــتر ب كرد كه دانش آموزان احتمالاً بيش
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ــران در فرهنگ خود چگونه عمل  علاقه مندند كه ديگ
مى كنند. سومين مورد اين است كه، «رياضيات به يك 
ــاد وجود دارد كه  ــرى نياز دارد» و اين اعتق صورت بش
به كارگيرى ايده ها در رياضيات با توجه به تاريخ و محيط 
گروه هاى فرهنگى دانش آموزان به پيوندهاى مهم ترى با 
ــاخته هاى دست بشر مثل هنر، معمارى و ... منتهى  س

مى شود. 
حال اين پرسش به وجود مى آيد كه آيا موضوع ها 
ــات و فرهنگ  ــوط به رابطة رياضي ــا فعاليت هاى مرب ي
ــنتى غربى در نظر گرفته  ــد با توجه به رياضيات س باي
شود، يا به عنوان حوزه اى براى غنى سازى مواد درسى؟ 
ــود. اول اينكه براى  ــخ به اين سؤال داده مى ش دو پاس
ــب با گروه هاى فرهنگى  تعريف دوبارة رياضيات متناس
ــن و فعاليت ها را، هم با توجه  مورد نظر مى توان عناوي
به فرهنگ سنتى غربى و هم با غنى سازى مواد درسى 
ــنهاد دوم با توجه به اين حقيقت در  بررسى كرد. پيش
ــود كه فرهنگ ممكن است تمايل به  نظر گرفته مى ش
دستيابى به جامعة غربى داشته باشد، روش هاى غربى 
ــرفت دلخواه ببيند، و رياضيات خودش را  را براى پيش

كافى نبيند. 
قدم بعدى در چنين بحثى احتمالاً سوالى به دنبال 
ــه نوع رياضياتى  ــاتِ فرهنگ مورد نظر چ دارد: رياضي
است؟ مى توان اين گونه نتيجه گيرى كرد كه رياضيات، 
ــى از يك تقسيم بندى غربى از دانش است كه در  بخش
فرهنگ هاى ديگر به همان شكل غربى رخ نمى دهد. در 
ــى  عوض، با فرض اين كه رياضيات قومى به عنوان روش
ــه اى و براى غنى سازى مواد درسى  در رياضيات مدرس
ــت، مى توان دو يا چند انتخاب ديگر را در  ــب اس مناس
ــش فعاليت بى شاپ  نظر گرفت. يكى در نظر گرفتن ش
ــمارش، اندازه گيرى، جايگذارى، طراحى،  (1988)ـ ش
بازى كردن و توضيح دادن ـ است كه به عنوان پيش نياز 
ــوارد براى  ــتفاده از اين م ــود و اس آموزش ديده مى ش
معرفى رياضيات به مدارس ابتدايى مناسب است و البته 
ــتان در رياضيات غربى كافى  براى نقطة آغاز در دبيرس
ــى  ــت. انتخاب ديگر، تمركز روى يك برنامه درس نيس
كل نگر است كه به موضوع هاى جزيى تقسيم نمى شود. 
با توجه به مطالب فوق سه دغدغة اصلى براى ما به 

وجود مى آيد:
ـ چه عناصرى از دانش در هر فرهنگى ممكن است 

به رياضيات مربوط شود؟
ـ آيا افراد همة فرهنگ ها به يك روش ياد مى گيرند 
و مدرسه سازى غربى براى همة افراد مناسب ترين است؟

ـ آيا ما بايد دانش را به  موضوع هاى مختلف جدا 
كنيم، و اگر نه، چه روشى براى سازماندهى برنامه 

درسى مناسب ترين است؟
ــد افراد  ــؤال كه به نظر مى رس ــن دغدغه با اين س اولي
فرهنگ هاى خاص بايد در نظر بگيرند بيان مى شود: چه 
عناصرى از دانش در هر فرهنگى ممكن است به عنوان 
دانش رياضى منظور شود. پاسخ اين سؤال نبايد توسط 
افرادى كه در رياضيات غربى غرق شده اند معين شود. 
يعنى درست نيست كه بگوييم ما نقشى براى ايفا كردن 
نداريم. ما مى توانيم تصميمات موجود را حمايت كنيم. 
ما مى توانيم مطمئن باشيم كه اسناد برنامه درسىِ غالب، 
ــمول عناوين ديگر اجازه مى دهند، و  فضايى را براى ش

اينكه مى توانيم جوّ فرهنگى را به رسميت بشناسيم. 
ــود كه آيا  ــؤال بيان مى ش ــة ديگر با اين س دغدغ
ــاد مى گيرند، آيا  ــة فرهنگ ها به يك روش ي افراد هم
مدرسه سازى غربى براى ما مناسب ترين است، آيا بايد 
دانش رياضى را از موضوع هاى گوناگون ديگر جدا كنيم، 
و چه راهى براى سازماندهى برنامه درسى مناسب است. 
اين پرسش ها نياز به آنچه ما آموزش قومى مى ناميم را 

نشان مى دهد. 
ــر مبناى  ــاختن اتصال ها ب ــه س ــى ب ــر تمايل اگ
ــت به  پيش زمينه هاى يادگيرندگان داريم، ضرورى اس
رياضيات نگاهى داشته باشم. لازم است مسائل مربوط 
به زبان، شناخت ديدگاه هاى مختلف تاريخى، و فوريت 
ــى شود. بيشترين  علم ـ قومى و تكنولوژى قومى بررس
ــوزش قومى در نظر  ــكل گيرى آم حمايت بايد براى ش
گرفته شود. در اين ايدة وسيع تر تفكر دربارة مفروضات 
ساخته شده درون فرهنگ ها ضرورى به نظر مى رسد. ما 
نياز داريم كه تأثير باورها، زبان، و استعاره هاى به كار رفته 
در زبان را، كه به تعيين الگوها كمك مى كند بشناسيم و 
نياز داريم از روش هايى كه مردم براى دانستن استفاده 
ــى گرفته تا  ــنتى و فرهنگ ــد، از روش هاى س مى كنن
ــه اى  روش هايى كه در حال حاضر در يادگيرى مدرس
ــد، و آنچه افراد در فرهنگ ها به آن ها ارزش  رخ مى ده

مى نهند آگاه باشيم. 
اين كار يك مرور اساسى بر آموزش را مى طلبد كه 
ما به عنوان آموزشگران رياضى نياز داريم در آن شركت 
ــيم و به دليل آنكه بحث ما رياضيات قومى  ــته باش داش
ــت به آن بپردازيم. از آنجا كه ممكن است اين مرور  اس
ــت كه ديدگاه هاى غالب در  ــاده انگاريم، مهم اس را س
ــى آموزش با توجه  غرب را مرور كنيم. هم چنين، بررس
ــى، و همة كاربردهاى عميق آن، به ما  به  تنوع فرهنگ
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رياضيات قومى، 
كه سعى در پوشش 
همة حوزه ها دارد، 
پيشنهاد داد: 
رياضيات قومى 
برنامة تحقيق از 
روش هايى است كه 
گروه هاى فرهنگى 
مختلف دربارة 
مفاهيم و تجربيات 
مربوط به رياضى 
فهميده اند، و به طور 
مفصل بحث و 
استفاده كرده اند
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فرصتى براى ارزيابى دوبارة گرايش هاى اجتماعى غرب، 
جامعه اى كه براى فرزندانمان نياز داريم، و نوع آموزشى 
كه ممكن است براى پيشرفت به ما كمك كند مى دهد. 
البته در چنين شرايطى به زعم برخى صاحب نظران مثل 
پستمن17 و وينگارتنر18 (1971) آموزش به عنوان يك 
فعاليت واژگونه (خرابكارانه) در نظر گرفته شده است.  

ــداف آموزش  ــرورى بايد نگاهى به اه ــا چنين م ب
ــنتى، اهداف ما به طور  ــيوة س ــت. به ش و جامعه داش
ــده اند. اخيراً  آكادميك يا به طور تجربى جهت دهى ش
اهداف اجتماعى تر و شخصى ترى اضافه شده اند، و خيلى 
جديدتر برخى پيوندها با رشد اقتصادى افزوده شده اند. 
پس از اينكه اهداف كلى در نظر گرفته شد ما بايد دربارة 
اينكه چگونه براى موضوعاتى چون رياضيات با توجه به 
يادگيرى، ياددهى، ارزيابى، برنامه درسى و توسعة منابع 

عمل كنيم تصميم بگيريم. 
ــد كه اين  ــراد فكر كنن ــتر اف ــار مى رود بيش انتظ
چالش ها خيلى پيچيده اند. در هر صورت اگر ما، به عنوان 
ــگران، پايه اى را بنا نكنيم، مسائل جارى جامعه  آموزش
ــائل گوناگون زندگى گاهى به شكل  ادامه مى يابد. مس
ــتم هاى اجتماعى  هزينه هاى زندگى، ماليات ها و سيس

ديده مى شود. 
ــؤال ها  ــه وجود دارد با اين س ــة ديگرى ك دغدغ
مطرح مى شود كه چه عناصرى از دانش فرهنگ هاى 
ــاى درس، رياضى در نظر  ــوزان در كلاس ه دانش آم
ــنايى با موضوع ها يا  ــود يا به منظور آش گرفته مى ش
غنى سازى به كار مى رود؟ چگونه مى توان دريافت كه 
ــب  ــتفاده از اين عناصر در تدريس مى تواند مناس اس
ــى از اين فرهنگ ها مى تواند در ايجاد  باشد؟ چه كس

اين تصميم ها يارى رساند؟ 
ــى از دانش آموزان با  ــه مى توان دريافت هاي چگون
توجه به فرهنگ و علائقشان داشت؟ چگونه مى توان 
ــرى افراد اين  ــارة چگونگى يادگي ــى درب دريافت هاي
فرهنگ ها داشت؟ چه كسانى از اين فرهنگ ها ممكن 
ــانند؟ و  ــراى يافتن اين موارد يارى رس ــت ما را ب اس
ــا را در كلاس درس  ــت اين ايده ه چگونه ممكن اس

به كار برد؟
ــى كنونى  ــا كل برنامه درس ــا مى توان اجزا، ي آي
(رياضيات و موضوع هاى ديگر) را آموزش داد به گونه اى 
كه بهتر دانش را تلفيق كند و به دانش آموزان كمك 

كند تا اتصالات بيشترى بسازند؟
بسيارى از ما به رياضيات و فرهنگ علاقه منديم، 
ــا چه قدر با آن فاصله داريم؟ اين اعتقاد وجود دارد  ام

ــد روى جهت  ــات و تصميمات بتوان ــه وقتى اقدام ك
ــته باشد در حال پيشرفت  آموزش رياضى تأثير داش
ــتيم، اما آيا ما براى برخاستن و ادامه دادن آماده  هس

هستيم؟

بخش چهارم: قوم نگارى

ــر و علمى كه  ــت از هن ــارت اس ــگارى عب قوم ن
ــتفاده مى شود  براى توصيف يك گروه يا فرهنگ اس
ــينو20  ــا نظر  آنگروس ــق ب ــن19، 1998). مطاب (فترم
ــراى الگوهاى قابل  ــه ب ــق قوم گرايان (2007)، تحقي
ــگويى در تجربيات زيستة بشر توسط مشاهده و  پيش
شركت دقيق در زندگى هاى افراد تحت مطالعه به كار 
ــت شامل غوطه ور شدن  مى رود. قوم نگارى ممكن اس
ــگ افراد تحت  ــى روز به روز يا فرهن ــق در زندگ محق
مطالعه باشد. قوم نگارى به عنوان يك روش، ويژگى هاى 
ــينو ، 2007). ابتدا، در  معين متمايزى دارد (آنگروس
ــة طبيعى زندگى واقعى افراد جمع آورى  يك مجموع
مى شود. دوم، شخصى است؛ چون محقق هم به عنوان 
مشاهده گر و هم مشاركت كننده در زندگى افراد تحت 
مطالعه وارد مى شود. هم چنين در قوم نگارى، داده ها 
ــازى داده ها در  ــه روش هاى گوناگون براى مثلثى س ب
ــوط جمع آورى مى شود. فرايند  يك دوره زمانى مبس
ــتقرايى كل نگر و تعهدات طولانى مدت نياز است.  اس
ــت؛ چون نتايج و  در نهايت، قوم نگارى، محاوره اى اس
تفسيرها مى تواند از طريق قوم نگارى پيشنهاد شود يا 

توسط افراد تحت مطالعه منعكس شود.  
ــت قبل  فعاليت هايى كلى وجود دارد كه نياز اس
ــپيرا22، 2000).  ــر21 و ش ــود (راپ ــروع انجام ش از ش
ــؤالات تحقيق خود را تعيين  ــت، محقق بايد س نخس
كند. صحبت با ديگران دربارة پروژة تحقيق و مشورت 
با منابع مختلف مى تواند مفيد باشد. دوم، محقق نياز 
ــه چه قدر دربارة موضوع مى داند.  دارد ارزيابى كند ك
ــوم، محقق به افراد آگاه در زمينة مطالعه نياز دارد.  س

در آخر، نياز است كه زمان و منابع ارزيابى شود. 
سينگلتون و استريتز23 (2005) مراحل زير را در 

زمينة تحقيق قوم نگارى معين كرده اند:
ــى ثبت و  ــات: گاه ــت اطلاع ــردآورى و ثب ـ گ
ــوار باشد.  گردآورى داده ها در يك زمان مى تواند دش
ــت ثبت شود  انواع اطلاعاتى كه بايد به عنوان يادداش
ــات را ثبت  ــوان به طور كامل اطلاع ــت؟ اگر نت چيس
ــت  ــه يك دفتر يادداش ــه بايد كرد؟ هميش ــرد، چ ك
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ــى نياز است. گاهى راه حل ديگرى  براى خلاصه نويس
ــد از ترك محل وجود  ــاهده بع جز انتظار و ثبت مش
ندارد. تجهيزاتى مثل ضبط صوت، دوربين و غيره لازم 
ــت. مطابق با نظر سينگلتون و استريتز (2005)،  اس
يادداشت هاى زمينه اى يا دفاتر (حساب هاى) توصيفىِ 
ــك دورة زمانى بايد عناصر  ــاهده، در ي مفصل هر مش

زير را شامل شود:  
ــاس: هدف ثبت دقيق مشاهدات  ـ توصيف احس
روزانه است. هم چنين بايد از تجزيه و تحليل افراد يا 

رخدادها پرهيز شود.
ــده: به اپيزودهاى قبلىِ  ـ اپيزودهاى فراموش ش
ــط به ياد مى آورد،  ــده كه محقق در محي فراموش ش

اشاره دارد.
ـ ايده ها و يادداشت هايى براى استفاده هاى بعدى: 
به جابه جايى سريع و آنى ايده هاى مربوط به تجزيه و 
تحليل داده ها، جمع آورى داده ها، تفكر و تعمق دربارة 
ــت هايى  ــاره دارد. اين ها يادداش ارتباط ها و غيره اش
هستند كه محقق براى خودش مى نويسد، براى مثال، 
ــاهدات آينده، چيزهاى خاص يا  طرح هايى براى مش

افراد خاص براى جست وجوهاى بعدى. 
ــات شخصى: به ثبت اطلاعات با  ـ عقايد و احساس
توجه به واكنش موضوعى نسبت به زمينة مورد مطالعه 
اشاره دارد كه براى اشتباهاتى كه روى مشاهدات محقق 

سايه افكنده راه حل هايى فراهم مى كند.  
ــه همة ايده هاى  ــت هاى متدولوژيك: ب ـ يادداش
ــراى انجام تحقيق  ــوط به روش هاى به كار رفته ب مرب
ــاره دارد، براى مثال، هر مشكلى كه در گردآورى  اش
ــط  ــتباهى كه توس ــه وجود مى آيد، هر اش ــا ب داده ه
ــد يا هر  ــا رخ مى ده ــع آورى داده ه ــاى جم روش ه
تغييرى كه در چگونگى ثبت اطلاعات توسط محقق 

ايجاد مى شود.   
ــگارى از فنون مختلف پژوهش، از  در روش قوم ن
ــاهدة طبيعى و مصاحبه، استفاده مى شود  جمله مش
ــينو معتقد است سه روش  ــيف، 1389). آنگروس (س
ــگارى وجود دارد:  ــع آورى داده ها در قوم ن ــراى جم ب

مشاهده، مصاحبه و تحقيق بايگانى شده (2007).
ـ مشاهده: مشاهده، مشاركتى منحصربه فرد است 
ــاركت محقق در زندگى افراد تحت مطالعه،  كه از مش
ــده است  ــكيل ش در ضمنِ حفظ فاصلة حرفه اى تش
(فترمن، 1998). مطابق با نظر آنگروسينو (2007)، 
ــل درك فعاليت ها و  ــت از عم ــارت اس ــاهده عب مش

ارتباط هاى افراد در زمينة موردنظر.   

ــه، فرايند هدايت يك مكالمه  ـ مصاحبه: مصاحب
براى گردآورى اطلاعات است (آنگروسينو، 2007).

ــه و تحليل مواد  ــيوى: يعنى تجزي ـ تحقيق آرش
موجود كه براى تحقيق، خدمات يا اهداف ادارى و يا 
غير ادارى ديگر ذخيره شده اند (آنگروسينو، 2007). 
ــش مى آيد. چگونه  ــؤال پي در اين بخش، يك س
كيفيت تحقيق قوم نگارانه را كنترل كنيم. سه مسئله 
ــت را در تحقيق  ــه وقتى محقق كيفي ــود دارد ك وج
ــد بايد در نظر  ــا قوم نگارانه كنترل مى كن زمينه اى ي

بگيرد: واكنش پذيرى24، روايى25 و پايايى26. 
ــت  واكنش پذيـرى: واكنش پذيرى درجه اى اس
ــق روى رفتارهاى  ــرد به عنوان محق ــخصيت ف كه ش
ــا مى دانند كه در  ــذارد زيرا آن ه ــران تأثير مى گ ديگ
يك تحقيق شركت دارند و ممكن است به اين منجر 
ــة متفاوتى برخورد  ــود كه تحت اين مطالعه به گون ش
كنند (نيومن27، 2003). محقق ممكن است محبوب 
ــود را با زندگى هاى  ــروع كند، و يا خ يا نفاق افكن ش
ديگران آشنا كند كه ممكن است تأثير واكنش پذيرى 

را كاهش دهد. 
پايايى: پايايى در تحقيقِ زمينه اى، به اين سؤال 
كه آيا محقق مى تواند داده هايى را كه از لحاظ داخلى 
ــع آورى كند؟  ــتند جم ــى ثابت و معتبر هس و خارج
پاسخ مى دهد (نيومن، 2003). وقتى محقق در طول 
ــاى اجتماعى مختلف رفتارهايى را  زمان و در بافت ه
ــتند ثبت مى كند داده ها از لحاظ درونى  كه ثابت هس
ــتند. ثبوت خارجى مى تواند با تشخيص يا  ثابت هس
ــط محقق  ــى مقطعى داده ها با منابع ديگر توس بررس
ــت آيد. تحقيقات قوم نگارانه به آنچه ديگران به  به دس
ــتند بنابراين، اعتبار منابع  آن ها مى گويند متكى هس
ــتفاده براى ارزيابى موردنياز است.  اطلاعاتى مورد اس
ــتراك گذاشته شده مى تواند به صورت  اطلاعات به اش
ــد  ــت، تجاهل، دروغ و از قلم افتادگى باش خبر نادرس
ــى در تحقيق زمينه اى متكى  (نيومن، 2003). پاياي
ــت وجو در  ــؤالات و جس به بينش محقق، آگاهى، س
ــم اندازهاى مختلف  رفتارها و رخدادها از زوايا و چش

است (نيومن، 2003).  
ــه اى، اطمينان  ــى در تحقيقِ زمين روايـى: رواي
ــردآورى و تجزيه و تحليل  ــى محقق براى گ از تواناي
ــا فرهنگ تحت  ــا، بازنمايى زندگى ها ي دقيق داده ه
ــى مى تواند به  ــن، 2003). رواي ــت (نيوم مطالعه اس
روش هاى زير بررسى شود. روايى اكولوژيك درجه اى 
ــط محقق  ــا و توصيف توس ــع آورى داده ه براى جم
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ــاب مى دهد  ــه را بازت ــاى تحت مطالع ــت كه دني اس
ــى يك توصيف كامل  ــن، 2003). تاريخ طبيع (نئوم
ــات، و  ــق، مفروض ــاى محق ــازى فعاليت ه و فاش س
ــر مطالعه پذيرفته  ــت. اگ رويه هايى براى ارزيابى اس
ــرون موضوع معتبر  ــود يا براى ديگران درون يا بي ش
ــى دارد (نيومن،  ــخ طبيعى رواي ــد، از لحاظ تاري باش
ــى روايى اعضاى تحت  2003). هم چنين براى بررس
ــى  مطالعه مى توان ديدگاه هاى آن ها را به دقت بررس
ــن، 2003). به علاوه، بايد عملكرد داخلى  كرد (نيوم
وجود داشته باشد يعنى محقق به عنوان يك غير عضو 
ــراى تعامل مؤثر  ــا فرهنگ تحت مطالعه ب ــروه ي از گ
ــن، 2003). در  ــود (نيوم به عنوان يك عضو  وارد ش
ــى عملى28 و انتقال پذيرى29   نهايت، مطالعه بايد رواي
ــد روايى عملى يعنى درجه بندى نتايج و  ــته باش داش
ــود  جمع بندى هاى مطالعه مربوط به خود مطالعه ش

(آنگروسينو، 2007).  

شيوه هاى تحليل اطلاعات در قوم نگارى
ــا در قوم نگارى  ــير داده ه تجزيه و تحليل و تفس
ــپيرا،  ــرد (راپر و ش ــش قرار گي ــد مورد چال مى توان
ــت بفهميد مواد شما چيست.  2000). ابتدا، نياز اس
ــتنتاج آنچه در  ــت از اس فرايند، فهميدن عبارت اس
ــاز با ايده هايى  ــدا از داده ها مى فهميد به جاى آغ ابت
ــپيرا).  ــا معتقد بوده ايد (راپر و ش ــه از قبل به آن ه ك
ــل داده ها بايد از همان آغاز  هم چنين، تجزيه و تحلي
گردآورى داده ها شروع شود به طورى كه محقق بتواند 
ــف كند و تصميم بگيرد كه  موضوع هاى اضافى را كش
ــتر آن را ادامه دهد يا نه. راپر و  ــى بيش آيا براى بررس
ــپيرا راهبردهايى براى تجزيه و تحليل قوم نگارانه  ش

بيان داشته اند:    
ــون مواد  ــى: چ ــب هاى توصيف ــذارى برچس  كدگ
ــده اند،  ــته ش ــده به صورت كلماتِ نوش گرد آورى ش
ــادار يا  ــات معن ــورت طبق ــدا بايد به ص ــات ابت كلم
ــب هاى توصيفى گروه بندى شوند، سپس براى  برچس
مقايسه سازماندهى و مقابله شوند و الگوها تشخيص 
ــرد فرايند كدگذارى  ــوند. قبل از اينكه يك ف داده ش
را آغاز كند، ممكن است براى دسته بندى دامنه هاى 
ــود كه مى توان به اين وسيله  مبنايى فرمولى يافت ش
ــال به صورت  ــيعى از پديده ها را براى مث ــة وس دامن
تنظيمات، انواع فعاليت، رخدادها، ارتباط ها و ساختار 
ــى، راهبردها، فرايندها،  اجتماعى، ديدگاه هاى عموم

عبارات مهم و تكرار شده دسته بندى كرد.  

ــب كردن  ــا: گام بعدى مرت ــردن الگوه ــب ك  مرت
درون  ــى  توصيف ــب هاى  برچس ــدى  گروه بن ــا  ي
مجموعه هاى كوچكتر است. محقق مى تواند موضوع ها 
ــته بندى ها و ارتباط هاى ممكن بين اطلاعات  را از دس

گسترش دهد.
 تعيين خارج از رده ها: ممكن است موارد، موقعيت ها، 
رخدادها يا تنظيماتى كه نمى تواند با باقى ماندة يافته ها 
برازش شود تشخيص داده شود. اين موارد بايد به عنوان 
گام هاى متفاوتى در فرايند تحقيق كه توسعه يافته در 

ذهن حفظ شود. 
 تعميم  سازه ها و تئورى ها: الگوها يا يافته هاى متصل 
شده به منظور ايجاد حس توانمندى و گردآورى داده هاى 
پيچيده به تئورى هايى مربوط مى شوند. ادبيات موجود 

نيز بررسى مى شود.  
 يادآورى با اظهارات انعكاسى (تفكرى): يادداشت هاى 
ــخص  ــتند كه يك ش ــرد بينش ها يا ايده هايى هس ف
مى تواند درباة داده ها داشته باشد. آن ها در حالى نوشته 
ــوند كه محقق مى داند هر چيزى شفاف سازى يا  مى ش
آزمون بيشتر نياز دارد. هم چنين به محقق براى حفظ 
خط سير اصلى مفروضات، اريبى ها و انتخاب ها در كل 

فرايند تحقيق كمك مى كند.  

پى نوشت ها
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آذر كرميان
كارشناس ارشد آموزش رياضى و دبير رياضى دبيرستان هاى قم

كنترل از ديدگاه 
شونفيلد

چكيده
ــرل از ديدگاه  ــن معرفى مفهوم كنت ــن مقاله ضم در اي
ــناخت، به جايگاه اين مفهوم  ــونفيلد و ارتباط آن با فراش ش
ــه آن از ديدگاه برخى  ــه ب ــرورت توج در كلاس درس و ض
ــگران رياضى مي پردازيم. همچنين روش شونفيلد را،  آموزش
ــتفاده از گروه هاى كوچك براى تدريس به شيوه حل  در اس
ــئله در كلاس درس، مورد بررسى قرار مى دهيم. ضمناً  مس
ــود در كلاس درس را مطرح مي كند و در  ــده روش خ نگارن
پايان با تكيه بر ديدگاه شونفيلد، برخى از آموزشگران رياضى 

و تدريس خود در كلاس درس پيشنهادهايى ارائه مى دهد. 

كليدواژه ها: كنترل، فراشناخت، حل مسئله

مقدمه
- همه را بلد بودم ولى به جواب نرسيد، 

- هر كار كردم به نتيجه اى كه شما خواستيد نرسيدم، 
حل شد ولى براى رسيدن به جواب دو صفحه نوشتم.

اين ها جملاتى است كه معمولاً بعد از هر امتحان يا در 
ــنويم. در بسيارى از  موقع حل تمرين از دانش آموزان مى ش
ــويم دانش آموز همة اطلاعات لازم براى  مواقع متوجه مى ش
ــته و همه را در برگة خود آورده است اما  ــئله را داش حل مس
روش چينش آن ها را نمى دانسته و نهايتاً به جواب نرسيده، و 
يا اينكه از راهى بسيار طولانى كه نيازى به آن نبوده مسئله 
را حل كرده است. بر اين اساس، به دنبال يافتن راه حلي براى 
ــرح و تبيين مفهومى كه شونفيلد آن را  ــكل، به ش اين مش

«كنترل» مى نامد مي پردازيم.
مفهوم كنترل

ــعة حل مسئله در دانش آموزان  شونفيلد با مطالعة توس
ــه او آن را  ــارت آن ها، ك ــاس و مؤثرى در مه ــل حس از عام
«استراتژى كنترل» ناميده است آگاه شد. در تجزيه و تحليلِ 

شونفيلد، استراتژى هاى كنترل با تصميمات اجرايي ارتباط 
دارد، مانند توليد فعاليت هاى متناوب، ارزيابى راه حل، ارزيابى 
آنچه احتمالاً قادر به انجام آن هستيد، بررسى رهيافت هايي 
كه به كار مى بريد، ارزيابى آنچه براى توسعة راه حل مى سازيد، 

و نظاير آن.[1]
ــونفيلد (1985) متأثر از الگوي چهار مرحله اي حل  ش
مسئله پوليا (1945) به بررسي عوامل تأثير گذار بر حل مسئله 
رياضي پرداخت. از ديدگاه او، اين عوامل شامل منابع دانشي، 
رهيافت هاي حل مسئله رياضي، كنترل و نظام باوري مسئله 
ــتند. بررسي نتايج مقدماتي، نقش اين عوامل و  حل كن هس
به خصوص، نقش كنترل را به عنوان يك عامل تعيين كننده، 

بر جسته كرد. 
همان طور كه شونفيلد اشاره مي كند، كنترل به معناي 
انتخاب و به كارگيري منابع و استراتژي هاي مناسبى است كه 
ــئله كمك مي كند. از جمله توانايي هاي كنترلي،  به حل مس

مي توان به موارد زير اشاره كرد:
1. طرح كلي حل مسئله؛ 

2. بازنگري و تصميم گيري؛ 
3. دانش فراشناختي هوشيارانه.

ــئله رياضي،  ــده در زمينه حل مس ــات انجام ش تحقيق
ــان مي دهد كه آگاهي فرد از دانسته هاي خود در زمينه  نش
رياضي و نحوه استفاده از آن ها در موقعيت مناسب، همچنين 
بازبيني فرد از عملكرد خود در ضمن حل مسئله و بعد از آن 
(توانايي هاي فراشناختي)، بر ميزان موفقيت او در حل مسئله  

رياضي تأثير مستقيمي دارد (صمدي، 80- 1379).[3]

ضرورت توجه به مفهوم كنترل
با افزايش توانايي هاي كنترلي، مسئله حل كن مي تواند 
ــائل مشكل را ، با  ــترين منابع خود را به كار گيرد تا مس بيش
ــتري حل كند؛ زيرا در صورت عدم توانايي هاي  كارايي بيش

كنترل از ديدگاه كنترل از ديدگاه 

آذر كرميان
كارشناس ارشد آموزش رياضى و دبير رياضى دبيرستانهاى قم

شونفيلدشونفيلدشونفيلدشونفيلدشونفيلد

از سايت رياضي سرادانلود

www.riazisara.ir
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ــي او به هدر روند يا مورد  ــت منابع دانش كنترلي، ممكن اس
استفاده قرار نگيرند. 

به گفته گويا (1377) نكته مهم در حل مسئله آن است 
ــخص دربارة چگونگى و زمان استفاده از آنچه مي داند  كه ش
ــتفاده نكردن از يك استراتژى حل  تصميم بگيرد. توانايى اس
مسئله پس از آزمايش آن و انتخاب يك استراتژى مناسب تر 
ــيابى موقعيت و تجزيه و تحليل فرايند انجام شده  ديگر، ارزش
ــروع بعدى، لازمة حل مسئله هستند كه همگي از  جهت ش

نوع فراشناخت مى باشند.[4] 
توانايي هاي كنترلي، آن قدر در موفقيت  مسئله حل كن 
ــت كه امكان دارد شخص، در عين حال كه به تمام  مؤثر اس
ــلط دارد، چون توانايي هاي  مفاهيم و روش هاي حل آن  تس
كنترلي را نمي شناسد، در حل مسئله باز هم شكست بخورد 

و به نتيجة مطلوب نرسد (شونفيلد، 1985). 
ــه دانش يا مهارت هايي  گرچه دانش آموزان مى توانند ب
براى تفسير يك مسئله مجهز شوند، اما ناكارا بودن ساختار 
كنترل مى تواند مانع اصلى آن ها در طول تلاش هايي كه براى 
حل مسئله مى كنند باشد. (كارلسون 1999) كارلسون توضيح 
ــى دانش آموزان،  ــع نظر از زمينه غنى دانش مى دهد كه قط
ــان مى دهد كه دانش  ناكارايي تصميمات كنترلى اغلب نش
رياضى آن ها قابل دسترس نيست، و عموماً از استراتژى هاى 
حل مسئله  نمى توانند استفاده كنند. به گفته لين (1994) 
ــناختى درونى، يك يادگيرنده كليدى را براى  فعاليت فراش
موفقيت فراگيرى تحت موقعيت هاى كنترلى يادگيرنده آماده 

مى كند. [2]

روش شونفيلد
ــوزان يادگيرى رياضى، معمولاً به معنى  از نظر دانش آم
ــت.  يادگيرى مجموعه اى از عمليات و روش هاى رياضى اس
ــتراتژى هاى كنترلى و بهبود آن  ــونفيلد براى بررسى اس ش
ــى را ارائه كرد. روش او تدريس براى انجام رياضى است  روش
كه نه فقط شامل به كارگيرى شيوه هاى حل مسئله است بلكه 
شامل استدلال، مديريت مسئله ها و استفاده از رهيافت ها و 

استراتژى كنترل مى باشد. 
تدريس شونفيلد شامل به كارگيرى عناصر مدل سازى، 
آماده سازى، اسلوب بندى، حذف در فعاليت هاى گوناگونِ در 
نظر گرفته شده براى برجسته كردن مفاهيمِ مختلفِ مراحلِ 
شناختى و ساختارِ دانشى لازم براى مهارت است. براى مثال، 
او در معرفى رهيافت هاى جديد، مسائلى را براى مدل سازى  
مطرح مى كند. به عبارت ديگر او فرايند تفكر را نمايش مى دهد 
(رهيافت ها و استراتژى كنترل). روش او حل مسائل ويژه، اما با 
تمركز دانش آموزان بر استفاده و مديريت ويژة رهيافت هاست. 
او از دانش آموزان مى خواهد مسائل كلاسى را با استفاده از 

رهيافت ها حل كنند و خود در طي اين كار به عنوان يك مدير 
عمل كرده، و رهيافت ها و تكنيك هاى حل را از دانش آموزان 
ــتراتژى هاى كنترل  ــه آن ها اس ــد، در ضمن اينك مى خواه
ــازى مى كنند تا بهترين نتيجه را كسب  گوناگون را مدل س
ــيم كار چندين عامل دارد. اولاً، با طرح چند  كنند. اين تقس
ــئله را براى دانش آموزان تغيير  فعاليت متوالى روند حل مس
داده و مسير را برايشان مشخص مى كند.  ثانياً، به طور عمده، 
ــئله را با همان ترتيب در نظر گرفت ولى  او مراحل حل مس
ــتفاده از استراتژى هاى  مركزيت را از كاربرد رهيافت ها به اس

كنترل در مديريت رهيافت ها تغيير داد.[1]
ــوزان را در گروه هاى  ــاتي، دانش آم ــونفيلد، در جلس ش
ــركت داد. در طول جلسات، او  ــئله ش كوچك براى حل مس
همچون يك «مشاور» براى اطمينان يافتن از اينكه گروه ها 
ــان  ــان را دنبال مى كنند، بر كارش ــيوه اى منطقى جري با ش
ــؤال را مي پرسيد:  ــه س ــت. او از آن ها س فعالانه نظارت داش
ــف. چه كارى انجام مى دهيد، ب. چرا اين كار را مى كنيد،  ال
ــما  ــئله به ش ج. اين روش چگونه در موفقيت براى حل مس
ــيدن اين سؤالات به دو صورت به آن ها  كمك مى كند؟ پرس
ــد: اول، دانش آموزان را به  ــيدن به هدف كمك مى كن در رس
بازتاب روى فعاليت هايشان تشويق مى كند، به اين ترتيب كه 
پيشرفت خود ارزيابى عمومى و مهارت هاى تشخيصى آن ها را 
توسعه مى دهد، دوم، آن ها را تشويق مى كند كه به طور روشن 
ــان، همچنان كه در  ــل خود را بيان و از انتخاب خودش دلاي

استراتژى كنترل تمرين كردند، حمايت كنند.[1]
شونفيلد(1983) با استفاده از دلايل متعددى از گروه هاى 
كوچك دفاع مى كند. اول، اين روش فرصتى را در اختيار معلم 
قرار مى دهد تا در هنگامى كه دانش آموزان به طور نيمه مستقل 
حل مسئله را به كار مى گيرند آن ها را هدايت كند؛ او نمى تواند 
به طور مستقيم حل مسئله و تمرين كلاسى آن ها را هدايت 
ــيوه هاى مختلف  كند. دوم، ضرورتاً تصميم گروهى از بين ش
حل، و در بين بحث و استدلال، با انجام مراحل كنترل ناشى 
ــناختى را  ــود. همچنين اين بحث ها مهارت هاى فراش مى ش
ــعه مى دهد. سوم، دانش آموزان در مدرسه فرصت كمى  توس
براى همكارى با هم دارند؛ گروه هاى حل مسئله به آن ها اجازه 
ــئله، همكارى در جهان  ــد كه با همكارى در حل مس مى ده
واقعى را تجربه كنند. چهارم، دانش آموزان اغلب به توانايي هاى 
خودشان اطمينان ندارند، مخصوصاً اگر با مسئله مشكل پيدا 
كنند. مشاهده ديگرِ دانش آموزان تا حدى اين عدم اطمينان 
آن ها را مى كاهد، آن ها  متوجه مى شوند كه اين مشكلات تنها 
ــائل نيست، پس با همكارى با  براى فهم و درك آن ها از مس

ديگران باور نسبت به خودشان را بيشتر مى كنند.[1]
ــى،  ــا (1377) «در چنين روش تدريس ــه گوي ــه گفت ب
مسئله ها را بايد با دقت زيادى انتخاب كرد كه علاوه بر كشش 

توانايي هاي 
كنترلي، آن قدر در 

موفقيت  مسئله حل 
كن مؤثر است كه 

امكان دارد شخص، در 
عين حال كه به تمام 
مفاهيم و روش هاي 

حل آن  تسلط دارد، 
چون توانايي هاي 

كنترلي را نمي شناسد، 
در حل مسئله باز هم 
شكست بخورد و به 
نتيجة مطلوب نرسد
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ــدا كردن ارتباط بين  ــت، به فراگيرندگان فرصت پي و جذابي
ايده ها و مفاهيم رياضى را بدهد تا آن ها بتوانند از يك مفهوم 

به مفهوم ديگرى برسند».[4]

تجربة نگارنده
ــيار محدود)  ــى كه من در كلاس (البته به طور بس روش
ــونفيلد و تحقيق گويا  ــام از الگوى ش ــردم با اله ــتفاده ك اس
ــود، كه به علت  ــئله گروهى ب ــل مس ــورت ح (1377)  به ص
ــاتِ كم بايد تعداد سؤالات زيادى  محدوديت زمانى، در جلس
ــؤالاتى كه به هر گروه اختصاص  ــرح مى كردم؛ پس س را مط
داده مي شد متفاوت بود تا دانش آموزان ضمن ارزيابى گروهى 
سؤالات، نمونه سؤال هاى زيادى را بررسي كنند و پاسخ دهند. 
سؤالات در عين سادگى، ديدگاه گسترده ترى نسبت به بحث 
ــى را  ــخ بود و اجازة بحث و بررس ــت، به عبارتى باز پاس داش
ــه دانش آموزان مي داد و از روش هاى مختلف قابل حل بود.  ب
ــائل توسط دانش آموزان به گروه ها سر زدم  در زمان حل مس
ــاى مختلف به عنوان يكى از  ــن قرار گرفتن در گروه ه و ضم
اعضايشان عملكرد آن ها را تحت نظر داشتم. دانش آموزان در 
ــيار فعال بودند به طورى كه دانش آموزان ضعيف  گروه ها بس
ــان عقب نباشند و  ــتند به هيچ وجه از دوستانش سعى داش
ــركت كنند. به تبع آن، من نيز در چنين  در تمام مراحل ش
شرايطى بهتر مى توانستم علت بد فهمى ها يا ضعف بعضى از 
دانش آموزان را متوجه شوم؛ ضمن اينكه با روش هاى يادگيرى 

و تفكر آن ها آشنا مى شدم.

 پيشنهاد و نتيجه گيرى
ــنهادهايي كه ضمن بررسى كلاس به نظر نگارنده  پيش

رسيد به شرح زير است:
1. لازم است امكان اجراى كلاس هاى حل مسئله گروهى 
در مدارس فراهم شود، حتي در برنامه درسى گنجانده شود 
ــكارى لازم را در اين زمينه با معلمان  ــران مدارس هم و مدي

داشته باشند.
2. چنان كه صمدى (1380) بيان مى كند دانش آموزان 
در حل مسئله به گونه اى برخورد مى نمودند كه گويى مسئله 
ــح دارد و اين نحوه برخورد را به طور  ــا يك راه حل صحي تنه
ضمنى از اطرافيان خود خصوصاً آموزگاران خود كسب كرده 
بودند.[5] استفاده از سؤالاتى كه راه حل هاى متنوع مى طلبد 
ــى آن ها توسط  و امكان طرح آن ها در كلاس و بحث و بررس

دانش آموزان.
3. بهتر است نمونه چنين سؤالاتى در كتاب هاى درسى 
ــود و حتى راه حل بعضى ارائه گردد و از دانش آموزان  درج ش

بخواهيم دربارة آن ها قضاوت كنند. 
ــرح كردن  ــونفيلد مي گويد مط ــه ش ــور ك 4. همان ط

استراتژى هايى كه توسط مسئله حل كن هاى خبره استفاده 
ــط  ــه نمونه هايى از آن ها، كه توس ــردد در كلاس و ارائ مى گ

دانش آموزان حل شود، لازم است.
5. به گفته گويا، بحث همگانى و كار در گروه هاى كوچك 
لازم و ملزوم يكديگرند و كارايى يكى در نبود ديگرى كاهش 
ــوز بخواهيم  ــكان از يك دانش آم ــد[3] در صورت ام مى ياب
ــكارش را بروز دهد، بلند فكر كند، تا دانش آموزان ديگر به  اف

بررسى آن بپردازند.
ــائل نگاه  ــه بچه ها بياموزيم با ديد جامع ترى به مس 6. ب
كنند. براي اين كار بايد از نمونه سؤال هاى جامع ترى استفاده 
كنيم، يعنى سؤالى كه فقط مطلب اخير را در بر نگرفته باشد 

بلكه بعضى مطالب قبلى را نيز در بر بگيرد. 
7. در پايان، چنان كه گويا اشاره مى كند، انعطاف پذيرى و 
قابليت تغيير معلم، لازمه افزايش تأثير اين روش تأثير است. 
از همه مهم تر، تعامل بين معلم و فراگيرندگان از مؤلفه هاى 

اساسى است.[4]
و به گفتة بسَ، زمان آن رسيده است كه استادان رياضى 
ــگران [رياضى] بازبينى كنند.  ــش خود را به عنوان آموزش نق
ــگاهى- كه به طور خاص، دست  ــتادان رياضى دانش هنوز اس
ــرف تدريس كرده اند-  ــم نيمى از عمر حرفه اى خود را ص ك
ــگران[رياضى]، به جز مدل هاى ايفاى نقش  به عنوان آموزش
مربى هايشان، هيچ آماده سازى يا توسعه حرفه اى نديده اند.[6]

ــش به دنبال يادگيرى  ــت معلمان ما بيش از پي لازم اس
ــند و  آموزش هاى  ــتفاده روش هاى نوين آموزشى باش و اس
ــز به آن ها داده  ــب ضمن خدمت و پيش از خدمت ني مناس
ــتفاده از اين آموزش ها در مدارس  شود. همچنين امكان اس

ايجاد گردد.
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مطهره ساماني و سپيده ملائي، دانشجويان رشتة رياضى 

دانشگاه شهيد بهشتي

استاد راهنما: دكتر زهرا گويا

آغاز
مدرسه اى كه براى اين گزارش انتخاب كرديم، يك دبيرستان نمونه دولتى دخترانه واقع در ناحيه 
ــه، بايد در آزمون ورودى ويژه مدارس نمونه پذيرفته  . . . تهران بود. علاقمندانِ ورود به اين مدرس

شوند و در هرسال، تنها صد نفر اول آزمون اجازه ورود به اين مدرسه را مى يابند.
هنگامى كه به مدرسه رسيديم، ساعت 8 صبح بود. از قرار معلوم در آن روز دانش آموزان آزمون 
ــى داشتند. معاون مدرسه به محض رسيدنمان، ضمن استقبال فراوان، از ما خواهش  كنكور آزمايش
ــده بودند. ما هم اين وظيفة خطير را  ــه آزمون برويم، زيرا با كمبود مراقب مواجه ش ــر جلس كرد س
پذيرفتيم و پس از سه ساعت سر پا ايستادن در جلسه، بالاخره به دفتر معلمان راه يافتيم، آن گاه به 

اشاره
به دليل اهميت نقش معلم، برنامه هاى آموزش معلمان از اهميت ويژه اى برخوردار 
اسـت. مجلة رشـد آموزش رياضى در نظر دارد كه اين مهم را به عنوان يكى از وظايف 
اصلى خويش بداند. به همين منظور، ستونى در مجله با عنوان روايت هاى معلمان رياضى 
باز شـده است تا از طريق آن، بتوانيم رابطة نزديك ترى با معلمان رياضى برقرار كنيم. 
اين روايت ها براى محققان و معلمان محقق فرصت ارزنده اى به وجود مى آورد تا به تبيين 
نظريه هاى آموزشى و تدريس كه از دل كلاس درس و عمل معلم مى جوشد، بپردازند. 
آن گاه نظريه ها به عمل درمى آيند و مجدداً عمل به نظريه كشانده مى شود و اين فرآيند 

هم چنان ادامه پيدا مى كند.
از همكاران گرامى انتظار مى رود كه روايت هاى خود را براى ما بفرستند. علم زمانى 
ارزشمند است كه در اختيار عموم قرار گيرد، زيرا كه زكات علم نشر آن است. معلمان 
عزيـز بايد به اهميت تجربه هاى خود واقف شـوند و با پويايى بـه غنى تر كردن آن ها 

بپردازند.

    رشد آموزش رياضى

گزارشـي از يك كلاس درس

از سايت رياضي سرادانلود

www.riazisara.ir
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پيشنهاد خانم مدير، به يك كلاس پايه اول براى تهيه 
گزارش رفتيم.

ــه كلاس رياضى اصلى و  پايه اول، داراى دو جلس
ــود. البته اين  ــه رياضى تكميلى در هفته ب يك جلس
دو كلاس توسـط دو معلم كه مستقل از هم كار 
مي كردند تشكيل مي شد. از آنجا  كه مطالب كلاس 
ــود، آن را براى  ــاب نزديك تر ب ــى به كت ــى اصل رياض

مشاهده انتخاب كرديم.
ــا معلم، وارد  ــام هماهنگى هاى لازم ب پس از انج
ــا را معرفى و  ــديم. فوراً برپا دادند. معلم م كلاس ش
ــة سمت چپ كلاس هدايتمان كرد. جمعيت  به گوش
ــوزان در 3 رديف، روى  ــر بود و دانش آم كلاس 32 نف
ــته بودند. آن طور كه معلم  نيمكت هاى دو نفرى نشس
ــورت بود كه در  ــش به اين ص مي گفت، روش تدريس
ــل پلى كپىِ  ــرى كام ــال تحصيلى، يك س ابتداى س
ــوزان داده بود  ــت نويس خود را به دانش آم جزوه دس
ــخص مى كردند كه در جلسة بعد  و در هر جلسه مش
ــد تدريس كند. بنابراين از  كدام صفحات را مى خواه
دانش آموزان مى خواست تا آن صفحات را پيش خوانى 

و در حد توانشان، تمرين ها و مثال ها را حل كنند.
يكى ديگر از فعاليت هايى كه در اين كلاس انجام 
ــه، يكى  ــروع هر جلس ــد، اين بود كه قبل از ش مى ش
ــداد محدودى از  ــخ تع از دانش آموزان، داوطلبانه پاس
ــط معلم تعيين  ــاى كتاب را كه از قبل توس تمرين ه
ــزى كه بيش از  ــت. چي ــده بود، پاى تخته مى نوش ش
پيش توجه ما را در اين كلاس جلب كرد، مشـاركت 

همگانى دانش آموزان و رقابت زياد ميان آن ها براى 
پاسخ دادن به سؤالات معلم بود.

شروع كلاس
مبحث درس، در جلسه اى كه ما در كلاس حضور 
ــتيم، مجموعه ها بود. ابتدا معلم كلاس را با نام  داش
خدا آغاز كرد، سپس به رفع اشكال سؤال هاى امتحانى 
كه جلسه قبل گرفته بود، پرداخت. او از دانش آموزان 
ــت تا از روى سـؤالاتى كه جواب اشـتباه  خواس
داده اند يا جواب نداده اند، دو بار همراه با پاسـخ 
صحيح بنويسـند. معلم سؤال ها را مى خواند و همة 
دانش آموزان با صداى بلند، پاسخ مي دادند. او به بچه ها 
تأكيد مى كرد كه «مشابه همه سؤالات، قبلاً حل شده 
ــما بايد از راه حل هاى مشابه استفاده مى كرديد.  و ش

در غير اين صورت، بى جهت نمره از دست داده ايد».
سپس اين مسئله امتحان را پاى تخته حل كردند:

  A={1 ،2 ،3،... ،50}مسئله: فرض كنيد مجموعة
باشـد. A چند زيرمجموعـه دارد به طوري كه هر 

يك حداقل يك عدد صحيح زوج داشته باشند؟

ــر واژة حداقـل در  ــه اگ ــح داد ك ــم توضي معل
ــد، بايد اين گونه عمل كنيم:  ــؤالى به كار رفته باش س
ــت نامطلوب-كل حالات = حالت مطلوب» و از  «حال
دانش آموزان خواست كه در صورت متوجه نشدن 
مطلـب حتماً بپرسـند، در غير ايـن صورت در 
ــد ادامه داد كه «پس  امتحـان ضرر مى كنند و بع
در اين سؤال، كل حالات 250 است و حالت نامطلوب 
ــام زيرمجموعه ها، همة  زمانى رخ مى دهد كه در تم
اعضا فرد باشند. يعنى همه زيرمجموعه هاى مجموعه 
ــت. حال داريم  {49، ...، 5، 3، 1} كه برابر با 225 اس
«225-250= حالت مطلوب» و تأكيد كرد كه «از روى 

تابلو كپى نكنيد و سؤالات خود را الآن بپرسيد!»
ــت دوباره  ــوزان از معلم خواس ــى از دانش آم يك
توضيح دهد و او پس از توضيح مجدد، پرسيد«همه 

فهميدند؟» و همه با صداى بلند گفتند«بــــله!».
معلم گفت «اين سؤالى بود كه بى جهت، 2 نمره 

را از دست داده ايد!»
ــته بودند  ــان، نوش ــم در امتح ــر ه ــى ديگ بعض

ــفه  ــت! فلاس ــتباه اس  . معلم گفت «اش
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اشتباه نوشتند!» و همه دانش آموزان خنديدند! وى با 
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ديدن خنده آن ها گفت: «نخنديد! چشم ها را باز كنيد 
ــئله را ببينيد!» و بالاخره، آخرين مسئله  و صورت مس

كه از آن امتحان حل كردند، اين بود:
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اگـر  مسـئله: 
 را داشته باشيم، متمم A را با 
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علائم رياضى مشخص كنيد.

ــه «A و M را با  ــوزان گفت ك ــم به دانش آم معل
ــكل بكشيد تا  ــخص كنيد. سپس ش ــان مش اعضايش
اشتباه نكنيد» و با حل اين مسئله، رفع اشكال سؤالات 

امتحانى تمام شد.
ــخ دو تمرين كتاب،  ــپس، معلم به بررسى پاس س
ــروع كلاس روى  ــا كه قبل از ش ــش مجموعه ه از بخ
تخته نوشته شده بود، پرداخت. بعضى از دانش آموزان 
ــتباه  ــئله اش ــد گفتند كه «صورت مس ــا صداى بلن ب
ــت!» و معلم خطاب به آن ها گفت «كى مى خواين  اس
ــت شين»! و بعد شروع به نوشتن صورت درست  درس
تمرين، همراه با جواب نمود و دانش آموزان هم، كم و 
ــش، وى را همراهى مى كردند. در حل تمرين دوم،  بي
ــت بود، اما معلم از آن ها خواست راه حل  جواب درس
هوشمندانه اى ارائه دهند. بعد از كمى همهمه، يك 
نفر ايده داد كه «از راه دمورگان حل كنيم». معلم هم 

ــمندانه بود. البته اگر از راه  گفت «آفرين! بسيار هوش
قبلى هم بنويسيد، نمره مى گيريد».

ادامه درس
 AUB معلم درس را اين گونه ادامه داد كه: تعريف
ــند و تأكيد  چه بود؟ xهايى كه عضو A يا عضو B باش
كرد كه به لفظ «يا» دقت كنند. سپس از دانش آموزان 
پرسيد كه A∩B چه بود؟ پاسخ دادند: «xهايى كه هم 

عضو A و هم عضو B باشند».
 A پرداخت.گفت عضوهايى از A-B بعد به تعريف
كه در B نباشند. از آن ها پرسيد كه B-A چه مى شود؟ 
ــه «در تفاضل  ــم افزود ك ــخ را گفتند. معل ــه پاس هم
ــت. يعنى  مجموعه ها نيز، مانند اعداد، ترتيب مهم اس
ــت، B-A≠A-B است».  همان طور كه 7-5≠5-7 اس
ــى تفاضل را  ــپس براى دانش آموزان تعريف رياض س
نوشت و از آن ها خواست كه به نمودارهاى ون داخل 

پلى كپى خود نگاه كنند.
 A ــوزان از نمودار دريافتند كه آن تكه از  دانش آم
ــت. آن گاه  كه به B تعلق ندارد، همان تعريف A-B اس
معلم از آن ها خواست كه B-A را در شكل هاشور بزنند. 
بعد به سراغ تك تك دانش آموزان رفت تا شكل هايشان را 
بررسى كند. آن ها كمى در B-A= Ø اشكال داشتند كه 
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 A معلم توضيح داد اشكالشان كجاست و پرسيد «اگر
زيرمجموعه B باشد، A-B چه مى شود»؟ دانش آموزان 
ــخ دادند «تهى». معلم افزود «اگر يك مجموعه از  پاس
ديگرى كوچك تر باشد، هميشه اشتراكشان، مجموعة 
ــود» و از دانش آموزان خواست اين  كوچكتر مى ش
نكتـه را 20 بـار تكرار كنند و 40 بار بنويسـند 

(البته به شوخى) و سؤال كرد:
چه رابطه اى بين B-A و A-B است؟ 

يك دانش آموز: برعكسِ هم هستند!؟  
معلم: نه! اشتباه است. 

دانش آموز ديگر: متمم هم هستند؟ 
معلم: باز هم اشتباه است!

يك نفر ديگر: اشتراكشان تهى است!
معلم: چرا؟ 

همان نفر: سكوت! (او دليل را نمى دانست!)
ــته ايم، از  ــترك را برداش ــمت مش معلم: از A قس
ــتراكى بين آن ها نمى ماند.  B نيز همين طور. پس اش

بنابراين اشتراكشان تهى است.
معلم از دانش آموزان خواسـت اين جمله را 
دائـم با خود تكرار كنند كه «ويروس اشـتراك، 

تهى است»! سپس دو نفر را پاى تخته آورد تا تمرين 
1 و 2 را حل كنند (از پلى كپى پيوست) كه آن ها نيز 
ــتى حل كردند و بعد از آن قضيه 1 را اثبات  به درس

كردند. 
قبل از اثبات، معلم از دانش آموزان پرسيد كه آن 
ــخ  ــى اثبات كنيم؟ آن ها يك صدا پاس را به چه روش

دادند «عضو گيرى!» و قضيه به آسانى اثبات شد!
ــراغ خواص تفاضل رفت و از  ــپس معلم به س س
دانش آموزان خواست كه يك به يك، پاى تخته بيايند و 
خواص را اثبات كنند. براى اثبات خاصيت (ب)، معلم 
ــبت به بقيه ضعيف تر  يكى از دانش آموزانى را كه نس
ــه آورد. دانش آموز در  ــان) پاى تخت بود (به گفته ايش
ــكل برخورد. معلم از او خواست دقيق به  اثبات به مش
ــد، اما باز هم نتوانست.  ــؤال نگاه كند و شكل بكش س
معلـم سـر او داد زد كه «تا شـب هم كه شـده 

مى ايستى تا اين مسئله را حل كنى!». 
دست آخر، دانش آموز با راهنمايى همكلاسى هايش 
ــئله را حل كند. معلم گفت «خب اين  موفق شد مس
كارى داشت؟!!» ( با لحنى كنايه آميز كه دانش آموزان 

با خنده و شوخى، به آن خاتمه دادند.)
ــت، اين  ــيار بر آن تأكيد داش چيزى كه معلم بس
بود كه دانش آموزان موقع اثبات، روى مساوى ها 
يا فلش ها بنويسـند كه از چه قضيه يا خاصيتى 

استفاده كرده اند.
ــراي تكليف منزل، به آن ها گفت كه پلى كپى  او ب
ــود و كلاس ديگر را حل كنند و از روى قضيه ها و  خ

تمرين ها، دو بار بنويسند.

پايان مشاهده
ــتيم،  طى صحبتى كه بعد از كلاس با معلم داش
ــطح كتاب بسيار پايين است.  وي اشاره كرد كه «س
ــش مطالب  ــاى جديد، كاه ــوص در تأليف ه به خص
ــم مى خورد. اگر سطح كنكور اين قدر  بيشتر به چش
ــتفاده مى كرديم، اما با اين  پايين بود، ما از كتاب اس

وضعيت، نمى توانيم به كتاب اكتفا كنيم».
ــتفاده  ــى اس ــه او در تدريس، از كتاب درس البت
ــدودى از تمرين ها،  ــرد، و تنها براى تعداد مح نمى ك
ــؤال ما اين بود  ــوع مى نمود. آخرين س به كتاب رج
ــتيد؟»  كه «آيا به دنبال روش هاى بهتر تدريس هس
ــه به اين موضوع فكر  ــخ اين بود كه «هر لحظ و پاس
ــيار  ــر و كارآمدتر، بس ــاى بهت ــم و از روش ه مى كن

استقبال خواهم كرد».
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مترجم: محمدحسام قاسمى
كارشناس ارشد رياضى و دبير رياضى شهرستان شهريار

فعاليت هدف دار
 و بستر معنا دار 
 دو مفهـوم كليـدى رياضـى دورة ابتدايـى

كليدواژه ها: كمترموفق (ضعيف)، بازى به عنوان يك بستر براى يادگيرى رياضى، حل مسئله، 
ــواد عددى، بستر معنى دار، فعاليت  ــترى براى س ــتفاده و به كارگيرى رياضى، خانه به عنوان بس اس

هدف دار

معرفى مفهوم
ــدف دار»1 در رياضيات دورة  منظور از «فعاليت  هاى ه
ــته از فعاليت هايى است كه از نگاه معلم و  ابتدايى، آن دس
ــد و دانش آموز هدف مند بودن  دانش آموز داراى هدف باش
آن را به خوبى حس كند. اين فعاليت ها بايد براى به تحرك 
واداشتن دانش آموزان و درگير كردن آن ها با خود به اندازة 
ــوند كه تعهد و  ــند و به گونه اى طراحى ش ــى غنى باش كاف
ــزام لازم را در دانش آموزان، براى انجام و تكميل آن ها،  الت

به وجود آورند.

بحث و توضيح
معلمان دورة ابتدايى، از انتخاب يا اجراى يك فعاليت 
در كلاس رياضى خود، اهداف خاصى چون توسعة يادگيرى، 
ــنجش يادگيرى و رشد و توسعة انواع  تقويت يادگيرى، س
ــى را دنبال مى كنند. آن ها بايد اين  مختلف تفكر در رياض
ــان گذارند تا آن ها نيز  ــداف را با دانش آموزان نيز در مي اه
بدانند كه واقعاً با چه منظور و هدفى از آن ها خواسته شده 

است كه فعاليت ها را انجام دهند.
ــت مى تواند،  ــدف در انجام يك فعالي ــن بودن ه روش
ــر دانش آموزان و  ــدف، هم يارى گ ــت يابى به آن ه در دس
ــى از معلمان در  ــد. برخ ــهيل كنندة كار معلم باش هم تس

ــة رياضى براى  ــت يا يك تجرب ــگام طراحى يك فعالي هن
ــى مى كنند  ــب آن را بررس ــة جوان ــان، هم دانش آموزانش
ــوزان اين فعاليت   ــوند كه از ديدگاه دانش آم تا مطمئن ش

بى ارزش نيست و هدفمندى آن را درك مى كنند.
ــش آينلى و پرات2 (2002) بيان  بيش از يك دهه پي
ــازگرايى در حال  كردند كه نگاهى نو به رويكرد ساخت و س
ــت (براى مثال، هارل و پيپرت3، 1991) و  شكل گيرى اس
ــت وجوى نظامى معتبر در  ــى از تحقيقات نيز در جس برخ
ــال، نانز و همكاران،  ــتند (براى مث يادگيرى رياضيات هس
ــليمن4، 1995) و در همة اين تحقيقات، اجزاى  1993؛ ش
حياتى در تدريس رياضى، مثل چالش و ارتباط، به هدفمند 
بودن فعاليت هاى يادگيرندگان وابسته شده است. برخى از 
ــن محققان عبارتند از «هدفمندى براى  جمله هاى مهم اي
ــزاى كليدى  ــط كلاس درس را از اج ــده در محي يادگيرن
ــم» و «[كار هدف دار  ــى مى داني ــى كارهاى آموزش طراح
ــده يك خروجى  ــت از] آنچه كه براى يادگيرن ــارت اس عب
ــى] يك محصول  ــد، چه [آن خروج ــته باش معنى دار داش
ــا راه حلى براى يك  ــد چه محصولى مجازى، ي واقعى باش

مسئلة جذاب» (آينلى و پرات، 2002: 20).
ــاى يادگيرى معمولى  ــر5 (1991)، تفاوت ه ليو و ونگ
ــى قرار  در كلاس و «يادگيرى در موقعيت6» را مورد بررس

از سايت رياضي سرادانلود
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ــت  داده اند. منظور آن ها از «يادگيرى در موقعيت» اين اس
ــه به جاى آنكه در محيط كلاس درس به صورت خيالى و  ك
مجازى در مورد يك واقعيت تدريس شود، يادگيرى دقيقاً 
در فضاى همان موقعيت و به صورت واقعى و در حين لمس 
ــر در تحقيقات خود،  ــاق بيفتد. ليو و ونگ ــت اتف آن موقعي
ــغل مختلف از جمله مامايى، خياطى و  پنج موقعيت يا ش
قصابى را به منظور تحليل اين نوع يادگيرى انتخاب كردند. 
آن ها مشاهده كردند كه در همة موقعيت  هاى مورد مطالعه، 
يادگيرندگان به تدريج دانش و مهارت كسب كرده و از يك 
ــوند.  مبتدى و نوآموز به يك خبره در آن كار تبديل مى ش
ــات روزمره اى  متمركز  ــتر بر روى رياضي مطالعة آن ها بيش
ــاغل مورد استفاده قرار مى گرفت. آن ها  بود كه در اين مش
ــدند كه نوآموزان، برخى از محاسبات و مفاهيم  متوجه ش
ــختى مى توانستند  رياضى را كه قبلاً در كلاس درس به س
بفهمند، اكنون به راحتى مى فهمند. تفاوت اصلى يادگيرى 
در كلاس و يادگيرى در موقعيت (در اين مورد كارآموزى) 
ــى در كلاس، در  ــلاف يادگيرى معمول ــت كه برخ آن اس
يادگيرى موقعيتى، محصول خروجى دقيقاً همان رياضياتى 
ــت كه مردم در زندگى واقعى خود با آن سروكار دارند  اس
ــه كار مى گيرند. يادگيرى در موقعيت به اين دليل  و آن را ب
ــت و در حين آن، يك  ــت كه هدف دار اس حائز اهميت اس
هدف مشخص و واقعى براى يادگيرى وجود دارد. علاوه بر 
ــتباه و  آن در اين نوع يادگيرى، فرصت هايى براى بروز اش
تصحيح آن به وجود مى آيد كه كمتر در بستر كلاس درس 

شاهد آن هستيم.
ــتانى، تنها  ــيارى از دانش آموزان دبس ــايد براى بس ش
ــان، هدف و  خوش رويى، مهربانى و تدريس جذاب معلمش
عاملى كافى براى تحرّك و پويايى و انجام بهتر فعاليت هاى 
ــد. براى برخى ديگر از دانش آموزان، كنجكاوى  رياضى باش
و تمايل طبيعى و ذاتى آن ها براى فهميدن و كشف الگوها 
و روابط، يك هدف و انگيزه براى تحرك آن ها در رياضيات 
ــائل و  ــت كه در تحقيق ها، مس ــت و اين موضوعى اس اس
ــترى دارد. با وجود اين،  معماهاى جذاب رياضى نمودِ بيش
ــى در رياضى  ــوزان، وقتى با كار يا فعاليت ــة دانش آم قاطب
ــى ارتباط بين آن فعاليت و  ــد، به دنبال يافتن نوع درگيرن
زندگى شان هستند، يعنى به طور خلاصه، به دنبال هدف از 

انجام آن فعاليت هستند.
ــوع ارتباط  ــه چهار ن ــلاك (1991: 88- 184) ب هاي
رياضى اشاره مى كند كه مى توانند دلايلى براى هدفمندى 
ــى مى  توانند  ــند و معلمان رياض ــاى رياضى باش فعاليت ه
فعاليت هاى خود را به استناد يكى از اين ارتباطات طراحى 
ــازى  و اجرا كنند. اولين نوع ارتباط، كه اتفاقاً در هدفمندس
و ايجاد انگيزه براى دانش آموزان داراى كمترين تأثير است، 
«ارتباط بلندمدت»7 نام دارد. در اين نوع ارتباط، معلم يك 

فعاليت را فقط به دليل پيش نياز بودن آن و نه براى نيازهاى 
ــراى نيازهايى كه در آينده و در دوره اى  كوتاه مدت، بلكه ب
ــاس  ــطه و يا محيط  كار احس ــدت مانند دورة متوس بلندم
ــود طراحى و اجرا مى كند. نوع ديگر ارتباط «ارتباط  مى ش
ــائلى از  نيابتى»8 نام دارد كه در آن، معلم، فعاليت ها و مس
زندگى واقعى را در اختيار دانش آموزان قرار مى دهد؛ اما با 
اين ويژگى كه اين مسائل در حقيقت مسئلة ديگران هستند 
تا مسئلة دانش آموز! به اين صورت كه گرچه اين مسائل به 
موقعيت ها و مشاغلى واقعى پرداخته اند اما دانش آموز با آن 
موقعيت ها احساس بيگانگى مى كند و بايد به نيابت از افراد 
عنوان شده درون مسائل، آن ها را حل كند كه اين خود تا 
حدودى مى تواند باعث كاهش انگيزه و هدفمندى اين نوع 
ــود. هدف سوم از طراحى يك  فعاليت  براى دانش آموزان ش
فعاليت، «ارتباط مصنوعى»9 است. در اين نوع ارتباط، گاهى 
معلم به ناچار احتياج دارد كه به منظور جلب توجه و ايجاد 
ــبت به يك موضوع رياضى، فوراً  انگيزه در دانش آموزان نس
از طرف خود يك ارتباط يا هدف ساختگى مصنوعى طرح 
ــد دائماً از زمينه هايى  و عنوان كند. مانند اينكه مجبور باش
كه بچه ها به آن ها علاقه مندند مثل بازى فوتبال يا جدول 
ــت حتى همخوانى  ــاى تلويزيون و... كه ممكن اس برنامه ه
ــته باشد، فعاليتى طرح  چندانى با آن موضوع رياضى نداش
كند تا شايد به طور موقت بتواند در آن ها انگيزه ايجاد كرده 
ــدف دار جلوه دهد. البته مصنوعى بودن  و آن موضوع را ه
ــئله هاى اصيلى  ــود كه آن ها مس ــن مثال ها باعث مى ش اي
ــرد مى شوند. به  ــند و لذا كم كم برخى از بچه ها دلس نباش
گفتة آينلى و همكارانش (2005)، شواهد زيادى در دست 
ــت كه نشان مى دهد برخى از فعاليت هاى طراحى شده  اس
بر بستر دنياى واقعى در رسيدن به مقاصدشان با شكست 
ــوز از هدف مندى كمى  ــوند و از ديد دانش آم روبه رو مى ش
ــاط را «ارتباط  ــلاك، چهارمين نوع ارتب ــد. هاي برخوردارن
ــطه و اصيل»10 مى نامد كه از مهم ترين ابزارها براى  بى واس
به حداكثر رساندن هدفمندى فعاليت هاى رياضى به شمار 
ــورد دانش آموزان ضعيف و كمتر  مى رود، به خصوص در م
ــته مى شود  موفق. در اين نوع رابطه، از دانش آموزان خواس
ــد كه خود  ــت يابن ــك رياضى، به نتايجى دس ــه به كم ك
مى توانند همان لحظه آن را ديده و لمس كنند و از نزديك 
ــازند. او از اين نوع  با محصولات آن فعاليت ارتباط برقرار س
ــتفاده از رياضيات براى اتفاق افتادن  ارتباط، با عنوان «اس
چيزها»11 نيز نام مى  برد و به ذكر مثال هايى مى پردازد كه 
ــا، دانش آموزان در هنگام مواجهه با فعاليت هايى از  در آن ه
اين نوع (ارتباط بى واسطه و اصيل)، داراى بهترين عملكرد 

بوده اند.
ــه پژوهش بر روى  ــى و پرات (2002: 3- 22) ب آينل
تفاوت عملكرد دانش آموزان در فعاليت هاى مبتنى بر رايانه 
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ــانه اى) با فعاليت هاى  ــته هاى كمك آموزشى چندرس (بس
معمول كلاسى كه از جانب معلمان طراحى و اجرا مى شوند 
ــه دانش آموزان در  ــيده اند ك ــه و به اين نتيجه رس پرداخت
فعاليت هاى رايانه اى عملكرد بهترى دارند. آن ها سه دليل 
ــه اين نوع  ــوان مى كنند. اول اينك ــراى اين نتيجه عن را ب
فعاليت ها [مبتنى بر رايانه] داراى خروجى مشخص و آشكار 
براى دانش آموزان است. دوم اينكه مى توان به كمك آن  ها، 
براى ديگر بچه ها نيز چيزهايى ساخت، و دليل سوم نيز آن 
است كه اين نوع فعاليت ها، فرصت هايى براى تصميم گيرى 

معنى دار در اختيار دانش آموزان قرار مى دهند.
ــر روى  ــگام كار ب ــلاك (1991: 70- 67) در هن هاي
ــترهاى معنى دار»12  موضوع «فعاليت هاى هدف دار در بس
ــتن دانش آموزان  به عنوان عاملى مهم در به تحريك واداش
ــه مى تواند  ــته كار هدفمند را ك ــش دس ــق، ش كمترموف
ــتفاده از رياضى درگير خود  ــوزان را در هنگام اس دانش آم
ــازد و آن ها را با خود همراه كند، پيشنهاد مى كند، اين  س

شش دسته عبارت اند از:
 حل يك مسئلة واقعى13

 برنامه ريزى يك رويداد14
 طراحى كردن و ساختن15

 شبيه سازى رايانه اى16
 نقش - بازى17

 بازى ها و مسابقات18
البته دسته هاى فوق براى هدفمند ساختن و پوياسازى 
ــان  فعاليت هاى دانش آموزان در همة پايه ها به صورت يكس
مناسب نيستند. مثلاً دانش آموزان بزرگ تر ترسى از انجام 
ــه دانش آموزان كوچك تر  نقش-  بازى ها ندارند در حالى ك
ــاى اجتماعى در  ــدازة كافى با مهارت ه ــت به ان ممكن اس
ــنايى نداشته  اجراى بازى ها در قالب گروه هاى كوچك آش
ــود.  ــند و لذا اين بازى ها آن طور كه بايد مفيد واقع نش باش
ــوزان دورة ابتدايى، صرف نظر از اينكه در  اما همة دانش آم
ــتند، مى توانند از طريق  ــه پايه اى در حال تحصيل هس چ
سه دستة اول از فعاليت هاى عنوان شده برانگيخته شوند. 
ــه  ــى ب ــن توصيه هاي ــلاك  (1991: 9- 188) همچني هاي
معلمان دارد كه بايد معلمان، در حين طراحى يك فعاليت، 
ــطح  ــترين س به آن ها توجه كنند تا آن فعاليت داراى بيش
ــهم را در پيشرفت  ــد و بتواند بيشترين س هدفمندى باش
رياضى دانش آموزان داشته باشد. نكات مورد توجه هايلاك 

عبارتند از:
ــوزان مى توانند  ــه در آن ها دانش آم ــى را ك  موقعيت هاي
ــان فعاليت كنند  ــئلة خودش ــور واقعى براى حل مس به ط

شناسايى كنيد؛
 به آن ها ياد بدهيد مسئوليت طراحى و انجام يك كار را 

خودشان به عهده بگيرند؛

 به آن ها كمك كنيد تا بتوانند، با ديد باز، مراحل استفاده 
از مهارت هاى رياضى را كه در اختيار دارند براى رسيدن به 

هدف موردنظر پايش كنند؛
 فرصت هايى را تحت قالب فعاليت هاى بى واسطه و اصيل 
ــط خود دانش آموزان،  ــب مهارت هاى جديد توس براى كس

برايشان فراهم كنيد؛
ــك فعاليت رياضى حتماً  ــن كنيد كه در پايان ي  تضمي

چيزى عينى براى آن ها اتفاق مى افتد؛
ــطه و اصيل بين   ضمن محصور قرار دادن ارتباط بى واس
ــك فعاليت، با  ــود حاصل از آن در ي ــى و هدف و س رياض
ــورد رياضياتى كه براى  ــور صريح در م ــوزان به ط دانش آم

رسيدن به محصول استفاده شده است بحث كنيد.

مثال هاى عملى
در ادامه براى سه دستة  اول از فعاليت هايى كه هايلاك 
به آن ها اشاره كرد نمونه اى عملى ارائه مى كنيم. اين مثال ها 
داراى سطح بالايى از هدفمندى هستند و موجب به وجود 
ــوند.  ــئوليت در دانش آموزان مى ش آمدن حس تعهد و مس
همچنين اين فعاليت ها مى توانند دامنة وسيعى از دانش و 

مهارت هاى رياضى را در بر گيرند.

حل يك مسئلة واقعى
ــنى 10 و  ــوان در يك كلاس معمولى از گروه س مى  ت
11 ساله، دربارة چگونگى تغيير چيدمان وسايل كلاس يك 
ــئلة واقعى طراحى كرد. مثلاً مى توانيم از دانش آموزان  مس
ــكل  ــم در مورد اينكه چگونه مى توان به بهترين ش بخواهي
ــر داد تصميم گيرى كنند تا  ــايل محيط كلاس را تغيي وس
ــاى گوناگونى  ــتر فعاليت ه ــراى انجام بيش ــرايط لازم ب ش
ــود. اين  ــم قصد دارد در كلاس انجام دهد مهيا ش كه معل
ــتفاده از چهار  ــروژه، دانش آموزان را با كارهايى چون، اس پ
ــاب ها،  ــتفاده از ماشين حس ــبات، اس عمل اصلى در محاس
اندازه گيرى طول، طراحى در مقياس هاى متفاوت، مفهوم 
ــى، درصدها،  ــى مفاهيم فضاي ــاحت و برخ ــط و مس محي
ــازماندهى، نمايش هندسى  عامل ها، گردآورى داده ها و س

و تفسير آن ها درگير مى كند.

طراحى يك رويداد
مى توان از تعدادى دانش آموز ضعيف و كمترموفق 8 تا 
9 ساله خواست كه مسئوليت طراحى، برنامه ريزى و اجراى 
ــائل مربوط به آن را  ــابقات فوتبال مدرسه و همة مس مس
قبول كنند. آن ها بايد به كمك معلم خود سعى كنند همة 
ــايى و آن ها را در  ــه شناس جزئيات اين رويداد را در مدرس
طراحى برنامة مسابقات لحاظ كنند. اين پروژه نيز مباحثى 
ــل جمع، تفريق و ضرب،  ــتفاده و به كارگيرى عم مانند اس

تفاوت اصلى يادگيرى 
در كلاس و يادگيرى در 

موقعيت (در اين مورد 
كارآموزى) آن است 
كه برخلاف يادگيرى 

معمولى در كلاس، در 
يادگيرى موقعيتى، 

محصول خروجى دقيقاً 
همان رياضياتى است كه 

مردم در زندگى واقعى 
خود با آن سروكار دارند 
و آن را به كار مى گيرند. 
يادگيرى در موقعيت به 

اين دليل حائز اهميت 
است كه هدف دار است 

و در حين آن، يك هدف 
مشخص و واقعى براى 

يادگيرى وجود دارد
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برنامه ريزى زمانى، جدول بندى، مهارت هاى فضايى، مرتب 
كردن رويدادها و ثبت آن ها، خريد، كار با نسبت هاى ساده، 
اندازه گيرى حجم مايعات، محاسبات مالى و كنترل بودجه 

را شامل مى شود.

طراحى كردن و ساختن
ــاله مهارت  ــوزان 9 تا 10 س ــه دانش آم ــت ب قرار اس
ــانتى متر و ميلى متر را آموزش  اندازه گيرى طول با واحد س
ــاخت يك  ــوع فعاليت موردنظر، طراحى و س دهيم. موض
ــين حساب يكسان  ــته بندى 30 عدد ماش جعبه براى بس
ــت. قبل از شروع كار، دانش آموزان متعهد مى شوند كه  اس
ــن جعبه را براى اين كار به معلم تحويل دهند. آن ها  بهتري
ــن انجام اين فعاليت با برخى از مفاهيم مهم رياضى  در حي
سروكار دارند كه مهم  تر از اين مفاهيم، تعهد آن ها به ارائة 
ــت. اين  ــن و هدف دار بودن اين فعاليت اس كار به نحو احس
ــرى دقيق در حد  ــى چون: اندازه گي ــامل مفاهيم پروژه ش
ــانتى متر و ميلى متر، استفاده از مكعب ها و مفهوم زاوية  س
قائمه، برخى مفاهيم فضايى خاص، محيط، مساحت، حجم، 
ــن زدن و تأثير خطاى اندازه گيرى بر محصول نهايى  تخمي

را در بر مى گيرد.

مطالعة بيشتر
ــة مثال هايى  ــى و ارائ ــعى در معرف ــر (2005) س تاك
ــال  ــن و س ــش-  بازى ها دارد كه براى كودكان كم س از نق
ــت و فرصت هايى را نيز براى يادگيرى  ــب اس بسيار مناس
ــدف دار براى  ــكلى ه ــه كارگيرى مفاهيم رياضى به ش و ب
ــت عنوان  ــته اى تح ــاد مى كند. همچنين نوش ــا ايج آن ه
ــترهاى معنى دار» از هايلاك  «فعاليت هاى هدف دار در بس
ــده در اين بخش  ــع اصلى به كار گرفته ش (1991)، از مناب
ــتاى «يادگيرى در موقعيت»،  ــت. ليو (1988)، در راس اس
رياضى فراگرفته شده در مدرسه را با رياضى فراگرفته شده 
در محل كار مقايسه مى كند. اتكينسون19(1992) مجموعة 
ــل و مفيدى از فعاليت هاى هدف دار براى دانش آموزان  كام

پايه هاى پايين تر دورة ابتدايى را جمع  آورى كرده است.

بستر معنا دار 
معرفى مفهوم

ــاى روزمرة  ــته از تجربه ه ــتر معنا دار20 به آن دس بس
ــا زمينه هايى از  ــود كه در آن ه ــوزان گفته مى ش دانش آم
ــات وجود دارد و يا مى توان رياضى را با آن ها عجين  رياضي
ــا محتواى  ــتر ي ــكيل يك بس ــاخت. چنين تجاربى تش س
معنا دار براى رياضى مى دهند كه به توسعه و كاربرد رياضى 
دانش آموزان در كارهاى چالش برانگيز كمك مى كند. بستر 

ــازى از مفاهيم رياضى و هم براى  معنا دار هم براى معناس
درگير كردن فعالانة دانش آموزان با موقعيت هاى واقعى از 
ــيار مفيد است. معيارهاى اصلى كه بايد رعايت  رياضى بس
شوند تا يك بستر، براى دانش آموزان، بسترى معنادار باشد 
ــند كه چنين كارى  ــت كه دانش آموزان توجيه باش آن اس
واقعاً براى چيست. دانش آموزان وقتى با يك مسئله روبه رو 
مى شوند بايد بتوانند به راحتى راه حل آن را شناسايى كنند؛ 
ــوند و قدر  بدانند كه چه هنگام با يك چالش روبه رو مى ش
معيار هاى مهمى را كه با بستر معنى دار در ارتباط اند بدانند.

توضيح و بحث
ــوزان خود در  ــه بتوانند به دانش آم ــان براى آنك معلم
ــد، بايد به جاى آنكه  ــا دار رياضى كمك كنن يادگيرى معن
ــى وار در قالب روش ها و  ــترش يادگيرى طوط به دنبال گس
ــوم باشند، بيشتر به دنبال درك تجربه هاى  قاعده هاى مرس
مختلف دانش آموزان در اثر ارتباط با آن ها باشند تا بتوانند 
ــترهاى  ــترى را براى تعبية رياضى در بس فرصت هاى بيش

معنا دار فراهم كنند.
بسترهاى معنا دار به اين دليل كه باعث ارتقا و افزايش 
ــوند، در توسعة آموزش و كاربردى  يادگيرى معنا دار مى ش
ــتند. در اين  ــش و مهارت هاى رياضى مهم هس كردن دان
ــاختارى كه در برنامه هاى تدريس مبتنى  زمينه، همان س
ــتراتژى ملى سواد عددى (1999b, DFEE) مدنظر  بر اس
ــده  ــروزه در چارچوب ملى بازبينى ش ــرار مى گرفت، ام ق
ــت. براى  ــرار و تداوم يافته اس ــز تك (2006a, DFES) ني
ــائل و مهارت هاى عددىِ  ــت كه بايد مس مثال، اين سياس
ــعه يابند از  ــى واقعى21» توس ــب با «زندگ انتزاعى متناس
ــت. اين چنين سياست هايى موجب  جملة اين سياست هاس
ــته ايده هايى در اذهان معلمان مدارس  شده اند كه ناخواس
ــه بايد همة  رياضى  ــود؛ مثلاً اين ايده ك ابتدايى تقويت ش
ــاط با زندگى واقعى آموزش داد و اين بهترين راه  را در ارتب
ــت. اما متأسفانه اين ايده  براى يادگيرى مؤثرتر رياضى اس
و سياست به تنهايى پاسخ گوى رويكرد مبتنى بر بسترهاى 
ــدة مبتنى بر «زندگى  ــت. در اي معنا دار نبوده و كافى نيس
ــتر واقعى  ــدا مهارت هاى رياضى، خارج از بس ــى»، ابت واقع
ــوند و سپس كاربردهاى آن ها در  خود، آموزش داده مى ش
ــائل عملى به دانش آموز  موقعيت هاى زندگى واقعى و مس
آموزش داده مى شود كه اين متناسب با خواسته و انتظارات 
ما در اين بخش از بستر معنا دار نيست؛ زيرا لزوماً يادگيرى 
ــوى عينيّت نيست، بلكه  يك فرايند جهت دار از تجرّد به س
به طور طبيعى داراى فرايندى عكس اين است. اگر مفاهيم 
و مهارت هاى رياضى در يك بستر معنادار معرفى و آموزش 
ــوند، احتمال آنكه دانش آموزان بتوانند معناسازى  داده ش
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ــند افزايش  ــته باش ــرى از آن مفاهيم و مهارت ها داش بهت
ــنهاد مى كند كه  ــد22 (1995: 39) پيش ــد. وايت بري مى ياب
ــن و سال در گذار از  به منظور كمك به دانش آموزان كم س
رياضيات غيررسمى موجود در بستر خانه به سمت رياضيات 
ــمى كلاس درس، بهتر است معلمان در هنگام آموزش  رس
مفاهيم و مهارت ها، «از مسائل واقعى آغاز كنند تا بچه ها با 
فرايندهاى رياضى نهفته در بسترهاى معنا دارِ متنوع آشنا 

شوند».
ــرح مى دهد كه چگونه  هايلاك (1991: 70- 65) ش
ــد از رياضياتى كه در  ــق مى توانن ــوزان كمترموف دانش آم
ــترهاى معنا دار23 »  ــتاى «فعاليت هاى هدف دار در بس راس
ــوند بهره ببرند. او نمونه هايى را ارائه مى كند  تدريس مى ش
ــره  كارايى و تعهدِ اين گونه  كه در آن ها به طورى غيرمنتظ
ــفِ هدف دار و  ــگام كار بر روى تكالي ــوزان، در هن دانش آم
ــاله  ــت. او به يك دانش آموز 9 س معنادار افزايش يافته  اس
ــئلة چالش برانگيز،  ــاره مى كند كه بعد از حل يك مس اش
ــك تورنومنت  ــاى آب مورد نياز ي ــداد بطرى ه ــارة تع درب
ــدا مى كند و آن  ــت پي ــك ديدگاه مهم دس ــال، به ي فوتب
ــئله  اينكه «پس مى توانيم از جمع كردن براى حل اين مس
ــتفاده كنيم، من هميشه با خودم فكر مى كردم كه چرا  اس
بايد جمع كردن را ياد بگيريم؟! حال فهميدم براى استفاده 
ــت!». محققان ديگرى همچون  در اين جور جاها خوب اس
دونالدسون (1986)، هيوگس (1986) و نانس و همكارانش 
(1993) نيز گزارش ها و نمونه هاى مشابهى در مورد درك 
ــنى دورة ابتدايى، وقتى  و فهم بهتر دانش آموزان در ردة س
ــتر معنا دار تدريس مى شوند،  كه مفاهيم در قالب يك بس
ــيارى از پاسخ ها و ايده هاى دانش آموزان  ارائه مى كنند. بس
پس از استفاده از اين رويكرد، جالب و غافلگيركننده بود و 
نشان از افزايش درك آن ها از مفاهيم و مهارت هاى رياضى 

داشت.
يكى از بسترهاى معنا دار بديهى كه رياضيات را مى توان 
در قالب آن گنجاند، زندگى روزمرة دانش آموزان در مدرسه، 
ــت. زندگى در  ــه اس كلاس درس و زمين هاى بازى مدرس
مدرسه شامل جنبه هايى از سازماندهى امور مدرسه، كلاس، 
ــت. همچنين  جدول هاى زمانى، معلمان و دانش آموزان اس
ــامل امور طبيعى كلاس درس،  ــتر مدرسه مى تواند ش بس
ــت  منابع، مطالعة كتاب ها، گروه بندى دانش آموزان، فهرس
ــامى، حضور و غياب، چيدمان اشياءِ كلاس، جمع آورى  اس
ــد. در  ــازماندهى رويدادها و فعاليت ها و غيره باش پول، س
ــز دانش آموزان درگير با فضا، ابزار و امكانات  زمين بازى ني
مختلف هستند كه اين ها مى توانند بسترهايى بالقوه براى 
افزايش معنا دارى در ياددهى و به كارگيرى رياضيات باشند. 
ــوزان ياد مى گيرند  ــت كه دانش آم در قالب اين بسترهاس

ــت، چه  ــد، چه چيزهايى مهم تر اس ــمارش كنن چگونه ش
چيزهايى مسئله است و چه چيزى راه حل. البته بسترهاى 
ــترهاى  ــوند. ديگر بس معنا دار به اين موارد محدود نمى ش
ــوان از آن ها بهره برد عبارتند از زندگى  معنا دارى كه مى ت
روزمرة دانش آموزان در خانه، برنامه هاى روزهاى تعطيل و 
پايان هفته، مسافرت، ورزش، پس انداز پول، آشپزى، خريد، 
ــرگرمى (مانند سينما، تلويزيون، DVDها و...).  رايانه و س
معلمان مى توانند از اين موارد به عنوان بسترى براى تعبية 
ــا دانش آموزان با احتمال  ــتفاده كنند ت رياضى در آن ها اس

بيشترى رياضى را به صورت معنا دار فرا گيرند.
ــى از زندگى كودكان را بازى ها تشكيل مى دهند  بخش
ــيارى است. كودكان زمان  و اين موضوع داراى اهميت بس
ــردن از بازى هاى تخيلى، بازى هاى  زيادى را صرف لذت ب
ــاخت مى كنند كه هر  ــه و بازى هاى بدون س ــاخت يافت س
كدام از اين بازى ها مى تواند فراهم كنندة يك بستر معنا دار 
ــد. حتى بازى ها  براى يادگيرى و به كارگيرى رياضيات باش
ــى كه در آن ها به طور محض به رياضى پرداخته  و معماهاي
شده است نيز مى توانند داراى سطحى از معنا دارى باشند، 
ــى مى دانند كه  ــتند و بچه ها به خوب زيرا همگى بازى هس
بازى ها دربارة چه چيزى هستند و آن ها بايد چه كار كنند 

تا در بازى برنده باشند.

مثال هاى عملى
ــتفادة مؤثر از  ــال عملى دربارة اس ــه، چهار مث در ادام

بسترهاى معنا دار در تدريس رياضى آورده شده است.

 24PE گروه بندى دانش آموزان در يك درس
ــنى 9 تا  قصد داريم به يك كلاس 28 نفره در ردة  س
ــبات مربوط به يافتن باقى ماندة تقسيم ها  10 ساله، محاس
ــوزش دهيم.  ــا پايين را آم ــه بالا ي ــخ ب ــرد كردن پاس و گ
ــتر يك درس PE در  معلم ايده هاى رياضى خود را در بس
ــه به اجرا مى گذارد. جايى كه دانش آموزان در  سالن مدرس
گروه هاى 4 نفره، 5 نفره، 7 نفره و 6 نفره براى فعاليت هاى 
مختلف قرار مى گيرند. عبارت هاى مربوط به عمليات تقسيم 
ــور را كتباً از دانش آموزان  ــوزان در گروه هاى مذك دانش آم
ــس از ثبت نتايج آن ها را براى بحث به كلاس  دريافت و پ

درس رياضى آورد.

شمارش كردن و ثبت كردن مجموعه هايى از 
دانش آموزان

ــكل از كودكان 4 تا 5  ساله  بچه هاى يك كلاسِ متش
ياد مى گيرند كه چگونه اعداد از 1 تا 30 را بشمارند، ثبت 
ــتر  كنند و بخوانند. اين آموزش را مى توان در قالب يك بس

معلمان براى آنكه بتوانند 
به دانش آموزان خود در 
يادگيرى معنا دار رياضى 
كمك كنند، بايد به جاى 

آنكه به دنبال گسترش 
يادگيرى طوطى وار در 

قالب روش ها و قاعده هاى 
مرسوم باشند، بيشتر 

به دنبال درك تجربه هاى 
مختلف دانش آموزان در 
اثر ارتباط با آن ها باشند 

تا بتوانند فرصت هاى 
بيشترى را براى تعبية 

رياضى در بسترهاى 
معنا دار فراهم كنند
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ــلاً هر روز يكى از بچه ها  ــاده اما معنا دار آموزش داد. مث س
مأمور شمارش و حضور و غياب شود؛ يعنى تعداد بچه ها را 
بشمارد و تعداد غايبين را مشخص كند. همچنين مى تواند 
تعداد بچه هايى كه ناهار خود را از خانه به مدرسه مى آورند 
ــى كه از ناهار  ــان) يا تعداد بچه هاي ــا بلند كردن دستش (ب
مدرسه استفاده مى كنند (با بلند كردن دستشان) بشمارد. 
هر بچه ، در پايان كار خود، نتايج به دست آمده را به كلاس 
ــداد را بر روى يك نمودار ثبت  ــزارش مى دهد و مربى اع گ

مى كند.

تريل رياضى 
ــه يا يك قطعه  يك تريل رياضى25 حول حياط مدرس
زمين محلى مى تواند فرصت هايى را براى انجام فعاليت هاى 
ــد. گروه هايى از  ــم كن ــا دار فراه ــترى معن ــى در بس رياض
ــتورالعمل ها و  ــل را دنبال مى كنند، دس ــوزان تري دانش آم
ــاى تريل مى خوانند.  ــش ها را از روى دفترچة راهنم پرس
پرسش ها مى تواند در مورد كارهاى عددى همچون شمارش 
كردن، تخمين زدن و محاسبه كردن بر روى تعداد آجرها، 
پنجره ها، تجهيزات موجود در زمين بازى، درختان و غيره 
ــز مى تواند به صورت  ــن كار اندازه گيرى ني ــد. همچني باش
ــد. يافتن اشكال  ــاحت ها و غيره باش تخمين فاصله ها، مس
ــه بعدى در اطراف زمين بازى، ساختمان هاى  دوبعدى و س
مجاور، پنجره ها و نماى ساختمان ها نيز مى تواند گزينه هايى 
ــد. به علاوه، اين  ــاى رياضى باش ــش هاى تريل ه براى پرس
ــر كدام از  ــراى كامل كردن ه ــد ب ــوزان مى توانن دانش آم
فعاليت ها، زمان مشخصى را تعيين كرده و در هنگام انجام 
ــامل  تريل اين زمان را ثبت كنند. فعاليت ها نيز مى تواند ش
حل مسئله يا گردآورى داده ها براى استفاده در كلاس باشد. 
ــى و عرضة تريل هاى  ــات در زمينة طراح برخى از مؤسس
ــر  ــتفادة عموم منتش ــد و آن ها را براى اس ــى فعال ان رياض
ــگاه  مى كنند. براى مثال مى توان به تريل هاى رياضى دانش
ــايت ــور26  به همراه رويال مايل27 (موجود در وب س ادينب

www.maths.ed.ac.uk/pg/trail.pdf) اشاره كرد.

برنامه ريزى براى يك اردوى كلاسى
ــئوليت طراحى و برنامه ريزى يك اردوى كلاسى  مس
ــه دانش آموزان 10 تا  ــهر ب براى بازديد از قلعة تاريخى ش
ــود. اين اردو مربوط به پروژة درس  ــاله سپرده مى ش 11 س
ــى را براى  ــود گروه هاي ــت. بچه ها ميان خ ــخ آن هاس تاري
ــخص از اردو تعيين مى كنند.  طراحى و انجام وظايفى مش
مثلاً هر گروه مى تواند يكى از كارهاى تنظيم جدول زمانى، 
ــى، مديريت هزينه ها، مديريت  برنامه هاى جانبى و تفريح
ــاب را به عهده بگيرد. آن ها با  ــاب و ذهاب و حضور و غي اي

ــيعى از دانش و مهارت  رياضى را  ــام اين كار، حوزة وس انج
ــائل واقعى و مرتبط در بسترى معنا دار به كار  به صورت مس

مى برند.

مطالعة بيشتر
اتكينسون (1992) مثال هاى متنوعى از موقعيت هايى 
ــراى دانش آموزان خود  ــان مى توانند رياضى را ب كه معلم
ــد ارائه  ــده و آموزش دهن ــا دار گنجان ــترهايى معن در بس
مى كند. مثلاً بازى ها، جشن تولدها، آشپزى، خريد كردن، 
برنامه ريزى يك پيك نيك، ورزش و ساخت يك فضاى سبز 
ــتند. همچنين بورتون  ــى از اين موقعيت ها هس نمونه هاي
(1994) منبعى جالب و مرتبط با اين موضوع است. نيكول 
ــترهاى معنا دار  ــپو28 (2005) اين ديدگاه را كه بس و كرس
ــمه  در يادگيرى رياضى بايد از موقعيت هاى واقعى سرچش
ــيده و معتقدند كه «آموزشگران لازم  بگيرند به چالش كش
است به كارهاى معنا دار اما خيالى نيز توجه داشته باشند». 
آن ها پيشنهاد مى كنند كه معلمان از مسئله هاى تخيلى و 
درگيركننده كه لزوماً واقعى نيستند نيز به عنوان بسترهاى 

معنى دار استقبال كنند.

پى نوشت ها
1.Purposeful Activity
2 .Ainely and Pratt
3 .Harel and Papert
4 .Schliemann
5 .Lave and Wenger
6 .Situated learning
7 .Long.term relevance
8 .Vicarious relevance
9 .Artificial relevance
10 .Immediate and genuine relevance
11.Using mathematics to make things happen
12 .Purposeful activities in meaningful contexts
13 .Solving a real problem
14 .Planning an event
15 .Design and construction
16 .Computer simulation
17 .Role.play
18 .Games and competitions
19 .Atkinson
20. Meaningful context
21. Real life
22. Whitebread
23. Purposeful activities meaningful contexts
24. Physical Education
ــازى، تحرك و  ــا فعاليت هاى فيزيكى، ب ــى از آموزش كه ب نوع

موسيقى همراه است.
25. Mathematics Trail
26. University of Edinburgh
27. Royal Mile
28. Nicol and Crespo
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مقدمه اي بر «چرايي بدفهمي هاي دانش آموزان» 
به عنوان واحد درسي دانشجومعلمان و تحصيلات 
تكميلي آموزش رياضي

صمد شعباني فر
دكتراي آموزش رياضي

ــوند؟ چرا  ــكل دارند؟ چرا در يادگيري رياضي دچار بدفهمي مي ش ــوزان چرا در يادگيري رياضي مش دانش آم
به صورت سيستماتيك خطا مي كنند و به آن اصرار مي ورزند؟ چرا معلمان هر كاري انجام مي دهند اين نوع خطاهاي 
ــز از اين كاريم و موفق  ــت، چرا ما عاج ــي رود؟ اگر از بين بردن اين خطاها امكان پذير اس ــن نم ــوزان از بي دانش آم

نمي شويم؟ مقصر اصلي كيست؟ و...
ــابه آن ها را آموزشگران حرفه اي رياضي، يعني دبيران و آموزگاران رياضي، در هر  ــؤال ها  و سؤال هاي مش اين س
ــند و ذهنشان همواره درگير آن هاست. اين  ــي و در هر جمع خصوصي خود از خود و ديگران مي پرس كارگاه آموزش
ــياري از محققان و متخصصان آموزش رياضي كشورهاي مختلف را به خود جلب كرده و در اين  ــؤالات علاقه بس س
راستا نه تنها تحقيقات زيادي انجام شده بلكه برنامه ريزان، با استناد به همين تحقيقات باعث تغيير در برنامه درسي 

دانشجومعلمان رياضي شده اند.
ناگفته نماند كه در كشور ما نيز، از زماني كه تحصيلات تكميلي رشتة آموزش رياضي در معدودي از دانشگاه ها 
داير شد، اين موضوع عنوان پايان نامه هاي دانشجويي قرار گرفت و در بعضي از مباحث رياضي نيز مورد بررسي واقع 
ــت كه آيا اين اقدامات در اين راستا كافي بوده است؟ آيا اين اقدامات در جهت  ــؤال اساسي اين اس ــد. اما هنوز س ش
آگاهي دبيران رياضي و آموزگاران دورة ابتدايي، كه ذي نفعان اصلي اين مسئله مي باشند، مؤثر بوده است؟ آيا مي توان 
بدون مسلح كردن كسي او را به مبارزه فرستاد؟ آيا اين انتظار بي جايي نيست؟ آيا زمان آن نرسيده است كه حداقل 
در راستاي تحول بنيادين در آموزش وپرورش در برنامه  درسي دانشجو معلمان رياضي و تحصيلات تكميلي آموزش 
رياضي تجديد نظر شود و درسي مبني بر اين موضوع، يعني «چرايي بدفهمي هاي دانش آموزان» به واحدهاي درسي 
اضافه گردد؟ آيا كمبود منابع و همين مشكل وظيفة ما متخصصان آموزش رياضي را دو چندان نمي كند كه با يكديگر 
همفكري كرده و مبادرت به تهيه كتاب و منبعي در اين مورد كنيم و آن را در اختيار جامعة آموزشي قرار دهيم تا 
حداقل بتوان از خسارات نبود چنين موضوع درسي در برنامه درسي دانشجو معلمان كاست؟ به اميد آنكه اين موضوع 

مورد توجه مسئولان امر قرار گيرد.

از سايت رياضي سرادانلود

www.riazisara.ir
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ميشل هوبر، فردريك ريكى
مترجم: معصومه عرب پور
مدرس دانشگاه فرهنگيان؛ پرديس شهيد باهنر كرمان

مقدمه
وقتى در كتاب هاى حسابان بيان مى شود كه 00 يك صورت مبهم است، معنايش اين است كه دو تابع f(x) و 
 محاسبه شود. 
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g(x) وجود دارند، به گونه اى كه f(x) و g(x)، هر دو به سمت صفر ميل مى كنند و بايد حد  

اما اگر 0، تنها يك عدد باشد چه مى شود؟ در چنين حالتى، ما بحث مى كنيم كه مقدار آن، برخلاف آن چه كه اغلب 
كتاب هاى درسى مى گويند، كاملاً خوش ـ  تعريف است. در حقيقت، 1=00

كليدواژه ها: صورت هاى مبهم، رفع ابهام

كتاب هاى جبر در عصر حاضر
ــتانى را برداريد خواهيد ديد كه در آن، صفر به توان صفر(00) به عنوان يك  ــى رياضيات دبيرس يك كتاب درس
صورت مبهم بيان شده است. براى مثال، متن زير از يك كتاب درسى رياضى كه در يكى از نواحى نيويورك تدريس 

مى شود، آورده شده است [6]:
قاعدة تقسيم توان ها را با پايه هاى مساوى، يادآورى مى كنيم:

xa÷xb=x(a-b)      (x≠0)
:a=b مساوى است. وقتى b با a نباشد، آن گاه a>b اگر نيازى به اين كه

xa÷xb=xa÷xa=x(a-a)= x0

اما
xa÷xa= 1

بنابراين، به منظور با معنى بودن x0 بايد تعريف زير را بيان كنيم:
x0=1     (x≠0)

 

از آنجا كه تعريف x0=1  براساس تقسيم بنا شده و تقسيم بر صفر ممكن نيست، بايد فرض كنيم x≠0. در واقع 
عبارت صفر به توان صفر يكى از صورت هاى مبهم در رياضى است و غير ممكن است كه يك مقدار را به يك عبارت 

مبهم نسبت داد.

صورت هاى مبهم
در كتاب هاى حساب ديفرانسيل و انتگرال، اين مسئله معمولاً تحت عنوان «قاعده هوپيتال» مطرح مى شود.

. وقتى بخواهيم حد 
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فرض كنيد دو تابع f(x) و g(x) داده شده اند، به طورى كه 
ــت و حد مى تواند مقادير  ــت بياوريم، مى گوييم اين يك صورت مبهم از نوع 00 اس ]  را در a به دس ]
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تابع 

صفر به توان صفر چيسـت؟
از سايت رياضي سرادانلود

www.riazisara.ir
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گوناگونى از f و g را به خود بگيرد. در اين حالت، اين سؤال پيش مى آيد كه: آيا مى توان بين 00 به عنوان صورت مبهم 
و 00 به عنوان يك عدد فرق گذاشت؟

ــت. دونالد نوث [7] اشاره مى كند كه يك ايتاليايى به نام  ــت كه مورد بحث بوده اس ــال اس رفتار 00 چند صد س
گوگليمو ليبرى در سال 1830 چندين مقاله دربارة 00 و خواص آن منتشر كرد. با اين حال، اويلر در كتاب «اصول 

جبر» خود [4] در سال (1770)، كه سال ها قبل از ليبرى به چاپ رسيده بود، چنين نوشت:
ــود، كه توان را، يك واحد افزايش  ــرى، توان هاى هر جمله از ضرب جملة قبلى در a توليد مى ش چون در اين س
مى دهد، پس هرگاه جمله اى داده شود، مى توان با تقسيم بر  a، جمله قبلى را به دست آورد. زيرا اين كار، توان را يك 
 يا همان 1 باشد، و اگر به همين ترتيب، با 
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واحد كاهش مى دهد. اين روند نشان مى دهد كه جمله قبل از a1 بايد 
توجه به توان ها، ادامه دهيم، فوراً نتيجه مى گيريم كه جمله اى كه قبل از جملة اول است، a0 است و به اين خاصيت 
قابل توجه برسيم كه a0 هميشه برابر با 1 است. با وجود اين عدد a ممكن است مقادير بزرگ يا كوچكى را به خود 

بگيرد؛ حتى زمانى كه a هيچ باشد، مى  توان گفت كه a0 برابر با 1 است.

مطالبى بيشتر در بارة اويلر:
اويلر در سال 1748 در كتابى با عنوان «مقدمه اى بر آناليز بى نهايت » [5] مى نويسد، «az را يك تابع نمايى در 
نظر بگيريد كه در آن، a عددى ثابت و z يك متغير است». اگر z =0، آن گاه داريم a0=1. اگر a=0، در مقدار az پرش 

.a0=1 آن گاه داريم z=0اگر .az=0،مثبت است z بزرگى برمى داريم وقتى مقدار
اويلر لگاريتم y را به عنوان مقدار تابع z تعريف مى كند به طورى كه az=y. او مى نويسد كه مى دانيم 1 كه مبناى 
ــئله دار بودن00،  ــد و بدين ترتيب، از ارجاع قبلى خود به احتمال مس لگاريتم، بايد عددى صحيح و بزرگ تر از 1 باش

اجتناب مى كند.

جورج بارون
تعريف توان، اغلب با بى دقتى انجام شده است. جورج بارون تقريباً سى سال قبل از اولين مقالة ليبرى، مقاله اى با 
 (1804) Mathematical correspondent ــاب و جبر» [1] در مجلة عنوان «يك بحث كوتاه دربارة واژة توان در حس
منتشر كرد كه با اين تعريف آغاز مى شد: «توان هاى هر عدد، عبارت است از ضرب هاى متوالى كه از يك عدد شروع 

شده و به طور مستمر، آن عدد در خودش ضرب مى شود.»
ــت و 25=5×5×1 كه دومين توان 5 است و همين  ــته بود كه 5=5×1 كه اولين توان 5 اس به عنوان مثال، او نوش
 x2=x1×x و x1=1×x ــان داد كه طور تا آخر. به همين روش توان هاى هر عدد x را مى توان به صورت x1 و x2 و ... نش

كه بدين ترتيب ادامه مى يابد.
ــابهى ما را به يك راه حل دقيق و قابل درك  ــت كه «آيا تعريف مش بارون پس از بيان چند نتيجه، اظهار مى داش
براى آنچه كه توان هيچ ام (توان صفر) اعداد ناميده شده، راهنمايى نمى كند؟» و براى پاسخ به سؤال خود، براى تقسيم 

توان ها قاعده هايى را آدرس مى دهد، و در همان حال، يك نتيجه متفاوت را نيز به دست مى آورد.
اگر توان اول x با جواب x خلاصه شده باشد، به كمك معناى تقسيم داريم توان تبديل به هيچ خواهد شد، ولى 
1 باقى خواهد ماند: 1=[(x)/(1×x)]=[x1/(x)]، يعنى x0=1، كه دراينجا، x نشان دهندة هر عدد دلخواهى است. اما از 

آنجا كه عدد x در اينجا محدود نشده، در نتيجه توان هيچ ام هر عدد، برابر 1 است.
در آن مقاله، بارون نوشته هاى ويليام امرسون (1780) [3] و جارد منيفلد (1802) [9] را دربارة «هيچ» تأييد كرد 
و بحث هاى آن دو را يك پله جلوتر برده و ادعا  نمود كه عدد x مى تواند هر عدد بزرگ يا كوچكى باشد. وى مى نويسد:
«به دنبال تعريف كاربردى ما، براى مقدار بى نهايت كوچك، فرض كنيم x هر مقدار كسرى را نشان دهد. به عبارت 

.x1=1×x هر مقدارى از اعداد را نشان دهد (جزئى از واحد اندازه گيرى آن). در اين صورت تعريف مى كنيم x ،ديگر
حال فرض كنيد اين ضرب در x خلاصه شده باشد و به دلايل پيشرفته ترى كه قبلاً آورديم، داريم: x0=1. چون در 
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اينجا x يك مقدار كسرى بدون هيچ محدوديتى از مقادير خيلى كوچك است، بنابراين فرض كنيد x با كاهش 
تدريجى از مقدار كنونى خود، از بين اعداد خيلى كوچك عبور كند تا اين كه x به هيچ برسد. واضح است كه در طول 
اين كاهش يا نزول x ، x0 همواره مساوى يك واحد ثابت است و دقيقاً در لحظه اى كه x به هيچ چيز تبديل شود، 

x0 يا 00 نيز برابر يك است.»

البته بارون، هيچ اشاره اى به صورت مبهم عبارت نمى كند و مقالة خود را با توضيح زير، به پايان مى رساند:
همچنين چون به ازاى هر مقدار x داريم x0=1، در نتيجه لگاريتم 1 در هر مبنايى، برابر 0 است.

گوگليمو ليبرى و كوشى آگوستين
با توجه به مقالة نوث ليبرى (1833) [8] تحت عنوان «توليد چندين ريز موج در آب هاى رياضيات، هنگامى كه 
چيزى ريشه اى به نظر مى رسد چرا كه بحث دربارة اينكه آيا 00 تعريف شده است؟ ايجاد مى شود». اكثر رياضيدانانِ 
حاضر توافق دارند كه1=00 با اينكه آگوستين لوئيس كوشى در كتاب خود با عنوان دورة آناليز (1821) [2]، 00 

را در جدولى از صورت هاى تعريف نشده آورده است.
بديهى است كه استدلال ليبرى قانع كننده نبود. بنابراين آگوست موبيوس به دفاع از خود برآمد. موبيوس سعى 
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كرد به وسيلة اثبات فرضى از 1=00، از خود دفاع كند. (در اصل اثباتى از اينكه 
ــاير رياضيدانان پيش آمد كه «آيا زمانى كه كارهاى جمع آورى شدة  ــؤال براى س پس از اين مجادله ها، اين س
موبيوس منتشر شود، اين سابقة تاريخى به آرامى حذف خواهد شد؟». نوث در جواب مى نويسد: «نه، نه، ده هزار بار 

نه!» و بيان مى كند كه «بحث با اين نتيجه پايان مى يابد كه 00، بايد تعريف نشده باشد.»
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شايد اگر كوشى مفهوم 00 را به عنوان يك صورت حدّىِ تعريف نشده توسعه مى داد، آن گاه مقدار حد 
مبهم است، هرگاه f(x) و g(x) هر كدام جداگانه به صفر نزديك شوند. نوث در مقالة خود با عنوان «مقدار 00 به مرتب 

راحت تر از0+0 است»،  ما را به ياد قضية دو جمله اى مى اندازد:
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ــت برقرار باشد، آن گاه رياضيدان ها  اگر اين قضيه براى هر دو عدد صحيح، كه حداقل يكى از آن دو نامنفى اس
بايد باور داشته باشند كه 1=00، مى توان x=0 و y=1 را در رابطة فوق قرار داد. سمت چپ به 1 و سمت راست به 

00 مى رسيم.

مثال ها: در سال 1970، هربرت واون [10] براى به رسميت شناختن 1=00 به استدلال پرداخت. براى اين 
منظور او سه مثال زير را تهيه كرد:

مثال 1: در تصاعد هندسى نامتناهى زير: 
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براي هر x كه 

اگر x=0 آن گاه x|=|0|<1| كه نتيجه مى دهد:
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مجموع نامتناهى به صورت 1=...+02+01+00 باز مى شود. به گفتة واون، اگر 00 تعريف شده نيست، اين مجموع 
بى معناست. علاوه بر آن اگر 1 ≠ 00 آن گاه اين مجموع غلط است.

مثال 2: اين مثال از مجموع نامتناهى ex ناشى مى شود كه به صورت زير نوشته مى شود:
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 ،x براي هر

هر كس قبول دارد كه 1=!0 ، اگر قرار دهيم x=0 مجموع بالا به صورت زير در مى آيد:
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مجموع مى تواند به صورت زير باز شود:
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طرف راست مجموع e0 است كه مساوى 1 است. پس 1=00.
مثال 3: سومين مثال واون برگرفته از عدد اصلى يك مجموعه از نگاشت هاست. به توان رساندنِ يك عدد اصلى 

در نظرية مجموعه ها به صورت زير تعريف شده است:
ab، عدد اصلى مجموعة نگاشت هايى از يك مجموعة b عضوى به يك مجموعة a عضوى است. براى مثال 8=23. 

زيرا هشت نگاشت از مجموعة {x , y , z} به مجموعة {a , b} وجود دارد، به منظور محاسبة 00 تعداد نگاشت ها از 
مجموعة تهى به خودش را تعيين مى كنيم. دقيقاً يك چنين نگاشتى وجود دارد كه مجموعة تك عضوى تهى است. 

واون نوشته است «بنابراين تا آنجا كه به اعداد اصلى مربوط است، 1=00». 
چه وقت يك رياضيدان ممكن است بخواهد صفر به توان صفر چيزى شود كه مبهم نباشد؟ اگر براى مثال، تابع 
f(x,y)=xy را مطرح كنيم، مبدأ مختصات يك نقطة ناپيوستگى تابع است، صرف نظر از اينكه چه مقدارى را به 00 نسبت 

دهيم. تابع xy نمى تواند در x=y=0 پيوسته باشد، چون حد xy در امتداد خط x=0 برابر 0 است. اما حد xy در امتداد 
خط y=0 برابر 1 است، نه صفر. براى سازگارى و سودمندى، يك انتخاب طبيعى بايد به صورت تعريف 1=00 باشد.

نتيجه گيرى
ما به اين روش تدريس (پداگوژى) ارج مى نهيم كه «ابتدا به دانش آموزان بگوييم چه مى خواهيم بگوييم. بعد آن را 

بگوييم، بالاخره به آن ها بگوييم چه گفتيم» و با اشاره به اين روش، مبحث خود را جمع بندى مى كنيم.
اگر شما با حد كار مى كنيد، آن گاه 00 يك صورت مبهم است. اما اگر با جبر معمولى سر و كار داريد، آن گاه 1=00.
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