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 2بارم بندی کتاب هندسه 
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1( ) 2( ) 3( )

 استدلال در هندسهفصل اول : 

 درس نامه
 

 :استدلال استقرایی

 

 

 

 شکل خود متشابه :      

 

       

      

 خطوط همرس :

 

 

 

 

های زیر و با استفاده از  نهشت هستند. با توجه به شکل های کوچک همه با هم هم با هم متشابه و مثلث 3و  2، 1های  های شکل مثلث1- 

                                                 استدلال استقرایی جدول زیر را کامل کنید. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  n.....         4           3             2             1      شماره شکل

  9             4            1       های کوچک تعداد مثلث

یست؟ حدس خود را با روش استدلال اگر وسط اضلاع یک مربع را به طور متوالی به هم وصل کنیم، نام چهارضلعی حاصل چ - 2

                              استقرایی روی دو مربع بررسی کنید و نتیجه را بیان کنید.                                                                        
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گذرد را با تعداد اضلاع حدس  ضلعی محدب می nایی که از یک رأسی بین تعداد قطره الف( با استفاده از روش استقرایی، رابطه - 3

 بزنید. مراحل انجام کار را توضیح دهید.

      دست آورید.                                                           گذرد را به ضلعی محدب می 8ب( تعداد قطرهایی که از یک رأس 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ضلعی محدب را حدس بزنید و مراحل انجام کار را توضیح دهید. nکهای داخلی ی با استفاده از استدلال استقرایی، مجموع زاویه - 4

 الف( جدول زیر را با استفاده از استدلال استقرایی کامل کنید:

 

 

  

 

 

 ند را حدس بزنید.       گذر ضلعی می nهای یک ها و تعداد قطرهایی که از تمام رأس ب( رابطه بین تعداد ضلع

 

 

 

 

 

 

 

n             6             5             4                  3  چند ضلعی محدب   

 1                   مجموع زوایای داخلی

n             6             5             4                  3  چند ضلعی محدب   

 1                   تعداد قطرها

متر در نظر بگیرید. از این نقطه به موازات دو ساق  سانتی 3الساقین به طول ساق  لث متساوییک نقطه دلخواه روی قاعده یک مث - 5

دست آورید. با استفاده از استدلال  ها را به خط ایجاد شده را اندازه بگیرید. سپس مجموع آن مثلث خطوطی رسم کنید.  طول دو پاره

ای بین این  شود؟ آیا رابطه ی این مجموع ایجاد می روی قاعده تغییری در اندازه استقرایی نشان دهید که آیا با جا به جا کردن این نقطه

  مجموع و اجزای مثلث وجود دارد؟                                                                                                
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ث متساوی الاضلاع انجام داده و سپس جدول زیر را کامل کنید.  برای رسم هر مرحله سه مرحله ی برف دانه کخ را روی اضلاع مثل - 6

 قسمت مساوی تقسیم کرده و با حذف پاره خط میانی ، آن را به چهار پاره خط با طول های مساوی تقسیم می کنیم. 3هر ضلع مثلث را به 

 

 

 

 

 

 

 
 

پینسکی را انجام داده و سپس جدول زیر را کامل کنید. رسم هر مرحله بدین صورت است که در یک چهار مر حله ی  رسم مثلث سر - 7

 مثلث متساوی الاضلاع وسط اضلاع را به هم وصل کرده و مثلث میانی را حذف کرده و مثلث های کنار را نگه می داریم.
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 :استدلال استنتاجی

 

 

 

 

    های داخلی هر مستطیل یک مربع است.          شکل حاصل از برخورد نیمسازهای زاویهثابت کنید  :1قضیه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

ست د ی بین طول ضلع این مربع و اضلاع مستطیل را به آید. رابطه از تقاطع نیمسازهای داخلی یک مستطیل، یک مربع پدید می - 8

 آورید.  

 

 

 

 

 

 

 

         

 تذکر : 
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 کند. در هر مثلث، نیمساز هر زاویه داخلی، ضلع رو به رو به آن زاویه را به نسبت دو ضلع زاویه قطع می :2قضیه 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

آورد  ن ضلع، بر این ضلع پدید میهای قطعاتی را که نیمساز زاویه مقابل به بزرگتری باشد. اندازه می 11و  7، 4های اضلاع مثلثی اندازه- 9

                                 را محاسبه کنید.                                                                                                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11 
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11 -                      

 باشد. ABCاز مثلث Aی درونی رأس نیمساز زاویه ADاگر در شکل مقابل

ثابت کنید: 
ac

BD
b c




و         
ab

CD
b c




                                                                                                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ثابت کنید اگر در مثلثی دو ضلع نابرابر باشند، آنگاه زاویه مقابل به ضلع بزرگتر، بزرگتر است از زاویه مقابل به ضلع کوچکتر.   :3قضیه

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

12 
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 را  ACDو ABDنیمساز است. مساحت مثلث ADارتفاع و ABC،AHدر مثلث- 13

 دهیم.  نشان می Sو Sبه ترتیب با

 

 

 

 

ها نسبت های این مثلث به عنوان قاعده DCو BDالف( با در نظر گرفتن
S

S
 دست آورید. را به 

 

 

 

 

 ای با هم دارند؟ چه رابطه DNو DMبنامید. Nو Mرا ها رسم کنید و پای آن ACو ABعمودهایی بر اضلاع Dب( از

 

 

، نسبتADCو ABDهای ی مثلث به عنوان قاعده ACو ABپ( با در نظر گرفتن
S

S
 دست آورید. را به 

 

 

 

 گیرید؟                                                                  ای می ها در بند )الف( و )پ( چه نتیجه ت( از مقایسه نسبت

 

 

 

 

 

21 

 را روی  Pی دلخواه )شکل زیر( را در نظر بگیرید. نقطه ABCالساقین مثلث متساوی

 را  ACو ABاز دو ساق Pی اختیار کنید. سپس مجموع فواصل نقطه BCقاعده

 کند؟  ، این مجموع چگونه تغییر می روی قاعده Pی دست آورید. با جا به جا کردن نقطه به

      درستی حدس خود را با استفاده از استدلال استنتاجی ثابت کنید.                                                                   
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B C
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14 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6در مربع شکل زیر، اندازه ضلع مربع - 15  باشد. می DCوسط ضلع Mمرکز مربع و Oو 2

                       ست آورید.د را به OEاندازه 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

الساقین دو خط به موازات دو ساق مثلث رسم کنیم، آنگاه مجموع دو  ثابت کنید اگر از یک نقطه واقع بر قاعده یک مثلث متساوی- 16

 خط ایجاد شده برابراندازه ساق مثلث است.     پاره
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الساقین از دو ساق  ی مثلث متساوی های هر نقطه واقع بر قاعده جی، ثابت کنید که مجموع فاصلهبا استفاده از استدلال استنتا- 17

 مقداری ثابت و برابر ارتفاع وارد بر ساق است. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ABکنیم، این دو نیمساز، اضلاع را رسم می AMCو AMBی و نیمسازهای دو زاویه AMمیانه ABCدر مثلث- 18

 موازیند. BCو PQکنند. ثابت کنید دو خط قطع می Qو Pرا به ترتیب در نقاط ACو

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ثابت کنید مجموع فاصله های هر نقطه ی درون مثلث متساوی الاضلاع از سه ضلع مقداری ثابت است. سپس آن مقدار ثابت را - 19

 بیابید.
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21 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 قضایای  شرطی ، دو شرطی ، عکس قضیه شرطی و مثال نقض
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21 - 

 
 

 

 

 

 

 

 جاهای خالی را با کلمات مناسب پر کنید. - 22

 است.                              های داخلی هر مستطیل یک   الف( شکل حاصل از برخورد نیمسازهای زاویه

 

 است.  . . . . .              . . . . های دو ضلع از طول ضلع سوم  ب( در هر مثلث، مجموع طول

 

 ها قضیه شرطی نباشد، یک مثال نقض بیاورید. ها را بنویسید. اگر عکس آن های زیر را در نظر گرفته، عکس آن قضیه-23

 

 الاضلاع است. الف( هر مستطیل یک متوازی

 

 

 

 ب( در هر مثلث، اگر دو ضلع برابر باشند، دو زاویه از مثلث نیز با هم برابرند.     

 

 

                                                                   

 اند.   های متناظر، متناسب پ (در دو مثلث متشابه، ضلع

 

 

 

 

 

                   قضیه تالس را نوشته سپس آن را به صورت دو شرطی بنویسید.                               - 24
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 ی دو شرطی بنویسید. قضیه شرطی، عکس شرطی و تی فیثاغورس را به صور قضیه- 25

 

 

 

 

 

 

 

 

 بنویسید.« دو شرطی»الف( قضیه زیر را به صورت قضیه - 26

 «    کنند. الاضلاع قطرها همدیگر را نصف می در هر متوازی»

 

 

                                                                                               

 ب (  قضیه زیر را به صورت شرطی نوشته و سپس عکس آن را نیز بنویسید.

 « ها در وسط وتر همرسند. های ضلع الزاویه، عمود منصف در مثلث قائم»

 

 

 

 

 کلی زیر درست و کدام یک نادرست است؟ برای احکام نادرست مثال نقض بیاورید.  کدام یک احکام- 27

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 ع نظیر یک ضلع از میانه آن ضلع در هر مثلث همواره کمتر است.پ( اندازه ارتفا
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 شود.        ت( نقطه همرسی عمود منصف اضلاع هر مثلث داخل یا در خارج مثلث واقع می

 

 

 ث( هر زاویه خارجی یک چند ضلعی از هر زاویه داخلی آن بزرگتر است.

 

 

                                                                                                       «     های هر مثلث داخل مثلث واقع است ارتفاع»چ( 

 

 

 نهشت هستند.    مساحت باشند، آنگاه هم ح (اگر دو مثلث هم

 

 

 خ( از تلاقی نیمسازهای هر مستطیل یک مربع پدید می آید.

 

 

 

 شود.         واقع مید( نقطه همرسی ارتفاع های هر مثلث داخل 

 

            

 

 قضیه زیر را به صورت شرطی نوشته و سپس عکس آن را نیز بنویسید.- 28

 «هر نقطه واقع بر عمود منصف یک پاره خط از دوسر پاره خط به یک فاصله است. » 

 

 

 

 

 

29 
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 :ر مستقیم یا برهان خلفاثبات غی
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 رو به زاویه کوچکتر است.  رو به زاویه بزرگتر، بزرگتر از ضلع روبه ثابت کنید اگر در مثلثی دو زاویه نابرابر باشند، آنگاه ضلع روبه  : 4 قضیه
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31 
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 عمود منصف هر پاره خط یکتاست. – 33

 

 

 

 

 
 

 در هر مثلث  عمود منصف های هر دو ضلع متقاطع اند.- 34

 

 

 

 
 

 در هر مثلث هر دو نیمساز زاویه های داخلی متقاطع اند.- 35

 

 

 

 
 

 

 ث هر دو میانه متقاطع اند.در هر مثل- 36

 

 

 

 
 

 در هر مثلث هر دو ارتفاع متقاطع اند.- 37
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38 

 
 

 

 

 

 های هر دو ضلع از طول ضلع سوم بزرگتر است.  ثابت کنید در هر مثلث، مجموع طول : 9 قضیه نامساوی مثلث
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 قضیه وجود مثلث :
 

 

 

 

 

ABاند که چنان داده شده  Cو A ،Bسه نقطه- 39 a 2 1 ،AC 12 وBC a 2 است. حدودa  چنان بیابید که

                             های یک مثلث باشند.                                                                                                      رأس این سه نقطه

 

 

 
 

 
 

 

 

 

x6 ،xهای خط با طول سه پاره- 41  xو 7 4 1( توانند  ها می خط باشد، آیا این پاره 36ها  اند. اگر مجموع این طول مفروض (

                      های یک مثلث باشند؟ چرا؟                                                                                                       ضلع

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 کنید در هر مثلث، هر میانه از نصف مجموع دو ضلع مجاور آن کوچکتر است.  ثابت - 41
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               های هر نقطه داخل مثلث از سه رأس، از نصف مجموع سه ضلع مثلث بزرگتر است.          ثابت کنید مجموع فاصله- 42

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

ضلع از مثلث دیگر نظیر به نظیر مساوی باشند و زاویه بین این دو ضلع در مثلث اول بزرگتر از  اگر دو ضلع از مثلثی با دو  :6   قضیه لولا

  زاویه بین دو ضلع نظیر از مثلث دوم باشد، آنگاه ضلع سوم از مثلث اول بزرگتر از ضلع سوم از مثلث دوم است.    
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لع از مثلثی با دو ضلع از مثلث دیگر نظیر به نظیر مساوی باشد و ضلع سوم از مثلث اول بزرگتر از ثابت کنید اگر دو ض :7 عکس قضیه لولا

 ضلع سوم مثلث دوم باشد، آنگاه زاویه بین این دو ضلع از مثلث اول بزرگتر از زاویه بین دو ضلع نظیر از مثلث دوم است.
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 مکان هندسی  
                       مکان هندسی را تعریف کنید.                                                                                                 

 

 

 

 

 

 

 

     باشد.               kمکان هندسی نقاطی از صفحه را تعیین کنید که از یک خط داده شده به فاصله معلوم - 45

 

 

 

 

 

 باشد.           2ی معلوم به فاصله dدست آورید که از خط ای را به مکان هندسی نقطه - 46

 

 

 

 

 

 

  از دو ضلع زاویه برابر است.ی آن  ی آن زاویه است که فاصله ای در صفحه ثابت کنید، نیمساز یک زاویه مکان هندسی نقطه :8قضیه 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 24                                               سپهری فرامرز                                    ()سال سوم ریاضی و فیزیک 2هندسه 

 sepehrimath@تلگرام :  کانال      www.karamath.irکانون آموزش ریاضیات آراز   

 ت.به یک فاصله اس Bو Aاز دو نقطه Mاست، ثابت کنید:  ABخط روی عمود منصف پاره Mنقطه  :5قضیه

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

          های داخلی هر مثلث همرسند.                                                                 ثابت کنید سه نیمساز زاویه  : 11قضیه 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 های هر مثلث همرسند.  های ضلع ثابت کنید عمود منصف : 11قضیه
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                   ثابت کنید سه ارتفاع مثلث همرسند.                                                                                              :12ضیهق

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 ثابت کنید سه میانه مثلث همرسند :13قضیه
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 غلتد را با رسم شکل بیابید. مکان هندسی مرکز توپی که روی یک سطح صاف در امتداد یک خط مستقیم می- 47

 

 

 

 

 

 

 ید که از این سه نقطه به یک فاصله باشد. ای تعیین کن باشند، نقطه غیر واقع بر یک خط راست می Cو A ،Bسه نقطه- 48

 

 

 
 

 

         

 

 

49 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

ی  به یک فاصله باشد و از نقطه Rو Mی موازی ای در فضا که از دو صفحه به کمک استدلال استقرایی مکان هندسی نقطه- 51

 باشد، را حدس بزنید dی معلوم ، به فاصلهPثابت
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51 

 
 

 مکان هندسی مرکز  دایره ای که در خارج یک دایره داده شده واقع است و روی محیط آن می غلتد.- 52
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 کش و پرگار ترسیم با خط
 

 راهبرد حل مسائل ترسیم هندسی
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 خط را بنویسید.     های هندسی، طریقه رسم عمود منصف یک پاره های ترسیم با توجه به استراتژی حل مسئله- 58

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 ن داده شده است.آرسم کنید که سه ضلع  یمثلث- 59

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 کش و پرگار خطی موازی یک خط از یک نقطه خارج آن خط رسم کنید از خط با استفاده-61

 

 

 

 

 

 

 

 رسم کنید.     CMو میانه CHو ارتفاع ABرا با معلوم بودن ضلع ABCمثلث- 61
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BCضلعهای  اندازهرا با معلوم بودن  ABCمثلث -62 aهای ، میانهbBB m  وcCC m   .رسم کنید 

 )با ذکر روش رسم(           

 

 

 

 

 

 

 

 

              

 

 

 

         

                                                                                                    

ABهای ی ضلع ، اندازهABCاز مثلث- 63 c ،AC b و طول ارتفاعaAH h مراحل معلوم است. مثلث را رسم کنید .

 رسم را بنویسید

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

DHخط مفروض مربعی رسم کنید که پاره - 64 L         .قطر آن باشد 
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به یک  Bو Aی بیابید که از دو طرف نقطه dای روی خط . نقطهاند در یک صفحه واقع dدر دو طرف خط Bو Aدو نقطه- 65

 فاصله باشد. )بحث کنید(                

 

 

 

 

          

 

 

 

       

 

                                                                                         

 

باشد. )با Rی معلوم به فاصله Aی تعیین کنید که از نقطه dای روی خط اند. نقطه غیر واقع بر آن داده شده Aی و نقطه dخط- 66

 ها بحث کنید.(        روی تعداد جواب Rی توجه به اندازه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                    

                                      

                عمود کنید. )طریقه ترسیم را توضیح دهید( dخطی بر Aمفروض است. از نقطه dروی خط Aنقطه- 67
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 دایره -دومفصل     

 

 زاویه مرکزی، وتر و مماس

 

 دایره:

 

 

 

 

 زاویه ی مرکزی:

 

 

 

 

 

 وضعیت یک نقطه ویک دایره:

 

 

 

 

 

 

 

 وتر و قطر:

 

 

 

 

 

 تذکر :

 

 

 

 

 قاطع و مماس بر یک دایره:
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 کند.  های نظیر آن وتر را نصف می در هر دایره، قطر عمود بر وتر آن وتر و کمان : 211 قضیه

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

             

 ت.ثابت کنید در هر دایره ، خطی که مرکز دایره را به وسط یک وتر از آن دایره که از مرکز نگذشته باشد، وصل می کند ، بر آن وتر عمود اس - 1
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 ثابت کنید در هر دایره ، خطی که مرکز دایره را به وسط کمان نظیر یک وتر از آن دایره وصل می کند ، بر آن وتر عمود است.- 2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)ی دایره - 3 , )C O  را بیابید.   ABفاصله مرکز دایره از وترباشد،  48از این دایره  ABداده شده است. اگر طول وتر 26

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       

)در دایره - 4 , )C O  را بیابید.      ABباشد، اندازه وتر 6برابر  AB، اگر فاصله مرکز از وتر10

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                          

   متر هستند. اندازه وتری از دایره بزرگتر را که بر دایره کوچکتر مماس است پیدا کنید. سانتی 3و  5مرکز  های دو دایره هم شعاع - 5
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 اند و بر عکس.     در هر دایره، وترهای مساوی از مرکز دایره به یک فاصله - 6

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                     

 

 

 

 

 ثابت کنید در یک دایره ، کمانهای نظیر دو وتر مساوی ، باهم برابرند و برعکس. - 7
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 ت و بر عکس. تر اس در یک دایره از دو وتر نابرابر، آن که بزرگتر است، به مرکز دایره نزدیک :212قضیه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                  

 ت.ثابت کنید ، کوچکترین وتری که از یک نقطه واقع در درون یک دایره می توان رسم کرد، وتری است که بر قطر گذرنده از آن نقطه ، عمود اس - 8

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 قطه خارج آن با هم برابرند. های رسم شده بر یک دایره از هر ن ثابت کنید طول مماس :213قضیه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                      

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 41                                               سپهری فرامرز                                    ()سال سوم ریاضی و فیزیک 2هندسه 

 sepehrimath@تلگرام :  کانال      www.karamath.irکانون آموزش ریاضیات آراز   

MTو MTر شکل زیر - 9  های در نقطهT وT  بر دایره( , )C O R ند و زاویهمماسH  .قائمه است نشان دهید 

MT الف( MT                                                

 

 

 

 

 

 

 

TTخط عمود منصف پاره OM ب( خط         .است 
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 است.      TOTو TMTهای نیمساز زاویه OMد( خط
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 چند ضلعی محاطی:

 

 

 

 

 چند ضلعی محیطی:

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 را بیابید. ACبر دایره مماس اندبا تو جه به مقدار های داده شده ، اندازه ی  Rو     Qو   Pدر نقطه های  ABC در شکل مقابل ، ضلع های مثلث  - 11

 
 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 42                                               سپهری فرامرز                                    ()سال سوم ریاضی و فیزیک 2هندسه 

 sepehrimath@تلگرام :  کانال      www.karamath.irکانون آموزش ریاضیات آراز   

 .دست آورید با دایره باشند، محیط چهارضلعی را به ABCDهای  های تماس ضلع نقطه Sو P ،Q ،Tاگر - 11

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

)بر دایره Aنقطهزاویه بین دو مماس رسم شده از - 13 , )C O  .را بیابید OAخط درجه است. طول پاره 61برابر  5
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)دایره - 14 , )C O MTو MTهای دایره را در نظر بگیرید. خط متر از مرکز این سانتی 8ی  به فاصله Mو نقطه  4   (.بر این دایره  مماسندT 
Tو  های تماسند.(  نقطه 

MTو MTهای الف( طول مماس  دست آورید. را به 

 

 

 

 

 

 

 

 

TT( طول وترب  دست آورید. به را 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MTTو نوع مثلث TMTی ی زاویه ج( اندازه                                                                     .را تعیین  کنید                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

) دایره - 15 , )C O  Bبر این دایره مماس هستند. ) ACو ABهای واحد از مرکز این دایره را در نظر بگیرید. خط 12ی  به فاصله Aی و نقطه 6
 را تعیین کنید.                                                           ABCهای تماس هستند( نوع مثلث نقطه Cو
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16

 

روی  Dی مماس هستند )مطابق شکل(، ثابت کنید با تغییر مکان نقطه بردایره Dو E ،Fهای به ترتیب در نقطه BCو  AE ،AFهای خط - 17

 ماند.                                               ثابت می ABC، محیط مثلثFوEابت ی ث دایره بین دو نقطه

                                                   
 

 

) دایره - 18 , )C O R های رسم شده از این نقطه بر دایره برهم عمود باشند.                                                                             ای را تعیین کنید که مماس ست. مکان هندسی نقطهمفروض ا                                                                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)ی خارج دایره Mی از نقطه - 19 , )C O  ایم. دو مماس عمود بر هم بر آن رسم کرده 7

Tو Tاگر  ی نقاط تماس دو مماس با دایره باشند، اندازهMT ید.را بیاب 
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 وضعیت نسبی دو دایره نسبت به هم
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21

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CA||، داریمCIو به قطر Oی به مرکز در دایره - 22 ON، 

 ثابت کنید: 
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24 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 زاویه محاطی:

 

 

 

 

 

 

 

 زاویه ظلی: 
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 روی آن است.     ثابت کنید اندازه هر زاویه محاطی، برابر با نصف کمان روبه :214قضیه

 

 روی آن است.     اندازه هر زاویه محاطی، برابر با نصف کمان روبه ثابت کنید:

 

 
 

 

 

 

 های مقابل مکمل یکدیگرند.    ثابت کنید در یک چهار ضلعی محاطی زاویه - 25

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                              

  های مقابل مکمل یکدیگر باشند، آن چهارضلعی محاطی است. ثابت کنید، اگر در یک چهارضلعی زاویه :219 قضیه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

   

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 45                                               سپهری فرامرز                                    ()سال سوم ریاضی و فیزیک 2هندسه 

 sepehrimath@تلگرام :  کانال      www.karamath.irکانون آموزش ریاضیات آراز   

 روی آن است.                                 ر هر دایره اندازه هر زاویه ظلّی، برابر با نصف کمان روبهد :216 قضیه

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

)برابر  ATXدر شکل زیر اندازه زاویه ظلّی - 26 )a 2  و اندازه کمان مقابل به آن  6

)برابر )a 3   را بیابید. ATXو اندازه زاویه aباشد، مقدار 33

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)بر دایره Aی در نقطه XYخط - 27 )C مماس است.وترBB از دایره را موازیXY ایم. ثابت کنید کمان رسم کردهAB  برابر با

 است. ABکمان
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29 

 
 

 

 
 

 

 درجه است.       181های داخلی هر مثلث  نشان دهید مجموع زاویهی محاطی،  با استفاده از تعریف زاویه - 31
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 کمان در خور )کمان حاوی(یک زاویه :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : 217قضیه 

 

 

 

 

 

 

 

)دایره - 31 , )C O R مفروض است. وترAB متر داده شده است. با توجه به شکل، اگر سانتی 2به طولAMB  مطلوب است  45

 : محاسبه

  ABی مرکز دایره از وتر ب( فاصله             الف( شعاع دایره
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 خط را رسم کنید.               رو به این پاره درجه روبه 31متر داده شده است. کمان در خور زاویه  سانتی 4به طول  ABخط پاره - 32

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ای را که این کمان در خور  باشد، شعاع دایره خط می رو به این پاره درجه روبه 31متر مفروض است، کمان در خور زاویه  سانتی 4به طول  ABخط پاره - 33

 را تعیین کنید.                                AB خط بخشی از آن است و فاصله مرکز این دایره از پاره

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ای را که این کمان در خور  باشد، شعاع دایره خط می رو به این پاره درجه روبه 61زاویه متر مفروض است، کمان در خور  سانتی 4به طول  ABخط پاره - 34

 را تعیین کنید.                             ABخط بخشی از آن است و فاصله مرکز این دایره از پاره
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ای که کمان در خور قسمتی از آن  خط داده است، فاصله مرکز دایره رو به این پاره درجه روبه 61در خور زاویه  متر و کمان سانتی 6به طول  ABخط پاره - 35

                                      . دست آورید را به  و شعاع دایره ABخط است تا وسط پاره

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

کمان در خور زاویه - 36  Rای با شعاع  ( بخشی از دایرهa)به طول ABخط رو به پاره روبه 6 2 ی مرکز دایره  و فاصله aاست، مقدار  3

            یابید.                                                                                                                       را ب ABاز وتر

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

37 
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38  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 زاویه بین دو وتر ، زاویه بین امتداد دو وتر
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

های آن  ها و امتداد ضلع ی دو کمانی از دایره است که به ضلع شود، برابر نصف مجموع اندازه ای که از برخورد دو وتر در یک دایره ایجاد می ثابت کنید زاویه :218 ضیهق

 زاویه محدودند.                                                                                
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هایی از آن دایره است که به  ی کمان آید، برابر نصف قدرمطلق تفاضل اندازه ای که از برخورد امتداد دو وتر از یک دایره پدید می ی زاویه ثابت کنید اندازه :215قضیه 

 های زاویه محدودند.  ضلع
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41 

 را بیابید.  xدر شکل زیر مقدار 

  

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 دست آورید. را به  yو  xدر شکل زیر  - 42

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 قاطع دایره است. MAو  Tمماس بر دایره در نقطه  MTدر شکل زیر خط - 43

Mاگر   . مطلوب است محاسبه       ،                       80
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 را بیابید. yو xدر شکل مقابل - 44
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 را در شکل مقابل تعیین کنید. yو xاندازه - 45

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

46 

 
 

 

 

 

  را بیابید.  yو  xیدر شکل مقابل مقدارها - 47
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 را بیابید.  yو  xیکل مقابل مقدارهادر ش - 48

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

49  

 
 

 

 

 

 

 

 

 الاضلاع است یک متوازی ABCDدر شکل مقابل چهار ضلعی - 51

 .اند بر یک خط راست واقع Eو C ،Dهای و نقطه 

BEثابت کنید:   BC                                                                                                                          
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)در دایره - 51 )C ،ER BL .ثابت کنید:  مفروض است||BE LR 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)در دایره - 52 , )C O R مماسAC و وترAB اند. با یکدیگر مساوی 

 قطع کرده است. Dی دایره را در نقطه BCخط

 الساقین است. متساوی ADCثابت کنید مثلث

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نیمسال اول سال تحصیلی
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 رابطه طولی در دایره

)واقع در داخل دایره Mاز نقطه  :2111 قضیه )C دو وتر دلخواهAA وBB اند، رسم شده 

.ثابت کنید:   .MAMA MBMB                                                                                             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 را محاسبه کنید. xدر شکل زیر مقدار - 53

 

 

 

 

 

 

 

 

 را حساب کنید.   xدر شکل مقابل مقدار - 54

 

 

 

 

 

 

 

 

اگر دو پاره خط  :2111قضیه
'AA  و

'BB  در نقطه یM یکدیگر را طوری قطع کنند 

که  
' '. .MAMA MB MB  آنگاه چهار نقطه

' ', , ,B B A A .روی یک دایره اند 
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.در شکل مقابل ثابت کنید:   - 55 .MAMA MBMB  

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 را بیابید.  xدر شکل زیر مقادیر - 56

 

 

 

 

 

 
 

 

 

ی  از خط مماس محصور بین آن نقطه و نقطه تماس، واسطهای  اگر از یک نقطه، یک مماس و یک قاطع نسبت به یک دایره رسم کنیم، آنگاه قطعه :2112قضیه

                                             ی قاطع است.  هندسی بین دو قطعه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 قاطع دایره است. MAو  Tمماس بر دایره در نقطه  MTدر شکل زیر خط - 57

MAاگر  AAو 4   را تعیین کنید. MTباشد، اندازه  5
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MAدر شکل زیر - 58 18 وMT 12 باشد، طول میAA .را بیابید 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 دست آورید. را به xدر شکل زیر مقدار - 59

 
  

 

 

 

 

 

 

  

 را بیابید. yو  xدر شکل زیر مقادیر - 61

  

 

 

 

 

 

 

 

 را بدست آورید. yو xمقابل درشکل - 61

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 د.دست آوری را به tو zدر شکل مقابل مقادیر  - 62
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 دست آورید. را به tو zدر شکل مقابل مقادیر - 63

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 را بیابید. yو  xشکل مقادیر با توجه به - 64

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 با هم برابرند. INو IEدر شکل مقابل دو قاطع - 65

ISثابت کنید:  ID 
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66 
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 مماس مشترک خارجی:

 
 

 

 مماس مشترک داخلی:
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)ی خارجی دو دایره طول مماس مشترک - 67 , )C O )و 7 , )C O  است.  8برابر  1

               المرکزین را محاسبه کنید.             ب( دو دایره نسبت به هم چه وضعیتی دارند؟                             الف( طول خط

 

 
 

 

 

 

 

 

dالمرکزین و خط 3و  8های  که اندازه مماس مشترک خارجی دو دایره به شعاعرا چنان بیابید  aمقدار  - 68 13  برابر باa 5                       باشد.                                                                                                                        3

               

 

 

 

 

 

 

 

)ی المرکزین دو دایره اندازه خط - 69 , )C O )و 5 , )C O های مماس مشترک خارجی و مماس مشترک داخلی این دو دایره  است. نسبت اندازه 11برابر  3

                                                                                           را حساب کنید.                            

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

dالمرکزین و خط 12و  7های  را چنان بیابید که اندازه مماس مشترک خارجی دو دایره به شعاع  mمقدار - 71 13 ر با برابm7                         باشد.                                                                                                                         2

            

 

 

 
 

 

 

 

 

                  جدول زیر را کامل کنید. - 71

 

 

 

 
 

 

 

 

 وضع نسبی دو دایره تعداد مماس مشترک داخلی ماس مشترک خارجیتعداد م

 متخارج . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 مماس درون . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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mها برابر ی مماس مشترک خارجی آن را چنان تعیین کنید که اندازه mمتر، مماس برون هستند. مقدار سانتی 9و  4های  دو دایره به شعاع - 72 2 باشد.                                                                                                            2

                       

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

المرکزین  این دو دایره را  متر باشد، طول خط سانتی 12ها برابر ی مماس مشترک خارجی آن اند. اگر اندازه متر مفروض سانتی 9و  4های  دو دایره به شعاع - 73

                            دست آورید. این دو دایره نسبت به هم چه وضعی دارند؟   به

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 ی بین مرکزهای دو دایره را بیابید.                                                                                             متر باشد، فاصله سانتی 6ها  متر است. اگر طول مماس مشترک داخلی آن سانتی  5و  3های دو دایره شعاع - 74

                                

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

xالمرکزین برابر متر و خط سانتی 7و  2های  دو دایره به شعاع - 75 2 متر  سانتی x2ها برابر ی مماس مشترک خارجی آن اند، اگر اندازه متر مفروض سانتی 1

                                 را محاسبه کنید.                                                                          xد، مقدارباش
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ها را در  های داخلی و خارجی آن ر حالات ذکر شده مماس مشترکهای مماس برون، متقاطع و مماس درون در نظر بگیرید سپس د وضعیت دو دایره را در حالت - 76

                                           صورت وجود رسم کنید.                                                                   

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 های زیر را مشخص کنید. درستی یا نادرستی عبارت - 77

 های دو دایره است. ی مرکزهای دو دایره برابر مجموع اندازه شعاع الف( در دو دایره مماس برون فاصله

 

 ب( در هر چهارضلعی، اگر مجموع اضلاع مقابل یکسان باشد، آن چهارضلعی محیطی است.

 

               اند. المرکزین همرس های خارجی و خط ج( در هر دو دایره مماس مشترک
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 ها :  تبدیلسومفصل 

 

 نگاشت
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

)تبدیل  - 1 , ) ( , )T x y x y 1  مفروض است. 3

)الف( تصویر نقاط  , )A  3 )و  2 , )B  2  دست آورید. را تحت این تبدیل به 5

)ی  ب( تحت این تبدیل نقطه , )4  ای است؟                                                                                            تصویر چه نقطه 9
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)نقاط  - 2 , )A 3 )و  7 , )B  4  را در نظر بگیرید. 3

)الف( مختصات تصویر نقاط را تحت تبدیل  , ) ( , )R x y y x دست آورید. به 

                                             و شیب تصویرش را با هم مقایسه کنید.    ABو تصویرش و نیز شیب  ABخط  ب( طول پاره

 

 

 

 

 















 

 

 

)تحت تبدبل  - 3 , ) ( , )T x y x y   2 1 3 )ی  ، نقطه2 , )A  1  ای است.    صویر چه نقطهت 4

 

                                     

 

 
 

 

 

 

 

) اگر -4 , )A  5 )و  4 , )B  3 )ل ها تحت تبدی تصاویر آن Bو  Aو ABخط دو سر پاره 2 , ) ( , )T x y x y 2 باشند،  2



را بیابید. Bو  Aالف( مختصات نقاط



 

ABو  ABهای خط ب( طول پاره  ت یا خیر؟  دست آورده و تعینن کنید که این تبدیل ایزومتری اس  را به                        
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)قاطن - 5 , )A  3 1 ،( , )B   2 2 ،( , )C  1 )و 1 , )D  3 باشند، ذوزنقه و تصویرش را تحت تبدیل  های یک ذوزنقه می رأس 3

( , ) ( , )F x y y x  6 دست آورده سپس رسم کنید.       به 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                     

)نقاط  - 6 , )A )و  12 , )B   2 )را در نظر بگیرید. تصویر این نقاط را تحت تبدیل 1 , ) ( , )T x y x y  ،A  وB 

ABو  ABطول  نامیم.  الف( می  .را با هم مقایسه کنید 

AB و ABشیب ب(            .را با هم مقایسه کنید   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                      

)ی  الف( تصویر نقطه - 7 , )A  12  را تحت انتقال( , ) ( , )T x y x y  2  بنامید.Aدست آورید و آن را  به 3

)را تحت انتقال  Aب( مختصات تصویر , ) ( , )T x y x y     3 1 2  بنامید.Aدست آورید و آن را  به 3

 یر نماید.                                                                                تصو Aرا به  Aانتقالی را بنویسید که مستقیماً   ج( ضابطه
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8 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

)تبدیل  - 9 , ) ( , )T x y x y 2  را در نظر بگیرید. 12

)الف( تصویر نقاط , )A ),و  12 )B  دست آورید. تبدیل به را تحت این 

ABو  ABهای  خط ب( طول و شیب پاره  دست آورید. را به 

         کند؟ )پاسخ خود را با دلیل نشان دهید.(           ایزومتری است؟ و آیا این تبدیل سیب خط را حفظ می Tپ( آیا تبدیل 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

  های زیر را مشخص کنید. ابتدا تبدیل را تعریف کنید سپس نوع هر یک از تبدیل - 11

 

) )ج  , ) ( , )
x y

T x y 
3 3

))ب            , ) ( , )T x y x y 
1
2

 )الف
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)اگر - 11 , ) ( , )T x y x y x y  2 ی ی نقطه افتهی یک نگاشت باشد و تبدیل ی ضابطه( , )A   ی  نقطه( , )A  3 باشد. مختصات  3

                        را بنویسید.                                                                                                                   Aی  نقطه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

)نقاط - 12 , )A  )و  7 , )B  5  خط هستند.                مختصات دو سر یک پاره 3

)خط را تحت تبدیل الف( تصویر پاره , ) ( , )F x y y x   3   دست آورید. به 3

)را ابتدا تحت تبدیل AB خط ب( تصویر پاره , ) ( , )R x y y x   پیدا کنید و آن راAB  بنامید. سپس تصویرAB   تحت

)تبدیل , ) ( , )T x y x y  3  د.  ی )الف( مقایسه کرده و توضیح دهی دست آمده را با نتیجه ی به تعیین کنید. نتیجه 3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                             

)نقاط - 13 , )M  3 3 ،( , )N  1 1 ،( , )P  2 )و  2 , )D  3  های یک ذوزنقه هستند. رأس 1

)را تحت تبدیل الف( مختصات تصویر این ذوزنقه  , ) ( , )T x y x y  2 دست آورید. به 

              ب( این تبدیل را توصیف کنید. )دو ویژگی این تبدیل را بررسی کنید.(                                                              
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 انتقال

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

14 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

)نقاط - 15 , )A 11 ،( , )B  4 2 ،( , )C  3 )و  5 , )D   اند. های یک مربع رأس 4

 کند، رسم کنید. تصویر می Dالف( مربع و تصویرش را تحت انتقالی که رأس را بر روی 

 نگاشت این انتقال را بنویسید.      ب( قاعده 

                                  ج( این انتقال را توصیف کنید.                                                                                                 
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)نقاط - 16 , )A 61 ،( , )B  8 3 ،( , )C  6 )و  5 , )D  4  اند. های یک مربع رأس 3

)الف( مربع و تصویرش را تحت انتقال , ) ( , )T x y x y  5  رسم کنید. 2

 ت(                               ها با هم مقایسه کنید. )بررسی یک مورد کافی اس ب( مربع و تصویرش را از نظر طول و شیب ضلع

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)نقاط  - 17 , )A 2 ،( )B  )و  ,3 )C   1 را تحت انتقال ABCهای یک مثلث هستند. تصویر مثلث  رأس  ,1

( )= ( )T x y x y 1 4,  کنید.                                                                                                              را رسم ,

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)تبدیل - 18 )= ( )T x y x y 3 3, )نقاطو  , , )A 4 )و  2 , )B  1  اند. مفروض 3

ABو تصویرش ABخط الف( پاره  .را رسم نمایید 

ABBAب( آیا چهارضلعی  الاضلاع است؟ چرا؟ متوازی           
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)ی نقطهالف( تصویر  - 19 , )A  12  را تحت انتقال( , ) ( , )T x y x x  2  بنامید. Aدست آورید و آن را  به 3

)را تحت انتقال  Aب( مختصات تصویر  , ) ( , )T x y x y  3  بنامید Aدست آورید و آن را  به 1

 تصویر نماید.                                                                                   Aرا به Aی انتقالی را بنویسید که مستقیماً  ج( ضابطه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بازتاب
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yالف( خط  - 21 x 
1

1
2

yرا نسبت به خط و تصویر بازتاب آن   x .رسم کنید 

  دست آورید. ب( معادله تصویر بازتاب خط داده شده را به

 

 

 
 

 

 

21 - ,A 2( ) ،,B  5( ) ،,C   3 5( D,و (  2 3(   اند. های یک مربع رأس (

)ف( مربع و تصویرش را تحت بازتاب ال )= ( )R x y y x,  را رسم کنید.     ,

 ب( مساحت مربع و تصویرش را مقایسه کنید.                                 

)همین سؤال با  )= ( )R x y y x , , 

 

 

 

 

 

 

                                                                                

A,اگر -22 a ( C,ی  بازتاب نقطه (  4 5( W,نسبت به مرکز تقارن  (  2 1(  دست آورید.           را به aباشد، مقدار  (

 

 

 

 

 

 

 

A,ی تحت یک بازتاب نقطه - 23   3 1( A,ی  روی نقطه (  3 5(  شود. الف( محور تقارن را رسم کنید. تصویر می (

                   ی محور تقارن را بنویسید.                                                                                                      ب( معادله

 

 

 

 

 

 

 

 نامه برگردان کنید: شکل مقابل را در پاسخ - 24

 بازتاب آن را تحت خط داده شده رسم نمایید.               

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                       


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25 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 دوران
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xی تصویر خط  را بنویسید سپس معادله 9ی ابتدا ضابطه تبدیل دوران به مرکز مبدأ مختصات و زاویه - 26 y  2        .را تحت این دوران بیابید 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                                                               

)نقاط  - 27 )A 5 3, ،( )B  3 )و  ,1 )C  5  های یک مثلث هستند. رأس  ,1

)الف( مثلث و تصویرش را تحت تبدیل  )= ( )T x y y x,  را رسم کنید.,

 ب( نوع تبدیل را مشخص کنید و با توجه به آن تعیین کنید آیا این تبدیل ایزومتری است یا خیر؟                            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ABCدر شکل مقابل مثلث  - 28   ی مثلث  دوران یافتهABC .است 

 ی دوران را مشخص کنید. )توضیح دهید( مرکز دوران و زاویه 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A,ی الف( نقطه - 29 1 2(  بنامید.   Aدست آورده و  ی جدید را  به نقطهحول مبدأ مختصات دوران داده، مختصات  9ی را تحت زاویه (

 بنامید. Aدست آورید و  به 18ی را حول مبدأ مختصات به اندازهAی  ی نقطه ب( مختصات دوران یافته

 شود.                                                                                       تبدیل می Aبه  Aی  قیماً نقطهج( تحت چه دورانی مست

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A

B

C

A

B

C 
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)ی نقطه - 31 )A 2  دست آورید.   ی جدید را  به حول مبدأ مختصات دوران داده، مختصات نقطه 27ی را تحت زاویه ,1

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

xالف( خط - 31 y  2  ) حول مبدأ مختصات( رسم نمایید.  27و تصویر آن را تحت دوران 6

  ی خط تصویر را به دست آورید. ب( معادله

 

 

 
 

 

 

 

 

)نقاط - 32 , )A  2 )و  1 , )B   خط هستند. دو سر یک پاره 12

)را تحت تبدیلABخط الف( تصویر پاره , ) ( , )F x y y x   3 Aدست آورید به 3 B  ها را رسم نمایید. نامیده و آن 

)را تحت دوران AB خط ارهب( تصویر پ , ) ( , )R x y y x   پیدا کنید و آن راAB  بنامید. اگر تصویرAB   تحت یک انتقال بر

Aخط پاره B  ست آورید.                                                               د ی این انتقال را به منطبق گردد، ضابطه 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 ای درست تبدیل شود. های زیر را چنان کامل کنید که هر قسمت به گزاره عبارت - 33

)ی الف( دوران یافته , )A 4  ی    .  .  .     است. هحول مبدأ نقط 9ی با زاویه 3

 

 گویند. را      .  .  .      می Oی  نامند و در این حالت نقطه را      .  .  .       می 18ی  و زاویه Oدوران به مرکز ب( 

 

  کند     .   .   .      است. می ی بین نقاط را حفظ ج( تبدیلی که فاصله
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 تجانس

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

)نقاط  - 34 )A  1 3, ،( )B  5 )و  ,5 )C  6  اند. های یک مثلث رأس  ,3

)الف( مثلث و تصویرش را تحت تبدیل  )= ( )D x y x x2 2,  رسم کنید.   را ,

 ها مقایسه کنید. ب( مثلث و تصویرش را از نظر طول یکی از ضلع

 کنند، نسبت به هم چه وضعی دارند؟                                                        های نظیر را به هم وصل می هایی که نقطه ج( خط
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)نقاط  - 35 )A 3 3, ،( )B  2 )و  ,1 )C  4  های یک مثلث هستند. رأس  ,2

)الف( مثلث و تصویرش مجانس آن را با در نظر گرفتن , )O  به عنوان مرکز تجانس و
1
2

 رسم کنید. به عنوان عامل مقیاس 

 

 ا مشخص کنید.ب( نوع تجانس ر

 

 

ABCبه مساحت مثلث  ABCج( نسبت مساحت مثلث                   .را تعیین کنید 

                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)نقاط  - 36 )A 1 2, ،( )B  1, ،( )C  )و  ,1 )D  2  های یک مربع هستند. رأس ,1

)و تصویر مجانس آن را با در نظر گرفتنABCDالف( مربع  , )O  را رسم کنید. به عنوان عامل مقیاس 2به عنوان مرکز تجانس و عدد 

 کنید.ب( نوع تجانس را مشخص 

ABCDج( نسبت مساحت مربع      به مساحت مربعABCD  .را مشخص کنید 

ABCDج( نسبت محیط مربع     به محیط مربعABCD  .را بنویسید  
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kرا با نسبت  ABخط  به عنوان مرکز تجانس، تصویر مجانس پاره Cخارج آن را در نظر بگیرید. با در نظر گرفتن Cی و نقطه ABخط  پاره – 37 
1
2

 

 هید(        رسم نمایید. )روش رسم را توضیح د

 

 

 

 

 

                                                                         

 

)نقاط  - 38 )A 11, ،( )B  1 )و  ,3 )C  3 )اند. اگر های یک مثلث رأس  ,1 , )O  تبدیل مرکز تجانس و( )= ( )D x y x x2 2,  باشد. ,

 الف( مثلث و تصویرش را تحت تبدیل را رسم کنید.   

 دست آورید. را به ABCب( مساحت مثلث

ABCهای تجانس مساحت مثلث ج( با توجه به ویژگی   دست آورید. را به 

              .                                                                                                                            د( نوع تجانس را مشخص کنید

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)نقاط  - 39 , )A  2 2 ،( , )B  8 2 ،( , )C  8 )و  6 , )D  4 )اگر های یک ذوزنقه هستند. رأس 6 , )O :مرکز تجانس باشد 

)الف( تصویر این ذوزنقه را تحت تجانس  , ) ( , )D x y x y 
1 1
4 4

 رسم کنید.  

                                                  ب( نوع تجانس را بنویسید.                    ج( نسبت تجانس را بنویسید.                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A B

C
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)نقاط  - 41 )A 2, ،( )B  2 3, ،( )C  4 )و  ,3 )D   های یک مستطیل هستند. رأس ,4

)و تصویر مجانس آن را با در نظر گرفتنABCDالف( مستطیل  , )O  رسم کنید. به عنوان عامل مقیاس 2به عنوان مرکز تجانس و 

 

 ب( نوع تجانس را مشخص کنید.

ج( نسبت  
OB

OB


                                                              دست آورید.                                                          را به 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ی خط تبدیل یافته

 

 

 

 

 

 
 

 

 

yمعادله تصویر خط - 41 x 5  را تحت بازتاب نسبت به خطy x  دست آورده سپس آن را رسم کنید. را به  
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L:تحت یک بازتاب تصویر خط - 42 x y  3  خطL x y   3: ی محور تقارن را تعیین کنید.   است، معادله 

 

 

 

 

 

 

 

xمعادله تصویر خط - 43 y  3 )حول  9تحت دوران  6 , )O دست آورید.    را به 

 

 

 

 

 

 
                                                

xخط - 44 y  2 )مفروض است. معادله خط تصویر را تحت انتقال  6 , ) ( , )T x y x y  3  دست آورید.       به 1

 

 

 

 
 

 

 

 

yازتاب خط  - 45 x 2 yنسبت به خط را  4 x  .بیابید 

 

 
 

 

 

 

 

     

xمعادله تصویر خط  - 46 y  2 )را تحت تبدیل  6 , ) ( , )T x y y x   دست آورید. را به 

 

 
 

 

 

 

  

xمعادله تصویر خط  - 47 y  3 )را تحت تبدیل  6 , ) ( , )T x y x y  2 دست آورید. به 
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L:ی خط دو معادله - 48 x y  1 3 2 L:و 6 x y  2 3 2  L1تصویر  L2ها  ی دو انتقال متفاوت که تحت آن اند. ضابطه مفروض 12

 باشد را بنویسید.             

 

 
 

 
 

 

                                                                                                                       

yمعادله تصویر خط  - 49 x 2  ها بنویسید.      xرا تحت تقارن  نسبت به محور 8

 

 

 

 
 

 

 

                                                        

yمعادله تصویر خط  - 51 x 
1

4
2

 ها بنویسید.   xرا تحت تقارن  نسبت به محور 

 

 

 
 

 

 

                                                  

xتحت یک بازتاب خط - 51 y  3 7 xتصویر خط  9 y  3 7  ی محور تقارن رابنویسید.  است، معادله 9

 

 

 

 

 

 

 

 

 

52 
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 های تبدیل اثبات با استفاده از ویژگی
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 های بازتاب قضیه زیر را اثبات کنید. با استفاده از ویژگی

  الساقین با یکدیگر برابرند. های مساوی در مثلث متساوی رو به ضلع های روبه زاویه قضیه:
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 دیگرند. های مقابل مساوی یک دیگر را قطع کنند، زاویه با استفاده از تبدیل دوران ثابت کنید هرگاه دو خط یک  قضیه:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 های نظیر برابر خواهند بود.   موربی دو خط موازی را قطع کند زاویه ها ثابت کنید اگر خط با استفاده از ویژگی تبدیل قضیه:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

53 -     

 

AB||اگر ABCDدر چهار ضلعی DC:با استفاده از تبدیل انتقال ثابت کنید ،  

 

||AD BC  وAD BC 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A B

CD
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 ها های تبدیل است با استفاده از ویژگی QSعمود منصف  PRرو در شکل روبه - 54

ˆثابت کنید:    ˆSPR QPR 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اند،  کردهیکدیگر را نصف  ABCDقطرهای چهارضلعی - 55

  الاضلاع است. یک متوازی ABCDبا استفاده از تبدیل دوران ثابت کنید

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 الاضلاع هستند. متساوی ECDو مثلث ABCمثلث  - 56

 های تبدیلات ثابت کنید: با استفاده از ویژگی

ˆAFB 6  وAD BE  
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S
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57 - ABC متساوی الاضلاع است وBD CD:با استفاده از تبدیلات ثابت کنید، 

AD BE  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

PTقطرها،  QSو  PQرو در شکل روبه - 58 QT وRT ST ، 

PQSها ثابت کنید:  با استفاده از تبدیل QPR
 

                                                                                                             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

AEیک مربع است و  ABCDچهار ضلعی  - 59 AF، 

DEها ثابت کنید:      با استفاده از تبدیل  BF         
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61 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

61 
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 هندسه در فضا -چهارمفصل 

 خط و صفحه در فضا

 

 

 

 :1اصل  

 

 

 

 

 : 2اصل 

 

 

 

 

 : 3اصل 

 

 

 

 

 : 4اصل 

 

 

 

 

 : 5اصل 

 

 

 

 

 

 :6اصل 

 

 

 

 عیت دو صفحه نسبت به هموض

 

 

 

 

 

 فصل مشترک دو صفحه
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 وضعیت نسبی دو خط نسبت به هم در فضا

 

 

 

 

 

 

 

 

 اقلیدس توازیاصل 

 

 

 

 

 

 

 حالت های مشخص شدن صفحه در فضا

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 وضعیت نسبی خط و صفحه نسبت به هم در فضا:
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 اند، مفروض Cو  A ،Bی  سه نقطه - 1

 گذ رد. می Cو  A ،Bی الف( اگر         .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .        آنگاه بیشمار صفحه از سه نقطه

 گذ رد.                                         می Cو  A ،Bی الف( اگر         .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .        آنگاه یک صفحه بر سه نقطه

 ل کنید که یک گزاره درست حاصل شود.هر یک از عبارات زیر را چنان کام - 2

 گذرد. الف( ( از هر سه نقطه در فضا که بر یک خط قرار ندارند یک و تنها یک   .   .   .     می

 نامیم. گیرند، دو خط    .   .   .      می ب( دو خط در فضا را که در یک صفحه قرار نمی

 صفحه دیگری دو به دو موازی باشند،    .    .    .        . ای با دو خط متقاطع از پ( اگر دو خط متقاطع از صفحه

 دو صفح عمود بر هم باشند، هر کدام شامل خطی است که    .  .  .         .                                                     Qو  Pت( اگر 

 از عبارات زیر را چنان کامل کنید که یک گزاره درست حاصل شود. هر یک  - 3

 ی متمایز یک نقطه مشترک داشته باشد آنگاه در یک  .  .  .   مشترک خواهند بود. الف( اگر دو صفحه

 ب( در هر صفحه حداقل     .   .   .       وجود دارد که بر یک خط قرار ندارند.

 موازی است. Pگذرد که با  .  .  .     خط می   Pی  خارج صفحه Oی   ج( از نقطه

                         گذرد.                                                                              د( از دو خط متقاطع یک و تنها یک   .   .   .     می

 ر یک از عبارات زیر را چنان کامل کنید که یک گزاره درست حاصل شود. - 4

 الفحداقل   .   .   .     نقطه در فضا وجود دارد که بر یک صفحه قرار ندارند.                              

 شود.                                یده میب( محل تقاطع دو  صفحه،      .   .   .       آن دو صفحه نام

            موازی است.                          Lوجود دارد که با  Lدو خط   .  .  .       باشند، یک صفحه شامل  Lو Lج( اگر 

             گذرد.                                                                                                                         ی    .  .  .     خط  موازی آن صفحه می خارج یک صفحه   د(  از یک نقطه

 گذرد.  صفحه می   از هر دو نقطه در فضا   .    .     .   

 اند.   ی متمایز یک نقطه مشترک داشته باشد آنگاه   .  .  .   مشترک اگر دو صفحه 

نسبت به هم چگونه  P2و  P1ی باشد وضعیت دو صفحه   L2ای شامل  صفحه P2و  L1ای شامل  صفحه P1دو خط متقاطع و  L2و L1ر گا  - 5

 است؟ )توضیح دهید(                 
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 CDو  ABفحه قرار دارند اگر و تنها اگر دو خط چهار نقطه متمایز در فضا باشند، ثابت کنید این چهار نقطه در یک ص Dو  A ،B ،Cاگر - 6

 متقاطع یا موازی باشند.          

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                 

 دو به دو متقاطع باشند ثابت کنید این سه خط یا در یک صفحه قرار دارند یا همرسند.                  L3و L1 ،L2اکر سه خط  - 7

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ،  ثابت کنید این سه خط در یک صفحه قرار دارند.         نیستنددو به دو متقاطع هستند ولی همرس  L3و L1 ،L2سه خط   - 8
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. وضعیت خط هایی که از دو به دو این نقطه ها می گذرد ، چگونه دارند ندر یک صفحه قرار  کهچهار نقطه متمایز در فضا باشند،  Dو  A ،B ،Cاگر - 9

 است.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11  
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 خط و صفحه های موازی:

 

 

 

 

 

 
 

 کند.               قطع می Lرا در یک خط موازی  Pمتقاطع باشد،  Pبگذرد و با  Lموازی باشد، هر صفحه که از  Pبا صفحه  Lثابت کنید اگر خط  قضیه:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

                                                         

 موازی است.     Pبا خود  صفحه Lموازی باشد، آنگاه خط  Pهای صفحه با یکی از خط Lثابت کنید اگر خطقضیه :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 113                                               سپهری فرامرز                                    ()سال سوم ریاضی و فیزیک 2هندسه 

 sepehrimath@تلگرام :  کانال      www.karamath.irکانون آموزش ریاضیات آراز   

 رسم کنید. )روش رسم را توضیح دهید.(  Pخطی موازی  Pی  خارج صفحه Aی  الف( از نقطه - 11

کند؟ در صورت درستی این حکم را ثابت کنید و در صورت نادرستی، یک مثال  قطع می مدیگری را ه ب( در فضا اگر خطی یکی از دو خط موازی را قطع کند آیا لزوماً

 با شکل رسم کنید.                                                                                                    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 موازی یک صفحه ی مفروض گذراند؟چند خط می توان از یک نقطه مفروض  - 12

 

 

 

 

 : 1نتیجه 

 
 

 

 

 

 

 :  2نتیجه 

 

 

 

 

   ها موازی است. ثابت کنید اگر خطی با دو صفحه متقاطع، موازی باشد، آنگاه با فصل مشترک آن قضیه :
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 چند ویژگی از خط ها و صفحه های موازی

 

 

 

 

 :1نتیجه 

 

 

 

 

 : 2نتیجه 

 

 

 

 

 : 3ه نتیج

 

 

 

 

 صفحه های موازی

 

 

 

 

 

  

 

 

 مفروض است. Pخارج صفحه  Aی  نقطه -19

 رسم کنید. )روش رسم را توضیح دهید.(   Pیک صفحه موازی  Aاز  
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 ی بین دو خط متنافر  زاویه

 

 

 

 

 

                                                                                                                        

ر موازی است. آیا عکس مطلب نیز درست است؟ یعنی اگر هر ها، با صفحه دیگ ثابت کنید که اگر دو صفحه موازی باشند، هر خط واقع بر یکی از این صفحه - 21

 خط از صفحه مفروضی با صفحه مفروض دیگر موازی باشد، آیا آن دو صفحه موازیند؟               
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                                                 قرار دارند.                                                                                                     Pموازی هستند در یک صفحه موازی  Pکه با  Oهای گذرنده از  نید کلیه خطباشد، ثابت ک Pای مانند  ای خارج صفحه نقطه Oاگر  - 21

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                  ی سومی موازی باشند، خودشان با هم موازیند. ثابت کنید اگر دو صفحه با صفحه - 22

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 ای با یکی از دو خط موازی، موازی باشد با دیگری هم موازی است.      ثابت کنید اگر صفحه - 23

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ی موازی، موازی است با دیگری هم موازی است.                                                       ثابت کنید خطی که با یکی از دو صفحه - 24
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 صفحه موازی قاعده قرار دارند.های آن در یک  ثابت کنید در یک هرم، وسط یال - 25
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27 
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28  

 
 
 
 

 

 تعامد

 

 

 

 

 

 

 

 عمود است.                                                                                                                Pبر صفحه  Lنگاه خطی تقاطع عمود باشد آ را قطع کند و بر دو خط غیر موازی در نقطه Pی  صفحه Lثابت کنید اگر خط  :تعامد  قضیه
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 : 1نتیجه 

 

 

 

 

 

 : 2نتیجه 

 

 

 

 

 

 :3نتیجه 

 

 
 

 

 

 عمود کنید. )روش رسم را توضیح دهید.( Lای بر خط  ، صفحهAی  در دو حالت زیر از نقطه - 29

 باشد. Lروی خط  Aی  الف( نقطه

 باشد.     Lخارج خط  Aی ب( نقطه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                          

 

 مفروض است. Pخارج صفحه  Aی  نقطه - 31

  عمود باشد. )روش رسم را توضیح دهید.( Pی  خطی رسم کنید که بر صفحه Aاز 
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31 

 
 

 

 

 

 

 

 

32 

 
 

 

 

 

 

 

 

 هر یک از عبارات زیر را چنان کامل کنید که یک گزاره درست حاصل شود. - 33

 شود.            می پ( هر صفحه، با     .   .   .    و یک خط عمود بر آن، مشخص

 خط نام دارد.                 خط به یک فاصله باشند    .    .    .    آن پاره هایی از فضا که از دو سر یک پاره ت( مکان هندسی نقطه

 در یک مکعب مستطیل، هر دو وجه     .    .     .        بر هم عمودند.  

 عمود است.  Pای مانند  گذرد که بر صفحه در فضا،     .   .    .      خط می Aاز هر نقطه مانند 

 نامیم.   خط، بر آن عمود باشد    .   .    .      می ای را که در وسط یک پاره صفحه

 دو خط عمود بر یک صفحه       .    .   .       هستند.  

 خط را تعریف کنید.                                                         ک پارهی عمود منصف ی صفحه
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 باشندکه بر یک  Pسه نقطه از صفحه Cو  A ،Bفرض کنید - 35

ABخط قرار ندارند و ACاگر .Kای خارج صفحه نقطهP   

KBباشد که KC و خطKA بر خطAB  ،عمود باشد 

 عمود است. Pبر صفحه KAکنید خطثابت 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

                                           

36 

 
 

 
 

 

 

 

 

 موازی است.             Pعمود باشد با صفحه  Lه بر خط عمود باشد، ثابت کنید هر خط ک Pبر صفحه  Lاگر خط  - 37
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 ی موازی عمود باشد بر دیگری هم عمود است. )با رسم شکل(           ثابت کنید اگر خطی بر یکی از دو صفحه - 38

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

               

39 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

41 
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 دو صفحه عمود بر هم:

 

 

 

 : 7قضیه 

 

 
 

 عمود باشد. )با رسم شکل( Pکه بر صفحه  بگذرانید Lای از خط  ،  صفحهنباشد عمود Pبر صفحه  Lاگر  خط  - 41

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 عمود باشد. Pگذرد که بر صفحه  یک و تنها یک صفحه می نیست عمود Pکه بر صفحه  Lثابت کنید از هر خط  - 42

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ترین فاصله بین آن نقطه تا نقاط آن صفحه است. ی یک نقطه از یک صفحه، کوتاه ثابت کنید که فاصله - 43

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 عمود مشترک دو خط متنافر را تعریف کنید.                                                                        
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 ها را رسم نمایید و روش رسم را توضیح دهید.      دو خط متنافر باشند، عمود مشترک آن Lو Lاگر - 44

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

45 

 بر هم عمود باشند، ثابت کنید Pو  Pاگر دو صفحه

 موازی است.  Pبا صفحه Pه هر خط عمود بر صفح 

  است. Pدارای یک خط عمود بر صفحه Pراهنمایی: صفحه
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 موازی است. )با رسم شکل( Pبا صفحه Pبر هم عمود باشند، ثابت کنید هر خط عمود بر صفحه  Pو  Pاگر دو صفحه  - 47

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   ای بر یکی از دو صفحه موازی عمود باشد، ثابت کنید بر دیگری هم عمود است.      اگر صفحه - 48

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                     

 موازی باشد ثابت کنید فاصله Pبا صفحه  Lاگر خط - 49

 ، مساوی است.Pی  ، تا صفحهLهر دو نقطه از خط  
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ی  با صفحه ABباشند، ثابت کنید خط  Pی  هر دو در یک طرف صفحه Bو  Aبه یک فاصله و  Pی  از صفحه Bو  Aی متمایز  اگر دو نقطه - 51

P    .موازی است 
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